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RESUMO

Existem diversos estudos de aplicagdo da Programagio dindmica (PD) na gestao
de recursos renovaveis, onde o objectivo principal é a gerag@o de politicas 6ptimas
de controlo de modo a produzir maiores beneficios ou reduzir custos.

O presente trabalho, trata de um modelo para gestdo de recursos renovaveis, com
um nivel populacional critico (sy;,) abaixo do qual nenhuma exploragdo do

recurso deve ser feita, de modo a evitar a sua extingio. -

Pretende-se com este trabalho, através da aplicagdo da técnica de programagao
dindmica, descrever a estrutura de solugéo de um prograrha dindmico.

Para a realizagdo do trabalho, considerou-se um modelo de controlo com
disturbancias aleatorias independentes e identicamente distribuidas, obedecendo a

distribuigdo uniforme, € o espago de estados e acgdes conjuntos em IR.

A primeira parte do trabalho ocupa-se da introdugéo dos conceitos basicos de PD,
bem como de alguns resultados matematicos ¢ de PD sobre as propriedades
estruturais dos modelos de PD, onde se enfatiza a monotonia das fun¢des de valor

V.(s) e a continuidade dos maximizadores fi(s).

Como parte final do trabalho, simula-se o estado final do recurso e verifica-se que
a distribuigdo probabilistica do estado final depende do nivel critico sp,.

Do estudo feito, conclui-se que, aplicando o tcorema basico de controlo, as
fungdes de valor, ou seja 0 ganho obtido ao fim de N periodos, séo crescentes o
que significa que com o nivel populacional inicialmente fixo, o ganho cresce com

0 numero de periodos de decisdo.
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CAPITULO1

1. Introducio

A Programagio Dindmica (PD) é um procedimento matematico desenhado
essencialmente para aumentar a eficiéncia dos calculos em problemas de
programa¢do matematica, decompondo-os em subproblemas facilmente
computaveis.

Em PD, os calculos s@o realizados em etapas, dividindo o problema global em
subproblemas. Cada subproblema ¢ tratado separadamente com o objectivo de
reduzir o volume de célculos. J4 que os subproblemas sdo interdependentes, deve-
se procurar um procedimento para ligar os calculos de modo a garantir que a
solu¢do para uma etapa, em combinagio com as solugdes das outras etapas, dé uma
solu¢do 6ptima do problema global.

Especificamente a PD resolve o problema por estagios, sendo cada estagio
caracterizado por uma lunica vanavel a optimizar, Os calculos nos diferentes

estagios sdo ligados por calculo recursivo.

O nome de Programaciio Dinamica, talvez tenha sido sugerido pela sua utilizagéo
em problemas que envolvem tomadas de decisdo ao longo do tempo. Além disso,
o procedimento ¢ utilizado também em situagdes néo dependentes do tempo.

A principal teoria de base na PD ¢ o principio da optimizag&o, que na sua esséncia
nos diz como é que um problema devidamente decomposto vai ser resolvido em

estagios usando o calculo recursivo.

Maputo, Junho de 1999 | !
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Nos problemas de PD, o modelo a ser usado depende essencialmente da

formulagdo desses mesmos problemas (Fiadeiro, 1992).

Ideia basica

A ideia basica de PD ¢ a resolugdo de problemas de optimizagdo através de uma
progressdo. Por exemplo, tem-se um problema P, que a primeira vista é dificil
resolvé-lo directamente. Procura-se uma maneira de dividir o problema numa série
de subproblemas manejaveis que conduzem a solugio do problema P. Existem n+1
subproblemas na série designados por PP, P,,...,Py. O primeiro subproblema (P,)
deve ser o subproblema que se sabe como resolvé-lo. O segundo subproblema (P,)
deve ser o problema que se pode resolver sob condigdo de ter a solugdo de P,
igualmente, P, deve ser o problema que se pode resolver conhecendo as solugdes
de P, ¢ P,, etc. Ao se resolver o subproblema final (P, na série), estar-se-a a
solucionar o problema P, isto €, uma vez que se tem a sequéncia de subproblemas,
irdo se resolver comegando com Py, até se atingir o subproblema final P, € usa-se a
solu¢cdo de P, combinada com as solugdes de P,P,,....P , para determinar a

solugdo do problema P. Entéio a ideia basica de PD resume-se no seguinte:

Para resolver um determinado problema P, resolve-se uma sequéncia de

subproblemas P,,P,,..., P,, onde:

1. Inicialmente: sabe-se como resolver P,
2. Progressivamente: sabe-se como resolver Py, dada a solugio de

P,P,,....,P,, paran> 0.

Maputo, Junho de 1999 2
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3. Finalmente: dada a solugdo de Py, pode-se determinar directamente a solugio

do problema P.

A representagéio do problema ¢ feita de forma abstracta ou simbdlica, conhecida
por modelo matemético. Tendo um modelo matematico apropriado, deve-se
escolher uma técnica de optimizagdo para resolver o problema. A habilidade de
encontrar um modelo apropriado, ¢ adquirida somente por experiéncia. Alguns
autores, usam o termo “Arte de Programagdo Dindmica”, isto é, a arte de encontrar

um modelo apropriado.

1.1 Objectivos

1.1.1 Objectivos Gerais
O trabalho tem como objectivo principal descrever a aplicabilidade da técnica de
programagdo dindmica na gestio de recursos renovaveis, focando o interesse na

exploragio 6ptima de populagées bioldgicas, por exemplo recursos pesqueiros.

1.1.2 Objectivos Especificos

e Descrever a estrutura de solugio de um programa dindmico;

e Fazer o estudo das propriedades estruturais dos modelos de programagéo
dindmica, concretamente o estudo das fungdes de valor (Vy(s)) e dos
maximizadores (fi(s)).

s Avaliar o nivel de recurso atingido no fim do planeamer;to atraves do estudo da

distribui¢do do estado final do sistema.

Maputo, Junho de 1999 3



Departamento de Matematica e Informatica
Trabatho de Licenciatura

CAPITULO I

2. Material e Métodos

A metodologia deste trabalho ¢ baseada nos principios de Programag¢do Dindmica,
onde se tem como objecto de estudo uma populagdo biologica (por exemplo
peixes). De referir que, ndo se fez um estudo pratico do modelo, mas apenas
tomou-se em conta aos modelos existentes relacionados com este tipo de
investigagio.

O trabalho comportou duas fases de estudo, onde na primeira faz-se uma descrigio
dos conceitos ligados a Programag¢do Dinimica e a segunda fase trata do modelo
de gestdo de recursos renovaveis com um nivel critico s, onde o espago de acgdes
e dos estados sdo conjuntos em IR.

Para a efectivagdo do trabalho recorreu-se a bibliografia disponivel na biblioteca
do Departamento de Matematica ¢ Informatica, aos trabalhos de licenciatura dos
estudantes Brigida da Cruz e Isaias Nhavane, as aulas de esclarecimento de
duvidas, referéncias bibliograficas fornecidas pelos supervisores da tese, ao uso do
computador e da linguagem de programagio TURBO PASCAL versdo 6.0 para a
" demonstragdo computacional dos resultados. As referéncias bibliogrificas sdo

ilustradas no final do trabalho.

Maputo, Junho de 1999 4
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CAPITULO III

3. Resultados

3.1 Modelos de PD

Em PD existem dois modelos basicos a saber:

Modelo Deterministico

Neste tipo de modelos, especificando os valores das varidveis de decisdo,

pode-se prever o resultado do modelo. Nio ha variaveis incontrolaveis ou

aleatorias.

Modelo Estocastico ou Probabilistico

Estes modelos contém varidveis aleatorias que ndo podem ser controladas e que os
respectivos valores sdo dados pelas distribuigdes de probabilidades. O resultado da
decisdo tomada n#o ¢ previsivel devido a factores aleatérios que podem “deturpa-
lo”.

Em cada um destes modelos, pode-se considerar o caso estacionario € o ndo
estacionario. Diz-se que um modelo ¢ estaciondrio quando os componentes

basicos do modelo ndo dependem do tempo. Caso contrario, o modelo diz-se ndo

estacionario.

Maputo, Junho de 1999 5
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A seguir apresenta-se uma descrigdo dos componentes basicos de um Modelo de
Programagdo Dinamica e alguns resultados teéricos, seguindo para tal, Hinderer,

(1993).

Definicio 3.1
Sejam B e C conjuntos ndo vazios ¢ McBxC. Diz-se que M(b) é secgdo de M ou
simplesmente b-secgdo de M se M(b) = M onde beB ou seja

M(b) = {c : (b,c)e M}. Graficamente temos:

M(b)

'

P
B
Figura 1 — b-secgiio de M

Componentes de um Modelo Estacionirio —Deterministico de
Programacio Dindmica (MEDPD)
Tem-se, inicialmente, um nimero N de periodos chamado horizonte de

planeamento. O sistema inicia em algum estado s, chamado estado inicial

Maputo, Junho de 1999 6
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pertencente a algum conjunto S, chamado espag¢o de estados. O sistema move-se
através de S sob influéncia de acéﬁes (decisdes) tomadas em cada periodo

n = 0,1,...,N-1 de um conjunto A chamado espacgo de ac¢des. Em cada periodo,
uma decisdo é tomada. Assume-s¢ que o estado seguinte do sistema é conhecido.
Em geral, se o sistema no periodo n, estiver no estado s, nem todas as acgdes do
espago de acgdes A podem ser tomadas, mas somente aquelas que pertencem a um
certo subconjunto D(s). Portanto, chama-se D(s) ao conjunte de acgies

admissiveis do estado s, e D := {(s, a) € SxA : aeD(s)} de conjunto de restri¢ies.

A transi¢do de um estado para outro é descrita por uma fungéo T : D—S chamada
Sfungdo de transi¢do que tem o seguinte significado:
Se no periodo n o sistema estiver no estado sy, € se a acgdo apeD(sy) for tomada,

entdo o sistema move-se para um novo estado sp+1:= T(sp,ap).

Ao longo do trabalho ira se fazer referéncia aos conceitos de estagio e periodo.
Para o seu melhor entendimento, vejamos o seguinte exemplo:

Supde-se que se tem um horizonte N = 3 (ver figura 2).

Maputo, Junho de 1999 7
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3° 2° 1°
estagio estagio estagio
* * * * Fim do sistema
( I 2 =3
1° periodo  2° periodo  3° periodo
aj aj, a;
Vs(s) Va(s) Vi(s) Vo(Sx)

Figura 2 — Nogio de estagio e periodo

Os pontos 0,1,2 e 3 representam os periodos e ¢ sobre estes pontos onde as
decisdes devem ser tomadas. Uma particularidade ¢ que a numeragio dos periodos |
¢ feita para frente (da esquerda para a direita). O intervalo entre os periodos n- 1§e
n, designa-se n-ésimo periodo. Na resolugio do problema, pa;l‘rte-se do ﬁltirﬁo
periodo até ao periodo inicial (da direita para a esquerda). A esta numeragdo do
altimo até ao primeiro, designa-se estagio. O conceito de estagio esta ligado com
as acgdes optimas (a;,a;,a; ), tomadas em cada periodo. Portanto, a, é a decisdo
tomada no estigio 2, isto &, dec-isﬁo tomada quando falta um periodo para o
processo terminar. Neste exemplo, o estagio 1 corresponde ao periodo 3, o estagio
2 ao periodo 2 e o estagio 3 ao periodo 1. No ultimo periodo, ndo se toma

nenhuma decisdo, pois, esta-se no fim do sistema.

Maputo, Junho de 1999 8
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Se no estagio n estamos no estado s e tomamos a acgio ay, teremos o ganho de
um estdgio, 1(sp,ap)€IR. Se o sistema termina no periodo N no estado Sy, entdo

um ganho final vV (SN) € obtido.

Normalmente, o ganho obtido em diferentes periodos tera diferentes valores
devido ao juro e/ou desvalorizag@o. Este facto é levado em consideragdo pelo
chamado factor de desconto peIRT; isto significa que o ganho r(sp,a) obtido no
periodo n e o ganho terminal V,(Sy) entram no balango relativo ao periodo inicial

como PPr(sy,ay) € PNV, (SN) respectivamente.

Resumindo, chega-se a seguinte definigéo:

3.1.1 Defini¢dio Basica de um MEDPD

Um MEDPD ¢ uma sequéncia (S,A,D,T,r,V,,B) onde:

a) S ¢ um conjunto ndo vazio chamado espage de estados;

b} A € um conjunto ndo vazio chamado espace de ac¢ées;

¢) D ¢é um subconjunto de SxA, tal que todas as secgdes D(s) de D sdo ndo

vazias. D é chamado conjunto restri¢do e D(s) conjunto de ac¢ées admissiveis

para o estado s;

Maputo, Junho de 1999 _ 9
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d) T ¢éuma fungdo de D em S, chamada fun¢do de transigdo;

e) r ¢ uma fungio finita em D, chamada funcdo do ganho num estdgio;

f) V, ¢ uma fungdo finitaem S, chamada fun¢do do ganho terminal; e

g) B ¢ um nimero real positivo chamado factor de desconto.

3.1.2 Formulagio do problema de Optimizacio de um MEDPD

Apresenta-se a seguir duas formulagdes do problema de optimizagio determinadas

por um MEDPD, uma em termos de ac¢des e outra em termos de politicas.

3.1.2.1 Formula¢do do Problema de optimizacio de um MEDPD em
termos de accoes

Dado um estado inicial s, arbitrario, diz-se que a sequéncia de ac¢des

(a,, a,,..., a_,)€AN & admissivel em s, se:

aOED(SO))
a,€D(s)), onde s, := T(s,, a),
a,eD(s,), ondes, :=T(s,, a,),

aN-1€D(sN-1), onde sN.1 = T(sN-2,aN-2);

Maputo, Junho de 1999 10
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Sendo Sy := T(sN-1,aN-1), @ sequéncia (s],52,...,SN) € chamada sequéncia de

N-1

estados gerados por s, e sequéncia de acgdes admissiveis y :=(an) . Sp € uma

[+
fungéo de s, e de y : sp = spy(Sy). O conjunto de sequéncias de acgdes admissiveis

de s, sera denotado por AN(s,).

Para cada estado inicial s,eS ¢ cada sequéncia de acgdes y = (ap)) ' € AN(s,), o

ganho total de N estdgios ¢ definido por,

-1

Vny (s0) =2, BMr(sp.an) + BNV(SN)<€IR, ()

onde (sp), =(sny(s,)); € a sequéncia de estados gerada por s, e y.

Portanto, a formulagdo do problema de optimizagéo em termos de acgdes para um

MEDPD ¢ a seguinte:
L. Calcular Sup { VNy(so) : yeAN(s,)}
II. Encontrar se possivel o ponto de maximo da fungéo y—)VNy(so) onde

ye AN(SO).

Maputo, Junho de 1999 1t
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Observacio:

O numero VN(s,), que pode ser igual a +o0, € 0 ganho maximo de N estagios. A
funciio VI : S — IR é chamada fun¢do de valor de N estdgios de um MEDPD e

joga um papel muito importante em toda a teoria.

3.1.2.2 Formula¢io do Problema de optimizacio de um MEDPD em

termos de politicas

A formulagdo do problema de optimizagdo em termos de acgoes, esta directamente
ligada a um estado inicial. Isto significa que, sempre que tivermos um novo estado
inicial, temos que refazer os calculos (obter nova sequéncia de acgdes Optimas)
ligadas ao novo estado inicial. Em termos de politicas, temos uma situagio
diferente, pois existe a chamada regra de decisdo que para cada estado da a
solucdo.

A formulagdo do problema de optimizagio em termos de politicas ¢ indispensavel
quando se trata de programas dindmicos estocasticos. Em vez de se decidir que
sequéncia de acgdes tomar (em relagéio ao estado inicial), determina-se que acgio
¢n(s) tomar estando no estado s, no periodo n. Portanto, ndo ¢ indispensavel

conhecer o estado inicial. Este raciocinio conduz a seguinte definigao:

Definicdo 3.2
1. Uma fungdo ¢ : S—A tal que ¢p(s)eD(s) para todo seS é chamada regra de

decisdo (r.d.);

Maputo, Junho de 1999 12
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2. Uma sequéncia © =(¢0,91,...,dN-1) de N regras de decisdo é chamada politica
de N estdgios, |

3. F é o conjunto de todas as regras de deciséo; e

4. FN ¢ o conjunto de todas as politicas de N estagios ¢ ndio depende do estado

inicial.

A condigdo ¢p(s)eD(s) para r.d.’s, garante que ao se usar uma politica de N

estagios arbitraria, selecciona-se em cada periodo e em cada estado somente
acgdes admissiveis. Se se inicia em s, € usa-se uma politica & = (¢)V' € FN, entiio

0 sistema move-se sucessivamente através da sequéncia de estados

81 = T(Smd’O(so)),
s2 :=T(s1,91(s1)) (2)

oooooooooooooooooooooooooooooo

SN := T(SN-1,9N-1(5N-1));
sp, onde 1 < n < N depende de s, € &, ou seja sy = spy(s,). Na forma mais geral

tem-se
sn+1 := T(sp,On(sn)), 0<n<N-1 (3)

Designa-se (s;)) de sequéncia de estados gerada por s, e politica © ¢
(dn(sn)) s de sequéncia de ac¢des geradas por s, e 7. s, € também a sequéncia de

estados gerada por s, € pela sequéncia de acgdes (dn(sn))y .

Maputo, Junho de 1999 13
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O ganho total de N estdgios sob a politica 7 e estado inicial s,, ¢ definido por:

N-1

VNr (o) :=2 BPr(spdn(sp)) + BNV,(SN). (4)

n=0

Portanto, a formulagdo do problema de optimizagio em termos de politicas de um

MEDPD ¢ a scguinte:
I. Calcular Sup {VNn(s,) : @ € FN}

II. Encontrar se possivel uma politica s,-optimal, isto €, o ponto maximo da

fung@o m— VNg(s,).
III. Encontrar se possivel uma politica optima, isto €, uma politica que é s-optimal

para cada estado inicial s,.

As duas formulagdes sdo equivalentes atraves da seguinte proposigao:

Proposicao 3.1

Seja s, um estado inicial arbitrario. E valido o seguinte:

I Sup {VNy(so) : yeAN(s)} = Sup {VNn(s,) : = € FN}

Maputo, Junho de 1999 14
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1L

Se n* é uma politica de N estagios e se y* é a sequéncia de acgdes geradas por

s, € ¥, entdo ¥ € s,-optimal, se e 86 se, y* é s;-optimal.

3.1.3 Analise das duas Formulacdes

L

11.

Resultados tedricos sdo muitas vezes mais faceis de formular em termos de
politicas do que de sequéncias de ac¢des. Em problemas praticos (aplicagdes), a

formulagio em termos de acgdes € mais importante.

Maximizar sobre um conjunto de sequéncias de acgdes, & primeira vista parece
mais facil do que maximizar sobre um conjunto de politicas, pois na primeira
temos sequéncias finitas de pontos enquanto que na ultima temos sequéncias
finitas de fungdes do espago de estados dentro do espago de acgdes. Esta
impressdo é reforgada pelo facto de que em geral o conjunto FN, de politicas de
N estagios tem maior cardinalidade do que os conjuntos AN(s). Como
consequéncia, € frequente uma abundéncia de politicas s;-optimais em casos
onde existe relativamente poucas sequéncias de acgdes s,-optimais. Além disso
a propriedade das politicas serem compostas de maximizadores, resulta num

conceito extremamente Gtil.

III. Em Programas Dindmicos Estocasticos, o estado e a ac¢io momentdnea ndo

determinam unicamente o futuro. Neste caso, a formulagdo em termos de

politicas € aplicavel.
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3.1.4 Teorema Bisico para a maximizacio dos Ganhos para um

MEDPD

I. E valida a iteragdo de valor:
As fungdes de valor V;, podem ser calculadas recursivamente do seguinte modo:

Vn(s) = Sup {r(s,a) +BVn.1(T(s,a))} s€S, neN. €
aeD(s)
=Sup {re(s) +BVn-1(Tf(s))} s€S, neN.
feF

II. E valido o seguinte critério de optimalidade:

Se fj(s) € um ponto maximo da fungéo

a —» wp(s,a) = 1(s,a) +pVp-1(T(s,a)) 0<n<N-leseS (10)

-~ Tt L ror : L] * N v
entdo a politica de N estagios n* = (f)) é Optima. Para um s;= s, se (so)1 €a

sequéncia de estados gerada por s, e n*, entdo a sequéncia de acgdes,

a, = fN_n(s;) , 0 <n < N-1 € 6ptima em relagdo a s,
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Observagdes:

I. A Iteragio de valor ¢ vilida se existe uma politica Optima (para cada

horizonte) ou néo.

II. f; em II, denota a r.d. que ¢ usada n estagios antes do processo terminar, ao

passo que ¢p ird sempre denotar a r.d. que ¢ usada n periodos depois do
processo comegar. Portanto, as duas politicas de N estagios (fn):q e (On)o

coincidem se, e sé se, f =¢N-nparal <n<N.

Definicio 3.3

I. O conjunto Di{s} constituido de pontos maximos da fungao

a — wp(s,a) (11)

¢é chamado conjunto de acgoes dptimas no estado s e estdgio n.

II. A regra de decisdo f é chamada maximizador no estdgio n se f(s)e D;(s) para

todo seS.

Nota que, por iteragdo de valor, f ¢ um maximizador no estagio n, se e s0 se,

wp(s,f(5)) =Vp(s), s€S
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Com a definigiio anterior, o critério de optimalidade pode ser enunciado da

seguinte maneira:
Se para 0 < n < N-1, f}, é um maximizador no estdgio n, entdo (f,) ), é dptima.

E possivel aplicar estes resultados para o problema de minimizagio, bastando para

tal efectuar as correspondentes modificagdes.

3.1.5 Procedimento de Solu¢do de Problemas de PD

Na resolugio de problemas de optimizagio, a solugdo inicia com o problema de
um estagio e vao-se adicionando sequencialmente uma sériec de problemas de um
estagio até se optimizar o problema global. O procedimento de solugiio € baseado
nos procedimentos backward e forward. No primeiro procedimento, o calculo das
fungdes de valor V(s) e dos maximizadores fy(s), € feita apartir do ultimo periodo
(pnimeiro estagio) até ao primeiro periodo (iltimo estagio), obtendo-se o dptimo
em cada estagio. No segundo prg)cedimento, obtém-se¢ a sequéncia de acgdes

optimas, recursivamente, com base nos maximizadores do processo anterior.

Explica-se pormenorizadamente o procedimento backward, pois este serd usado

para a solugéio do modelo em estudo.
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3.1.5.1 O Procedimento Backward

O primeiro passo neste procedimento consiste em resolver um problema de um
estagio a partir do ultimo periodo (isto é, estigio n = 1) do problema original,
calculando para cada s€S o conjunto D; (s) de acgdes oOptimas e o ganho total
maximo V,(s). No segundo passo, os dois ultimos periodos séo tratados como um
problema de um estagio, onde a fungdo de ganho terminal V, é substituida por V,.
Assim obtemos para cada s€S o conjunto D} (s) de ac¢Ges Optimas € o ganho
maximo de dois estagios V,(s), etc. Aqui vé-se claramente como ¢ que o problema
global de N estagios ¢ dividido em N problemas paramétricos interligados de um
estagio e todos contendo a mesma estrutura. Depois de N passos, o Procedimento
Backward pira e a fungdo de valor Vi € obtida. Além disso, a rd. f; é
obviamente um maximizador no estagio n se, e s0 se, fy(s)eD; (s) para todo s.
Portanto, se todos os conjuntos D (s), 1 < n < N, se8S, sfo ndo vazios, entdo
obtém-se uma politica de N estagios optima consistindo de maximizadores f,
seleccionando fj(s) arbitrariamente de D (s). Desta maneira, conhecendo todos os
conjuntos D (s) produz-se todas as politicas optimas de N estagios consistindo de

maximizadores.

De referir que, o procedimento Forward é usado para o calculo de todas as

sequéncias de acgdes Optimas depois de completado o procedimeto backward.
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3.2 Modelos de PD com Disturbincias Independentes e Identicamente

Distribuidas

O caso mais simples do modelo estocistico de N estagios é aquele em que a
transi¢do de s, para sp..| € especificada por uma fungéio de transigdo T que é
“disturbada” por uma varidvel aleatéria X, 41 qﬁe toma valores num conjunto
finito M e onde as variaveis X{,X2,...,X)N s@o independentes ¢ identicamente
distribuidas (i.i.d.). Assume-se que os X;’s sfo definidos no espago probabilistico

(Q,P).

A lei de transigdo do modelo estocastico ¢ uma fungdo T de DxM em S com o
seguinte significado: Se no periodo n esta-se no estado sy, € toma-se a ac¢do ay, e se
a disturbancia X1 assume o valor x4 entdo o sistema move-se para um novo

estado aleatorio,

Xn+1 = T(sp,an.Xn+1) 0<n<N-1 (12)

3.2.1 Defini¢io Basica

Um Modelo de Controlo (MC) com disturbancias 1.1.d. e espag¢o de disturbancias

finito é uma sequéncia (S,A,D,M,q,T,r,V,,B) do seguinte tipo:

I. S,A,D,T,r,V,ep tém o mesmo significado e interpretagio como no MEDPD;
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II. M é um conjunto finito de valores de disturbdncias,
I11. q é uma fungao probabilistica de disturbdncias i.i.d; e
IV.T é uma fungdo de DxM em S, chamada fun¢do de transicdo estocdstica.

O ganho obtido no estdgio N pelo processo de decisio ({nr)s quando este inicia

em s, é uma variavel aleatoria real em (QQ,P) da seguinte forma:

N-1

RNn(s,Y) = 2. Br(Cnm@n(Cnm)HBNVo(Gnm),

n=0

(13)

onde Y := (Xj) (Cp € uma fungio dese Y)

O ganho esperado no estdgio N ¢ definido pelo numero real,

Vir(s) = ERNe(s,Y) = TRNz(S,y) P(Y=y). (14)
yeMN

A fungdo de valor VY : S — IR, no estagio N ¢ definida por:

s — VN(s) := Sup{VNn(s) : 7eFN}, NeIN, (15)

A nogdo de maximizador € similar a correspondente nogdo para MEDPD.
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3.2.2 Teorema Basico para um MC com Disturbancias i.i.d. e espaco de

disturbancia finito.

E valido o seguinte:
1. Iteragio de valor (IV)

Vn(s) = Sup {r(s,a)+B.EV,.1(T(s,2,X))} n€lN, seS

aeD(s)

II. Critério de Optimalidade (CO)

Se f;, ¢ um maximizador no estédgio n, para 0 < n < N-1, entfo, (f,)} € optimo

para um Programa Dindmico de N estagios DPy.

'3.3 Estudo das Propriedades estruturais de um MEDPD

No estudo de modelos de programagédo dinamica, muitas vezes ndo € facil obter-se
uma solugéo analitica. Somente um nimero reduzido destes modelos possui uma
solug¢do analitica. Portanto, recorre-se ao estudo das propriedades estruturais de
modo a obter-se resultados qualitativos € em particular resultados que podem
ajudar na simplificag@o dos céalculos.

Nesta sessdo, apresentam-se lemas e teoremas matematicos ¢ de programagdo

dindmica (sem demonstragdo) que servirdo de suporte no estudo de propriedades
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estruturais do modelo a estudar. As demonstragdes dos teoremas, dos lemas, etc,
poderdo ser encontradas no livro de K. Hinderer (1993), bem como em outros

livros referenciados na bibliografia.

3.3.1 Funcgées concavas e convexas (Roberts & Varberg, 1973)

Definicio 3.4

Chama-se convexa a fungiio f: I5IR se :

flA.x + (1-1).y] <A A(x} + (1-L).f(y), onde x, y € 1 e Ae(0,1)

Definicio 3.5

Uma fungio f: I>IR, chama-se c6ncava se:

flAx + (1-2).y] 2 A.f(x) + (1-1).f{y), onde x,y € I e Ae(0,1)

Definicio 3.6

Diz-se que a fungo -f(x) € convexa se, € s0 se, a fungdo f(x) for concava.

Lema 3.1

i) A composi¢do de duas fungdes crescentes, é uma fungio crescente

ii) A soma de duas fung¢des crescentes quando definidas, é uma fungfo crescente
ii1) Se v € uma fungdo crescente e ce IR+ entdo, c.v é crescente.

iv) O produto de duas fun¢des ndo negativas, € crescente

v) A fungio positiva v € crescente se, e so se, 1/v for crescente
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Teorema 3.1

Sejaf: 1 > IR eg:1— IR fungdes convexas, entdo f+g e f.g sdo convexas.

Teorema 3.2

Sejaf:1 —> IR e g: 1 — IR fungdes ndo negativas, decrescentes [crescentes] e
convexas, entdo h(x) = f(x).g(x) ¢ uma fungo ndo negativa decrescente [crescente]

e-convexa.
Teorema 3.3
Se a funcdo f: [a; b] & IR for convexa, entdio ela atinge o seu maximo no ponto a
ou no ponto b.
Teorema 3.4

Se a fungdo f: [a; b] > IR for cdncava, entdo ela atinge o seu minimo no ponto a

ou no ponto b.

3.3.2 Funcdes de Valor

Teorema 3.5

Se V<V, [V,2 V,], entdo n = V() € crescente [decrescente] para todo seS.

Teorema 3.6 (Monotonia de funcdes de valor)

Supde-se que S ¢ estruturado. Entdo, s — Vy(s) € crescente para todo neIN se:
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1. D(.) € crescente.
ii. s — T(s, a, x) é crescente em Dy; Dy := { se S: (s,a)e D} paratodoac
todo x € M.
. s — r(s,a) é crescente €

1v. V, ¢ crescente

Teorema 3.7 (Concavidade de funcdes de valor)

Supde-se que:

1. D é convexo.

ii. D(s) é limitado em todo s.
. T € crescente.
iv. V,er(.,a)sdo concavas

entdo, V, € wp, sio finitas € concavas para todo neN

Lema 3.2 (Supremo de uma familia de func¢des crescentes)
Seja S um conjunto estruturado e w uma fungéio em D. Se s — D(s) € crescente e
se s = w(s,a) é crescente em todo a, entdo, s > w*(s) := Sup {w(s,a) : aeD(s)} ¢é

crescente em s.

Defini¢do 3.7
Diz-se que a fungdo w tem diferengas crescentes se, e s6 se, s — w(s,a') - w(s,a) €

crescente em s€D : (s,a) €D, (s,a")eD, paratodoa<a'.
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Teorema 3.8 (Concavidade de funcdes de valor crescentes)
Assume-se que:
i. D é convexa.
. D(s) € limitada em todo s.
ii. D(.) é crescente.
iv. T(.,a), r(.,a) e V, sdo crescentes em todo a.
v. T,re V,sdo concavas.

Entdo Vi, e Wy, sdo cdncavas (e Vy, € crescente) em todo neIN

Teorema 3.9 (Convexidade de fungdes de valor)

Assume-se que:

1. Séconvexa

ii. A éum conjunto arbitrario e D(s) = A para todo s.
ni. r(.,a),a € A e V,sdo convexas ¢ [crescentes]

iv. Vp é finita para todo n. Entdo, V;, € convexa [e crescente] para todo ne IN.

3.3.3 Maximizadores

Considere-se um problema de optimizagdo P. Dada uma fun¢fio w em D, pretende-
s¢ maximizar para cada pardmetro s em S uma fungio a—>w(s,a) em D(s). Assume-
se que para cada seS a fun¢do w(s,.) tem 0 menor ponto maximo g(s) € 0 maior

ponto méaximo h(s). Isto conduz-nos a seguinte definigio:
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Definicio 3.8

Uma regra de deciséo para D ¢ uma fungiio f de S em A tal que f(s) € D(s) para
todo s. Um maximizador de w ¢ uma regra de decisdo tal que f{s) é o ponto
maximo de a — w(s,a) para todo s. Assim g e¢ h s3c 0s menores e maior

maximizadores de w, respectivamente.

Definicdo 3.9

Diz-se que a correspondéncia B(.) de S em A é monotamente completa se s<s',

aeB(s), a'eB(s") e a<a' implica a'eB(s) e aeB(s").

Lema 3.3

Seja B(.) uma correspondéncia monotamente completa de S em A. Se B(s) tem um

menor [maior] elemento f(s), s€S, entdo f é crescente.

Definicdo 3.10

Uma fungdo finita w em D tem diferencas crescentes se s —w(s,a) - w(s,a") é

crescente em D, N D,, onde a<a'.

Observacio: A fungio finita w em D tem diferengas crescentes se, € s6 se,

w(s,a) - w(s,a') < w(s',a) - w(s',a") onde s<s', a<a'.

Teorema 3.10

Assume-se que S < IR, A c IR, D tem a forma de intervalo com dy e dj
crescentes e que w : D— IR tem diferengas crescentes. Se w(s, .) tem o menor

[maior] ponto maximo g(s) [h(s)], entdo g é crescente [h € crescente].
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Teorema 3.11

Sejam S e A conjuntos estruturados e supde-se que:
1. D(.) € monotamente completa.
ii. w tem diferengas crescentes

Entéo, cada menor ¢ cada maior maximizador de w é crescente.

Lema 3.4
Assume-se que S < IRD, A = IR e D(s) := [0, d(s)] para uma fungdo continua d de

S em IR. Se w : D —IR ¢ continua ¢ limitada, entdo s »>w"(s) := 0212{}(4)w(s,a) é

continua.

Defini¢do 3.11

Denota-se por ILIP(K) o conjunto de todas as fungdes crescentes f em S que sdo

continuas com a constante LIPSCHITZ K.

3.3.3.1 Existéncia de politicas 6ptimas e continuidade de fungdes de

valor e dos maximizadores

A existéncia de politicas Optimas é ¢bvia se o conjunto D(s) de acg¢des admissiveis
¢ finito em todo s.
Assume-se que os espagos de acgdes ¢ de estados sio métricos e (S, d,) e (A, d) e

D s3o dotados de um méaximo D((s,a),(s’,d’)) := max(d,(s,s’), d,(a,a’)).
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A existéncia de um maximizador no estagio n, € garantida se D(s) ¢ compacto e se
se puder mostrar que LVp_1(s, .) € continua, em se€S. Para isso, basta usar o
teorema sobre as fungdes continuas ( Hinderer, 1993).

Recorde-se que uma fung@o v num espago métrico M ¢ chamada semi-continua
superior se lim Sup v(xp) < v(x), n—co para cada sequéncia (xp) em M que
converge para X, ¢ ¢ chamada semi-continua inferior, se —v é semi-continua
superior. Em particular, v é continua se, e sd se, ¢ semi-continua superior € semi-

continua inferior.

Definicédo 3.12

Seja D(.) uma correspondéncia de S em A.
i. D(.) é chamada quasi-continua se tiver as seguintes propriedades:
Se sp—s e apneD(sy) para todo nelN, entio (ay); tem uma sequéncia de
valores em D(s).
ii. D(.) é chamada semi-continua inferior se tiver as seguintes propriedades:
Se sp—n, entdo cada ponto em D(s) é um grupo de valores de uma sequéncia
de pontos aeD(sp) para todo neIN.

iii. D(.) é chamada continua se for quasi-continua e semi-continua inferior.

Lema 3.5
i. Assume-se que A é um intervalo em IR e que:
D(s) = [c(s), d(s)], s€S, para fungdes c e d de S em A, d=c.
Se ¢ é semi-continua inferior, ¢ d é semi-continua superior, entdo D(.) € quasi-

continua; se ¢ € semi-continua superior e d € semi-continua inferior, entéo
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1il.

D(.) é semi-continua inferior; Portanto se ¢ ¢ d sdo continuas entdo D(.) é
continua. |

Se A é compacto, entdio D(.) € quasi-continua se, € so se, D ¢ fechado.

Se D(s) = A para todo s, entdo D(.) € semi-continua inferior; se D é compacto,

entdo D(.) é continua.

iv. Seja g uma fungdo de S em A com s—G(s) := {g(s)}. Entdo g ¢ continua se
G(.) é quasi-continua se, ¢ s se, G(.) é semi-continua inferior se, e s6 se, G(.)
¢ continua.

v. Se D,(.) é fechado, se D(.) é quasi-continua e se D, c D, entfo D,(.) é quasi-
continua.

Lema 3.6

. ' . ’ ’ ' . . - * , .
1. Se D(.) é quasi-continua e se w € semi-continua superior, entdo w~ ¢é semi-
v . ’ . - L .
continua superior. Se w ¢é finita, entio w~ ¢ finita.
e . - r - - i~ * , . r . .

ii. Se D(.) e w s@io semi-continuas inferiores, entdo w~ é semi-continua inferior.

~ P - * . ’

1. Se D(.) e w sdo continuas, entdo w~ ¢ continua.

Lema 3.7

il

Se D(.) € quasi-continua € se w € semi-continua superior, entio w tem um
maximizador. Se A c IR, entdo w tem um menor € um maior maximizador.

Seja D(.) e w continuas. Se w tem um unico maximizador f, entdo f ¢
continua. Se A < IR, entdo o menor [maior] maximizador de w ¢ semi-

continua inferior [semi-continua supenor].

Maputo, Junho de 1999 30



Departamento de Matemaitica e Informatica
Trabalho de Licenciatura

Teorema 3.12
Assume-se que:
i. D(.) é quasi-continua [continua]
ii. T écontinua
iii. re V,sdo semi-continuas superiores [continuas]
iv.. Entdo, V, e LV,_1 sdo finitas e semi-continuas superiores [continuas] em
todo n, ¢ existe um maximizador em cada estagio. Se A c IR, entdo existe um

maior € um menor maximizador em cada estagio.

Defini¢io 3.13

Os operadores L,Ug, f € F, e U transformam as fun¢des v em S em fungdes Lv em

D, Ugv em S e Uv em S como se segue:
I. (Lv)(s,a) :=1(s,a) + Bv(T(s,a}},
IL. (Ug)(s) := Lv(s, f(s)) = rf(s) + Pv(T(s,a)),

HI.(Uv)(s) := sup Lv(s,a) = sup Ugv(s), onde acD(s) e f € F.

Corolério 3.1
Assume-se que D(.), T, r e V, sdo continuas, entdo existe um maximizador f; em
cada estagio. Logo,

i. Se f}, € Gnico, entdo fy é continua.
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1. Se A c IR, entdo o0 menor [maior] maximizador no estagio n é semi-continua

inferior [superior].

3.4 Modelo para Gestio de Recursos Renovaveis com estado critico
(Smin)

Os problemas de gestdo de recursos renovaveis, surgem quando temos que gerir
um determinado recurso (ex: uma populag#o bioldgica) de modo a obter um ganho
maximo num certo horizonte N. Para este modelo, aplicar-se-2 o método de
optimizagdo sequencial de programagdo dindmica, onde se tem como objecto de
estudo uma populagdo constituida de ~ peixes. Propde-se um modelo de
programacgdo dindmica com disturbancias aleatdrias, uma vez que a populagio é
sujeita & factores ambientais que ocorrem ao acaso, que podem influenciar no
crescifnento ¢/ou exterminagdo da mesma. Deste modo, introduz-se neste modelo
um estado critico spjp que designa o nivel de seguranga do recurso, abaixo do qual

nenhuma exploragdo do recurso deve ser feita.

O modelo de gestdo de recursos renovaveis com um estado critico s,, onde se
considera o tempo ¢ os conjuntos de estados e das ac¢des discretos, foi estudado no

trabalho de licenciatura da estudante Brigida da Cruz em 1977, (Cruz, 1997).

No presente trabalho, far-se-a o estudo do mesmo modelo, considerando o tempo

discreto e os conjuntos de estados ¢ de acgdes intervalos em IR.
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3.4.1 Formulac¢io do Modelo

1. s é o nivel da populagiio e representa o estado do sistema. s, representa o nivel
da populagdo num certo periodo n. Portanto, S representa o conjunto de todos
os niveis populacionais e denota-se por S€[0; Smax], Smax € IR, onde Smax

designa o nivel populacional maximo.

2. A acgio ap representa o nivel populacional que resta depois da exploragio do
recurso. A = S = [0; Smax], Smax € IR € o conjunto de todos os niveis

atingidos depois da exploragio e (s - a) € a exploragdo do recurso.

3. D{(s) ¢ o conjunto de todas as ac¢des admissiveis quando o nivel da populagdo

for s, isto é, D(s) = [0; s]. Mais precisamente,

{smin,...,s}, se s, S5<s

max
D(s)=
s, se0<s<s_._

onde sminp designa o nivel critico (seguranga do recurso) e smax © nivel

populacional maximo.

4. O conjunto restrigdo D ={(s,a) €[0; Spax* : 0 <a <s}.
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5. O crescimento populacional esta sujeito a factores ambientais que ocorrem ao
acaso. Portanto, X, representa a disturbancia aleatdéria que influencia o
crescimento da populagdo em cada periodo e toma valores finitos num conjunto
M. Supde-se que os x;’s sdo estocasticamente independentes e identicamente

distribuidos.

6. A transi¢do do estado sy para o estado s+ € representada por uma fungio de
transi¢do T de DxM em S com o seguinte significado: Se o nivel da populagao
num certo periodo n, for s, tendo em conta que a acgiio a, foi tomada e ocorre
uma disturbancia aleaténa xp+], 0 sistema move-se¢ para um novo estado

aleatorio,

sn+1 := T(sn, an, Xp+1)-

No modelo, assume-se que T(s, a, X) ndo depende do estado s, isto é, quando se faz
a gestdo do recurso no periodo n=2, ndo importa saber o que aconteceu no periodo
anterior. Portanto, se {, € um estado aleatério no periodo n e ap o nivel da
populagdo depois da exploragdo do recurso, entio, o proximo estado serd
Cn+1:=T(ap, xp+1). Este modelo chama-se invariante, pois a fungdo de transigéo

T(s, a, x) ndo depende de s.

7. A fungio r: D — IR, chamada fungdo do ganho tem a seguinte interpretagio:
Se o nivel da populagdo no periodo n for sy € se uma ac¢do a, for tomada,

entdo obtém-se um ganho ry(sy, ap).
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8. V, representa a fungdo do ganho terminal e V,(SN) representa o balango final

da populagao antes de uma nova gestéo.
9. O numero Be(0,1) representa o factor de desconto.

Duma maneira geral, ao se fazer a gestdo ao fim de N periodos, é natural que se

faca uma avaliagdo dos ganhos ou perdas obtidos. Na gestio de recursos

renovaveis, como o objectivo é maximizar o nivel do recurso no fim do

planeamento, interessa avaliar em quanto o recurso aumentou ao fim de N periodos
de tempo. A avaliagdo do nivel do recurso no fim do planeamento, sera feita com
base no estudo das fungdes de valor V(s) e dos maximizadores fu(s). Portanto,

aplicando o teorema basico para um MC com disturbancias aleatorias 1.1.d., tem-se:

a) Iteragdo de valor

Vn(s) = max {r(s,a) + BE[Vp-1(T(a,X))] }com a<[0;s]

" b) Critério de Optimalidade

Se fi,(s) ¢ um maximizador no estagio n, 1 < n < IN, entdo, a politica € dptima

para o modelo de PDy;.
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Para a simulagdo do modelo, supde-se que:

a) 1(s,a)= vs—a;

b) B =098,

c) A variavel aleatéria X continua, obedece a distribui¢do uniforme tomando
valores no intervalo [0; 2];

d) A funcéo de transigio T(a,X) = ax;

¢) O nivel de seguranga Smin = 2;

f) O nivel populacional maximo é Spax = 10;

g) O conjunto de todos os niveis populacionais ¢ S€[0; 10]; e

h) V,=0.

Sabe-se da estatistica que a densidade de uma varidvel aleatéria distribuida

uniformemente no intervalo [a; b], é dada por:

1
—, a<Xx<h
f(x): b—a, b

0 ,caso contrario

¢ a esperanga matematica de uma variavel aleatéria continua ¢ dada por:

: E[x] = ?xf(x)dx

-0
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Portanto, para um certo nivel populacional, a funcfio de valor sera dada por:

V,{s)= Sup {r<s,a)+BE[ L(T@X))}

ans

= Sup {r(s,

ae[ﬂ s
Substituindo pelos correspondentes valores,

1
fix)=42’ 0

‘0, casocontrario

Xx <2

[FaY

tem-se

aeb(s)

V,(s) = Sup{\/;_a+ BJIV ] dx }

Os xj's sdo gerados aleatoriamente, obedecendo aos critérios de geragdo de
variaveis aleatorias continuas, usando a distribui¢o uniforme, (Law & Kelton,

1991, P. 485).

Da posse do programa computacional (ANEXO A) desenvolvido, obtiveram-se as

" seguintes tabelas de fungdo de valor (Vy(s)) e dos maximizadores (fy(s)):
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Tabela 2: Valores dos maximizadores fu(s).

365

403
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3.4.2 Estudo das Propriedades estruturais do Modelo

Nesta sessdo aplicam-se, a0 modelo em estudo, resultados matematicos e de PD

apresentados na secgdo 3.3.
1. Segundo o Teorema 3.5, a fungdio n — Vy(s) € crescente para todo s€S. No
modelo, isto significa que para um nivel populacional inicial fixo s, o ganho

maximo Vp cresce com o nimero de periodos de deciséo.

Demonstracio:

a) Supde-se que Vo= 0 er > 0, entdio,

V1(s) = max {r(s,a) +BE[V(T(a,X})]}= max r(s,2) 2 0= V(s)

b) Supde-se ainda que Vy(s) 2V-1(s) para todo s€S e nelN.
logo,

Viar1(5) = max (x(s8) +BE[Vn(T(@ ]} > max {r(s,a) +BE[V-1(T(@ ]}

= Vp(s). O

Este resultado ¢ ilustrado também graficamente (grafico 1, ANEXO B)

2. Do Teorema 3.6, tem-se que s — Vy(s) é crescente para todo neIN. Isto
significa que, o ganho maximo num certo horizonte N cresce em relag@o ao nivel

populacional, obedecendo as seguintes condigdes:
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a) r(s,a)e V,crescentes

b) T(a, X) crescente em Dy

Demonstraciio:

a) Pela condigdo do teorema, V, € crescente.
Supondo que V(s’) 2 Vp(s) paras’2 s

Deve-se mostrar que Vp+1(s’) 2 Vp+1(s) para s™> s.

vn+1(s”) = max {r(s’,a) + BE[V(T(s’,X))]}
aeD(s’)

Vn+i(s) = mfgz ){r(s,a) + BE[Vn(T(a, X))}

Verificam-se os seguintes casos:

e 0<s<s’<s,,,
neste caso:
a) D(s)={s} e D(s’) = {s’}
b) r(s,a) =r1(s’,a)=0.
c) T(s’,X) = T(s,X), pois, pela condigdo do teorema T(.,X) ¢ crescente, logo
Vn(T(",X)) 2 Vn(T(s,X)) -

De a), b) ¢ ¢) tem-se

Vin+1(s") = BE[Vn(T(s*,X)) ] 2 BE[Vp-1(T(s,X)} ] = Vn+1(s)
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. <s<8 <8,

S min
Neste caso 1(s,a) < r(s’,a) e D(s) < D(s’).

J4 que o modelo em estudo é invariante, segue que:

Vn+1(8") 2 Vp+1(s)

¢ 0<8<8,,;n€S5min S8 < Spax
Do 1°e 2° caso, tem-se

Vn+1(8) € Vn+1(Smin) € Vn+1(8)- m]

Este resultado ¢ ilustrado também graficamente (Grafico 2, ANEXO B)

3. Do Teorema 3.9 tem-s¢ que Vy(s) € finita e convexa para todo neIN.

Demonstracéio:

Usando a indug@o, vamos provar que Vp, € finita e convexa em neIN.
Supde-se que para n=0, Vn ¢ finita e convexa

Supde-se ainda que Vy,_1 definida em [0,s] € convexa pelo Teorema 3.1.

}
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Através do Teorema 3.3, a & wp(s,a) assume em [0,s] 0 maximo em a=0 ou a=s.

Dai, V, = Sup wp(s,a) = max(wp(s,0), wy(s,s)) <. As fungdes s — wp(s,0) €
aelXs)

s—wp(s,s) sdo convexas, ja que r € Vp_] sdo convexas. Logo s — fy(s) é um

maximizador. a

4. Assume-se que r e V,sdo cdncavas. Entdo,
i) s—>Vp(s) e a>wpy(s,a), s€S, sdo cdncavas.

ii) Se existe um menor maximizador f, no estagio n, entdo s—1fy(s) € crescente.

Observacio:

Se r e V, sdo continuas em s=0 € s=Siax, entdo o menor maximizador f;(s) no

estagio n, pode ser encontrado maximizando as fungdes a & wy(s,a) em [0, s],

i

Se[0, Smax]-

Demonstracio

i) Vamos demonstrar que V(s) e a—>wp(s,a), sdo concavas. Para tal, vamos supde-

se que Vp_1(s) é concava. Dai, (s,a)—>Vp-1(s,a) € concava. Como r € cOncava, €
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(s,2) = wp(s,a), no conjunto D, pelo Teorema 3.1. Logo a — wp(s,a) é concava.

s—Sup wp(s,a), ¢ finita e cdncava pelo Teorema 3.8, como D(s) =[0, s] é limitada.

Pelo Teorema 3.1, segue que Vp, € cOncava. a

ii) Para um n fixo tem-se V,(s)= Sup {1(s,a) + BE[V, _, (T(a, X))

ae|0,s

= Sup {wn(s,a)}.

a€|0,s

Usando o Teorema 3.10, temos que provar que,

w(s,a) -w(s,a’) < w(s’,a)-w(s’,a’)
Substituindo pelos correspondentes valores, tem-se
wn(s,a) =1(s,a) + BE[Vp-1(T(a,X}]
wn(s,a’) =r1(s,a’) + BE[Vp.1(T(2’,X)]
wn(s’,a) =r1(s’,a) + BE[Vp-1(T(a,X)]
wn(s’,a’) =r1(s’,a’) + BE[Vp-1(T(a’,X)]

substituindo em (a) por 1, 2, 3 e 4 tem-se

(D
@)
€)

4)

r(s,a) + BE[Vn-1(T(2,X)] - r(s,a’) - BE[Vp-1(T(a’,X)] < 1(s’,a) + BE[Vy-1(T(a,X)] -

1(s’,a’) - BE[V-1(T(2’", X))

r(s,a) - r(s,a’) < r(s’,a) - r(s’,a’)

(b)
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Como s< s’¢ a < a’ e supondo que
s’=s + | e a’=a+1, substituindo em b tem-se
2r(s,a) < r(s+1,a) + r(s,at+1)

pela concavidade de 1, a desigualdade anterior € valida, o que significa que wy, tem

diferengas crescentes e logo a fungio s — fi;(s) € crescente. 0O

5. Se r e V, sdo continuas, entdo s = V(s) ¢ continua.,

Demonstraciio

Vamos supor que s—Vi(s) € continua, entéo
(s,a)>wp(s,a) =V, (s) = Sup aE[O,sl{r(s, a)+BE[V, (T(a,X))]} é continua.

Usando o lema 3.4, com n=2, d(s) :='s, vé-se que SupaeD(s){Wn(s,a}} € continua
e portanto, V,,(s)=Sup,.ir(s,a) +BE[V,(T(, X))}, mostra que s->Vi+1(s) é

continua. O

3.4.3 Estudo da Distribui¢do do estado final do sistema

No modelo em estudo, supde-se a existéncia de factores ambientais aleatdrios
(disturbancias) que infuenciam o crescimento da populagdo, dai que nio se pode

prever qual sera o nivel populacional no fim do planeamento. E de interesse,
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portanto, a informagio do tipo qual a probabilidade do nivel populacional cair num
certo intervalo escolhido; € como é que essa distribuigdo varia em relagdo ao nivel
de seguranga spin € 2o nivel populacional inicial s,.

Para este estudo, define-se uma fungao de transigéo,

sp+1 = T(Sn, Xp+1) = an x Xn+1 ™

onde ap designa o nivel populacional que.resta depois da exploragdo do recurso ¢
xn+1 é o valor da disturbincia. Assume-se que a variavel aleatoria X obedece a
distribuigido uniforme continua no intervalo [0; 2]. Se a variavel aleatéria X tomar
valores no intervalo [0; 1), significa que houve uma diminuig¢do do tamanho ( nivel
populacional). Se a vanavel aleatéria X tomar o valor 1, significa que o nivel
populacional manteve ¢ sc a variavel aleatdria X tomar valores no intervalo (1; 2],

significa que o nivel populacional aumentou.

Para simular os possiveis estados finais fixa-se um estado inicial s,. O sy ao fim de
N periodos ¢ uma variavel aleatéria cujos valores serdo calculados segundo a

equagio seguinte:
SN : = T(an-1, Xn) = @n-1 x Xn **)
Fazendo uma realizagdo da variavel X e a partir do estado inicial s, fixo, na matriz

dos maximizadores extrai-se o vector das acgdes Optimas e usando a equagdo (**),

simula-se o primeiro estado possivel final. Os xj'g (=1, 2,...,n), valores da variavel
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aleatéria X s3o gerados aleatoriamente, usando a fungio RANDOM. Mas como o
interesse € obter uma série de possiveis valores do estado final, repete-se a
experiéncia um niimero r de provas independentes. |

A partir da scrie de valores possiveis da variavel aleatoria em estudo, pode-se
determinar a ocorréncia de cada um dos valores (frequéncia absoluta).

Designa-se por nrj a frequéncia absoluta dos valores da variavel aleatéria sy. A
razio entre a frequéncia absoluta e o numero de valores do estado final simulados
d4 a frequéncia relativa e esta, aproxima-se a probabilidade de ao fim de N
periodos o nivel populacional ser igual ao valor cﬁja frequéncia absoluta € nrj,

matematicamente tem-se,
freqrel = nrj/r (***)

onde freqrel ¢é a frequéncia relativa

Através da execugdio do programa (ANEXO A) pode-se obter os seguintes

resultados:
Considerando que o estado inicial s, = 3 e gerando uma sequéncia de variaveis

aleatorias, tem-se:

e Possivels estados finais:

2,0,1,2,1,1,1,1,2,1

A frequéncia absoluta, Gmurman (1983), de cada valor sera:

FREQ[0]= 1
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FREQ[1]= 6
FREQ[2]=3

Com o auxilio da distribuigdo de frequéncias, é possivel conhecer a probabilidade
da cada valor (usando a férmula (***)).

frel[0]=0.10

frel[1]=0.60

frel[2]= 0.30

O grafico 3 (ANEXO B), mostra a distribuigo de frequéncias relativas dos

possiveis estados finais.
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CAPITULO IV

4. Discussio

Da posse do programa computacional desenvolvido, € a luz do que seria na pratica,

analiza-se o modelo para gestdo de recursos renovaveis com um nivel critico Smip-

1.

N
Num problema pratico, os ganhos crescem quanto mais forem os periodos de
decisdo. No modelo, as fungdes de valor Vy(s) crescem quanto maior for o
horizonte de planeamento. Isto € suportado pelos Teoremas 3.5 e 3.6. Portanto,
este resultado vai de acordo com a intuigio humana.

O facto dos maximizadores serem crescentes em relagdo a s, € muito
importante, pois h4a uma tendéncia de conservagdo do recurso para que nfio se
extinga.

O crescimento populacional ¢é influenciado por factores ambientais
(disturbancias) que ocorrem 20 acaso e que influenciam no seu crescimento.
Nesta circunstincia, ja que esses factores s@o descritos através de uma
distribuigdo probabilistica (uniforme continua), deve-se observar os critérios de
geragdo de variaveis aleatdrias continuas. Interessa aqui referenciar que os
critérios de geragdo das variaveis aleatorias, que neste caso representam o
factor perturbador do crescimento da populagdo, infuenciam de facto no
resultado do modelo em estudo, concretamente nos ganhos obtidos (Vq(s)). Em

particular, a escolha da semente para a geragdo de nimeros aleatorios deve ser

cuidada.
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4. Na simulagdo do estado final do sistema, ac fim de N periodos de decisdo,
verifica-se uma relagdo entre o nivel critico ¢ a distribuigio probabilistica, o
que leva a concluir que os valores gerados aleatoriamente dependem do estado
inicial s, fixado. Em termos praticos, isto significa que quanto maior for o nivel

de segurancga de recurso, menor sera a probabilidade da sua extingéo.
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CAPITULOV

5. Conclusdes e recomendacoes

5.1 Conclusdes

Dentro das limitagdes da pesquisa e com base nas referéncias bibliograficas, a

metodologia de maximizagdo do ganho tem como principais conclusdes:

e Aplicando o teorema basico para um MC com disturbancias aleatérias i.i.d.
(Iteragdo de valor), verifica-se que as fungbes de valor Vn(s) crescem com o
numero de periodos de decisdo;

e Os maximizadofes; sdo crescentes em n;

e Na simulagdo do estado final do sistema a distribui¢do probabilistica da
Variavel Aleatéria depende do estado inicial.

Portanto, os resultados deste estudo, correspondem com os resultados obtidos no

trabalho feito em 1997 nesta area (Cruz, 1997).

5.2 Recomendacdes

Para o desenvolvimento de futuros trabalhos relacionados com o modelo para

gestdo de recursos renovavets com estado critico sy recomenda-se:

e A investigagio de um MC com disturbancias aleatérias i.i.d., obedecendo a
outras distribuigdes;

¢ O estudo deste modelo considerando o caso nédo estacionario;
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¢ Que seja feito um estudo comparativo deste modelo com os demais que ndo

tenham um nivel de recurso critico.
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CAPITULO VII

7.1 ANEXO A - Programa Computacional

PROGRAM Gestao_recursos_renovaveis,

f

USES crt, graph, cp3;

CONST
Smax = 10; {Limite maximo do recurso existente}
n = 10; {Nimero maximo de itera¢des}
nr = 10; {Numero maximo de iteragdes na simulagéo do estado
final do sistema
smin =2; {Nivel de seguranga do recurso}

max_stream_num = 32;

TYPE
Matriz = array[0..n, 0..Smax] of real;
Matriz1 = array[1..n, 0..Smax] of integer;
vector = array[0..n] of real;
vector! = array[1..nr] of integer;
vector2 = array[0..smax] of real;

Stream _num = l..max_stream_num;
cardinal = (}..maxint;

X = array[0..n] of real;

Maputo, Junho de 1999 4



Departamento de Matematica e Informatica
Trabalho de Licenciatura

VAR
Aopt

beta

]

: Matrizl;{Acg¢des Optimas}

: Matriz; {Valores de ganho}

: real; {Factor de desconto}

: integer; {Horizonte de planeamento}

: integer; {Nivel populacional que resta depois da exploragao

do recurso}

: integer; {Nivel populacional disponivel num certo periodo}

original_seeds, seeds: array[stream_num)] of cardinal,

Xi

aux
index,1
freqrel
sO
max,xn
color
sN
freqab

univar

0 X {Valores da disturbéncia}

: real;

: integer;

: vector; {sequéncia de frequéncias relativas}

: integer; {estado inicial}

: real;

: integer;

: vectorl; {sequéncia de estados finais na Simulagio}
: vector2; {sequéncia de frequéncias absolutas}

: vector; {sequéncia de valores da realiza¢do da variavel X}

minimo, maximo : real;

fim

y

: boolean;

: real;
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Procedure DESCRICAOQ;
begin
clrscr;
gotoxy (10,10);
writeln ' MODELO PARA A GESTAO DE RECURSOS RENOVAVEIS :";
gotoxy(10,11);
writeln (*---- b5
writeln;
gotoxy(7,13);

writeln ('O programa calcula a sequéncia de acgdes Optimas e a fungéo');
gotoxy(7,14);
writeln ("do ganho, com a existéncia de um nivel de seguranga, smin.");
gotoxy(23,24);
writeln('Pressione Enter para continuar °);

readln

end;

(* _________________ __*)

Procedure MENU (var index: integer);
begin

clrser;

writeln(' MENU "
writeln;

writeln(" 1. Entrada de dados");
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writeln;
writeln('
writeln;
writeln(’
writeln;
writeln(’

writeln;

writeln('

writeln;
writeln(’
writeln;
writeln(’
writeln;
writeln(’
writeln;
writeln(

writeln;

2. Tabela de Fungdo de valor Vn(s)');

3. Tabela de Maximizadores fn(s)");

4. Saida grafica de Vn(s)");

5. Saida grafica de Vn com diferentes valores de s');
6. Saida grafica de fn('s)');

7. Simulagdo do estado final');

8. Histogr?ma de Frequéncias');

9. Saida'};

write (‘opg¢do: ');

readln(index);

end,;
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Procedure ENTRADA DADOS (var m:integer; var beta: real);
begin

clrscr;

repeat

writeln('Introduza o horizonte de planeameto N_ <= 10%);
readln(N _);

writeln('Introduza o factor de desconto 0 < beta <=1');
readin(beta);

until(N_ > 0) and (N_ <= n) and (beta > 0) and (beta < 1),

end;

* )

function VALIDAR : boolean;
begin
if (N_>0) and (N_ <=n) and (beta > 0) and (beta <= 1) then
VALIDAR :=true
else
VALIDAR := false

end;

Méputo, Junho de 1999

58



Departamento de Matematica e Informatica
Trabalho de Licenciatura

{Gerag¢ao de niimeros aleatorios no intervalo [0.0, 1.0]}
function RND (s: stream_num) : real;
const
mult = 3993;
divid = maxint;
add =1;
var aux : integer;
begin
aux := seeds[s]*mult+add;
seeds[s] := aux mod divid,
if seeds[s]<0 then seeds[s] := seeds[s]+maxint+1;
RND := seeds[s]/divid;

end;

(Pererreries

{Retorna as sementes para a geragio de nimeros aleatorios}

procedure MAKE STREAMS;
var i : stream_num;

begin

fori:= 1 to max_stream_ num do
original seeds[i] :=1*1000+7;
seeds = original_seeds;

end,
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(* ___________________________________________ *)

{Permite gerar variaveis aleatorias uniformemente distribuidas no intervalo [a,b]}

function UNIFORM (a,b: real; s: stream num) : real;
begin
uniform ;= a+(b-a)*rnd(s);

end;

(* ______ ——— e e e e ——— e ————— - ——————————— *)

{Ordena uma sequéncia de valores em ordem crescente}

procedure BUBBLE_SORT (var xi: X);
var aux : real;
1, : integer;
begin
fori:=2tondo
forj:=1toi-1do
if (xi[j] > xi1[1]) then
begin
aux =xi[i];
xifi] = xifj];
xi[j] := aux
end,

end;
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(Fommmmemeee o)

{Gera ¢ ordena variaveis aleatérias uniformemente distribuidas no intervalo
[0,0 ; 2,0] usando a 32° seménte} |
Procedure GERA_VARIAVEL;
begin
MAKE _STREAMS;
fori:=0tondo
bégin
xi[i] := abs(uniform(0,0 ; 2,0,seeds[32]));
end;
BUBBLE_SORT(x1);

end;

* e ?)
{ Calculo de Vn(s) = [1(s,a) + beta*E[Vn-1(T(a,X))]] }

function Vns (i,s,a: integer) : real;
var sij E integer;
Integral : real;
Xn,y :real;
begin
GERA VARIAVEL;
forj:=0tondo

begin
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xn ;= xi[j];

y = a*xn;

si := round(y);

Integral := I}Z*V[i-l,si];{ E[Vn-1(T(a,X))] }
end; .
" Vns = sqrt(s-a) + beta * Integral;

end;

(* R e *)

{Simulag¢@o do estado final do sistema}

procedure SIMULACAQ (var sN: vectorl; var univar: vector);
var 1,j,s : integer;
Xn,st : real;
begin
RANDOMIZE; {Procedimento embutido no computador, que inicializa um
gerador de numeros aleatérios, com um valor aleatdrio}
fori:=1tonrdo
begin
s '=s0;
forj:=1tondo
begin
xn := (RANDOM(N ))/10; {A funcio RANDOM retorna um n° aleatorio}
si := Aopt[n-j+1,s]*xn; {estados aleatérios}

end;
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s := round(si);
if s > smax then s ;= smax;
sN[i] :='s; {Sequéncia de estados finais}
univar([i] = xn;
end

end;

(#overeneeee : 9

{Calculo de frequéncias relativas e absolutas}

procedure FREQUENCIA (VAR freqab: vector2; var freqrel: vector);

var
1 ‘integer;
begin
fori:==0tonrdo
freqabli] := 0;
fori:=1 to nrdo
begin
J=sNIiJ;
freqab[j]:=freqab[j]+1;
end; '
readln;
writéln('Frequencias absolutas ');
Pw*riteln;
fori:=0tondo
writeln('freqab(’,1,']",’ = ',freqab[i]:0);

63
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readln;
writeln('Frequencias relativas');
writeln;
forj:=0tonrdo
begin
freqrél[j] = ﬁeqab[j]/nr;
writeln('frel[',,']',’ = ' freqrel[j]:1:2),
end; |
writeln;
readin;

end;

procedure Ds (var V: matriz); {Itera¢io de valor}
varisa: integer;
valor : real;
begin
for s := 0 to smax do V[0,s] :=0;
fori:=1tondo
begin
for s := 0 to smax do
begin

if s < smin then

*)
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begin
a.=s;
if s = 0 then V[i,s] := beta * V[i-1,0]
else V[1,5] := Vns(i,s,a);
Aoptlis] :=a
end
else
begin
aux = (;
for a := smin to s do
begin
valor := Vns(i,s,a);
if valor >= aux then

begin Aopt[i,s] := a;

aux := valor
end;
V[i,s] := aux;
end,
end;
end;
end;
end;
(#ommeneeee

*)
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procedure SAIDA Vns (V : matriz);
var 1,] : integer;
begin
clrser;
gotoxy(15,2);
write('TABELA DO GANHO ESPERADO MAXIMO Vn(s) ');
gotoxy(5,4);
write('s");
j=L
fori:= 0 to smax do
begin
J=IT
gotoxy(j,4);
write(i)
end;
gotoxy(4,5);
write('n");
fori:=0tondo
begin
gotoxy(4,6+1);
write(1);
end;
gotoxy(6,6);

fori:=0tondo
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begin
gotoxy(6,i+6);
for j ;=0 to smax do
write(V[ij]:5:2," ";
writeln;
writeln;
end;
readin;

end,

(* ——

procedure SAIDA_fns (Aopt : matrizl);
var 1,] : integer;
begin

clrscr;

gotoxy(25,2);

write('TABELA DOS MAXIMIZADORES fn(s) ");

gotoxy(4,4);

write('s');

gotoxy(6,4);

for i := 0 to smax do

Cwrite(i, ),
gotoxy(3,5);

write('n");
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fori:=1tondo
begin
gotoxy(3,5+1);
write(1);
end;
fori:=1tondo
begin
gotoxy(6,5+1);
for j := 0 to smax do
write(Aopt[ij], )
writeln;
writeln;
end;
readln;

end;

Procedure IMPRESSAQ;
var
cc: char;
begin
CpStatlin ('Hardcopy (Y/N) 7Y;
cc := upcase(readkey);

if cc ='Y" then

*)
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‘begin

cpstatlin(");

cpHardcopy(true, HPLJII, Landscape,");
end;

end;

procedure MAIOR;

var 1,) : integer;

begin

minimo := V[0,0];

maximo := V[0,0];

fori:=0tondo

for j := 1 to smax do begin
if (V[i,j] < minimo) then
minimo = V{ij];
if (V[i,] > maximo) then
maximo = V[ij]

end;

end;
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procedure GRAFICO_Vns;

var code : integer;

begin
MAIOR;

cpinit(14);
Recmask(1);

Rcrange(0,0,smax+1,maximo+0.5);

Rctitle('GRAFICO DA FUNCAO Vn(s) COM DIFERENTES VALORES DE n

b5

RcSetDecPlaces(2);

Rexax(5,num,'s');

Reyax(5,num,'Vn(s)");

for a := 0 to smax do

begin

cpeolor(a+1,0);

fors :=0ton-1do

begin
Rcmark(s,V[a,s],ord("*"));
Redraw(s,V[a,s],s+1,V[a,s+1]);

end;

if (a < 10) then

begin
code := ord(a+49);
Rcmark(smax-0.1,V[a,smax]+0.13,code);

end
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else
begin
code := ord(49);
Remark(smax-0.25,V[a,smax]+0.03,code);
Rcmark(n-0.1,V[a,n]+0.03,a+38);
end;
end,
IMPRESSAOQ;
readin;
cpexit

end;

(R "

procedure GRAFICO_ Vsn;
var

i,code : integer;
begin

MAIOR;

cpinit(14);

Rcmask(1);

Rcrange(0,minimo,smax,maximo+0.5);

Rctitle(GRAFICO DO GANHO MAXIMO Vn(s) COM DIFERENTES
VALORES DE s'); ‘
Rexax(6,num,'n');
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Reyax(6,num,'Vn(s)');
fori:=0ton-1do
begin
fors :==0ton-1do
begin
if (1 < 10) then
begin
code := ord(s+49);
cpeolor(s+1,0);
Remark(i, V[i,s],ord('*"));
Redraw(i,V[i,s],1+1,V[i+1,s]);
Rcmark(n-0.25,V[n,s]+0.05,code);
end
else
begin
code := ord(50);
Remark(n-0.25,V[n,smax]+0.05,code);
Rcmark(n-0.1,V[n,smax]}+0.3,i+38),
end,
end;
end;
IMPRESSAOQO;
readin;
cpexit

end;
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* e )

procedure GRAFICO_fns;
var cc : char;
begin
cpinit(14);
Rcmask(1);
Rcrange(-1,-1,smax,smax+1);
Retitle('GRAFICO DE MAXIMIZADORES fn(s) *);
Rexax(6,num,'s");
Reyax(7,num,'fn(s)');
fora:=1tondo
begin
cpeolor(a,0);
fors :=0ton-1do
begin
Remark(s,Aopt[a,s],ord(**"));
Rcdraw(s,Aopt[a,s],s+1,Aopt[a,s+1]);
end;
end,;
IMPRESSAOQ;
readln;
cpexit
end;

(* _____ o o0 o e e e e e o o e o e e *)
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Procedure HISTOGRAMA(frel:vector);
var
xil,yil : longint;
xi2,y12 : longint;
xr,yr : real;
1 : integer;
us . string[10];
begin
cpinit(14);
Rcemask(1);
Rcrange(0-1, 0, 11,1.1);
Rctitle('Histograma de Frequ™ncias '),
Cpcolor(red, black);
Rcframe;
ReSetDecPlaces (0);
Rexax(5,num,'freqab’);
RcSetDecPlaces (2);
Rcyax(4,num,'freqrel");
Cpcolor (cyan, black);
SetFillStyle (1,1); .
fori:=0tonrdo
begin
xr = freqrel[i];
RcScaleR2W (Screen, 1-0.15, 0, xil, yil);
RcScaleR2W (Screen, 1+0.15, xr, x12, yi2);
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Bar3D (xil, yil, xi2, yi2,(xi2-xi1+1) div 2,topon);
RcMoveTo (i-0.4, xr+0.06);
Str (xr:5:1,us);
QutText (us);
end;
IMPRESSAO;
readln;
cpexit

end;

Begin
fim := false;
DESCRICAO;
repeat
MENU(index);
case index of
1: begin
ENTRADA_DADOS (N_,beta);
While (not VALIDAR) do
begin
Writeln('Dados invalidos');
readln;

ENTRADA DADOS (N_,beta);
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end;
Ds (V);
end;
2: SAIDA Vns (V);
3: SAIDA_fns (Aopt),
4: GRAFICO _Vns;
5: GRAFICO Vsn;
6: GRAFICO _fns;
7: Begin
writeln ( 'Introduza o valor de s0:");
readln(s0);
SIMULACAO (sN,univar);
writeln("Vector dos possiveis estados ﬁnais‘);
fori:=1tonrdo
write(sN[1],"");
writeln;
readln;
writeln("Vector dos Valores da Realizacao da Variavel X',
fori:=1tondo
write(univar[i]:2:2,'");
writeln;
readln;
FREQUENCIA(freqab,freqrel);

end,
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8: HISTOGRAMA(fregrel);

9 : fim := trug;

end;

until fim = true;

end.
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* MUnts)) - ' GRAFICO DA Fuumau 'un'tpl COM DIFERENTES UALORES DE n

(€3 ]

Grifico 2: fungdo de .s—> V.(s) com B =0.98

Maputo, Junho de 1999

79




Departamento de Matematica e Informatica
Trabalho de Licenciatura
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Grifico 3: Distribuigdo das frequéncias dos possiveis estados finais, com so =3
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7.3 ANEXO C - Notagdes usadas e seu significado

o (an)o '=(apa-...201);

o (fp)y=(fufus.. .0}

o IR4=[0,+00f;

e IR™=]0,+o0[;

e [0,0;1,00=1[0,0; 1,0[;

e (1,0;2,0]1=]1,0;2,0];

e (0,1)=]0,1[;

e X ~U(0, 2) Vaiavel aleatoria X distribuida uniformemente no intervalo [0, 2];
e E[X] Esperanga matematica de uma variavel aleatoria;

e [0, Smax]® € o produto cartesiano de SxA = [0, Spyax]*[0, Smaxl;
x — f(x)

S>> A
ou f{(.). f(x) denota somente o valor de f em x, € ndo a fungéo f;

e Para fungdes S em A usa-se a notagio {

e D(.)=D(s), onde s€lR;
e T(.,a)=T(s,a), onde selR;
e 1(.,a)=1(s,a), onde selR;

o w(s,.)=w(s,a), onde a€lR;
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