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RESUMO

A descricio matemadtica de muitos processos reais conduz a problemas de fronteira para

equagoes do tipo

£(t) = f(t,z(h(t)), tela,b), =(f)=y(E), £€ab]. (1)

A equagdo (1) é um exemplo actual duma equagao diferencial funcional. As equacodes diferen-
ciais funcionais contém classes especiais de equagoes, tais como equagdes diferenciais ordinarias
e equagdes integro-diferenciais. A investigacdo de questoes especificas para classes especiais de
equagdes diferenciais funcionais estd retratada em muitos artigos e monografias. Na monografia
de Hale [7] faz-se uma tentativa em sistematizar um largo circulo de resultados da Teoria de
Equacdes Diferenciais Funcionais. Contudo, a construgdo das bases da teoria geral de equagdes
diferenciais funcionais tornou-se possivel gracas & concepgio proposta pelo Professor Doutor
N.V. Azbelev (vide, por exemplo, [5]) No ambito desta concepcdo, entendeu-se a equacio

diferencial funcional como sendo uma equagao da forma
z = Fu,

com operador F definido num certo subconjunto do espago de fungdes absoclutamente continuas
Wila,b]. Na Teoria de Equagdes Diferenciais Funcionais, um papel importante joga o facto
de que o espago W1l[a,b] é isomorfo ao produto directo do espago Ly[a, b] de fungdes somaveis
e o espaco finito-dimensional R!. Por exemplo, este isomorfismo podemos definir segundo a
correspondéncia

Wla,b] 3 z = {2, z(a)} € Li[a,b] x R,

6
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que provém da representagdo de fungdes absolutamente continuas

o(t) = / #(s)ds + z(a).

O desenvolvimento posterior da Teoria de Equagdes Diferenciais Funcionais exigiu a substitui¢ao
dos espagos W] e L; por espagos de Banach! D e B, respectivamente, conservando para tal o
isomorfismo D ~ B x R!.

De realgar que a teoria construida nesta base contém muitas aplicagdes: para a lista de
classes especiais de equagdes, relacionadas com equagdes diferenciais funcionais, incluimos as
equagdes com pos-efeito impulsivo e equagoes diferenciais singulares. Neste trabalho vamos
abordar a questdo da solubilidade para uma equagio diferencial singular de segunda ordem.

Seja Lz = f uma equagdo com operador linear £ : Dy — By, onde o espago Dp é isomorfo
ao produto By x R*, 7 = {Aop, Yo} : Bo x R® = Dy é o isomorfismo. Se a parte principal
LAg : By = By do operador £ ndo é um operador de Fredholm?, entdo nio possuimos meios
para estudar esta equagdo e nesse caso dizemos que a equagdo € singular.

Questdes relacionadas com Equagdes Diferenciais Singulares sio actuais e de notdvel inter-
esse tedrico e de aplicacdo. Existem muitos trabalhos cientificos dedicados & esta tematica. De
salientar os trabalhos de M. Alves [2], [3], [4], N. Azbelev {5] e 1. Kiguradze [6]. Neste trabalho
pretende-se dar continuidade a ideia do Prof. Doutor Manuel Alves sobre a construcido de
um espago de Banach, onde o problema singular que descreve processos num reactor quimico
se torna regular e, logo, pode-se aplicar os varios teoremas sobre solubilidade e existéncia de
solugdo.

No livro [4] o autor constréi um espago especial de Banach, que usa na investigagio do
problema de fronteira para varios tipos de equagoes com singularidade em relagio ao argumento.
Esse espaco é isomorfo ao produto de um espago de Banach e o espago real R!. O estudo abarca
o caso quando o parametro p > 1.

No nosso trabalho daremos continuidade a esta ideia e iremos investigar o problema

singular para o caso particular quando p = 1. Este trabalho é uma continuagao natural

!Stefan Banach (1892—1945) — matematico polaco
?Erik Ivar Fredholm (1866—1927) — matem4tico sueco
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dos resultados retratados em [4] e tem objectivo de obter condigdes efectivas de resolubilidade do
problema singular de fronteira que descreve e modela processos fisicos e quimicos que ocorrem
em fenémenos da Teoria de Elasticidade e reactores quimicos. Como metodologia faremos
uso da Teoria de Equagdes Lineares em espagos de Banach, Andlise Funcional e problemas de
fronteira.

Neste trabalho estudamos o problema

E(t) + ﬁgt—) - Etgi) =f@t,0z), te0,1], =(0)=0, z(1)=a 2)

No livro [4], o Prof. Doutor M.J. Alves estudou esta equagao singular, tendo para tal construido
um espago especial Dj* = Bp¥ x R!, 1 < p < co. Dando continuidade & esta investigagio, nds
estudamos (2), para p = 1, tendo construido um espago DY = BE x R!. O problema (2),
neste espaco Diz“, deixa de ser singular e, deste modo torna-se possivel aplicar varios teoremas

da Andlise.



Capitulo 1

NOCOES PRELIMINARES DA ANALISE
FUNCIONAL E DA TEORIA DE EQUACOES

DIFERENCIAIS FUNCIONAIS

1.1 Nogoes preliminares

A maioria das assercoes da Teoria Abstracta de Equagdes Diferenciais Funcionais Lineares
é baseada nos teoremas sobre equacdes lineares nos espagos de Banach. Apresentamos aqui,
sem provas, resultados do livro de Krein [10], que iremos fazer uso mais adiante. Formulamos
algumas assergdes ndo na forma geral, mas sim de modo a satisfazer as nossas necessidades.

Usaremos as seguintes notagdes: R" é o espago de vectores n-dimensionais, com a norma
|1, N é o conjunto de niimeros naturais, |- ||x denota a norma no espago X, dim M denota a
dimensédo da multivariedade linear M, ||.A||xy denota a norma do operador linear limitado A :
X~ Y, A* é o operador conjugado em relagio ao operador linear A, R(A) é o contradominio
do operador A, D(A) é o dominio do operador A, p(A) é o raio espectral do operador A,
= significa “identicamente igual”, o significa “igual por definigao”, C[0,1] = C é o espago de

funcées continuas z : [0, 1] — R!, cuja norma é

def
foile 2 gmax la()

9
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e a relagdo de semi-ordenamgnfo <:z <y se z(t) < y(t), para todo t € [0, 1], f(¢) é negativa
(positiva) em [a,b] se f(-} < 0 (f(-) > 0), f(t) é ndo negativa (ndo positiva) em [a,b] se
f(} 2 0(f(-) £0), p é o expoente conjugado em relagio ao expoente p: 1/p+1/p =1
(pP=o00,sep=1lep =1,sep=00), L,[0,]]=L, (1 <p< o) éo espaco de classes de
fungdes equivalentes z : {0, 1] = R' somdveis em p grau, cuja norma é

L/p

1
def
Iz, % [mmwa
0

e a relagdo de semi-ordenamento <: z < y, se z(t) < y(t) para quase todo t € [0,1], Lo[0,1] =

Lo € o espago de fungdes z : [0, 1] = R’ mensuraveis e limitadas na esséncia, cuja norma é
)
2 /lLo € vraisup |z(2)]
0<t<1

e a relagio de semi-ordenamento estd definida como em L,, W2[0,1] = W ¢ o espago de

fungdes diferencidveis z : [0, 1] — R' com derivada ¢ absolutamente continua tal, que z € L,,
def | - :
lzllwz = Nzllu, + [=(0)] + (0},

X xY éo produto directo dos espagos lineares X e Y, ker A é o nuicleo do operador A, ind A
é o indice do operador A, Ix é o operador identidade Ix : X — X, O é o operador nulo, £ éa
matriz unitdria, f(t,-) significa que t estd fixo e f considera-se como uma fungdo somente do
segundo argumento, f(-, s} significa que s estd fixo e f considera-se como uma funcdo somente
do primeiro argumento, [J denota o fim da demonstracio ou observacio.

Seja A um operador que actua de X para Y. A equagao
Az =y (1.1)

(o operador .A) diz-se normalmente solivel, se o conjunto R(A) é fechado; a equagdo (1.1)
diz-se equagdo de Noether, se é normalmente soluvel e dim kerA < oo e dim ker A* < co. O
numero ind A = dim ker A — dim ker A* é chamado indice do operador A (da equagéo (1.1)).
Se A é operador de Noether e ind. A = 0, a equagdo (1.1) (o operador .4) é chamado Fredholm.
A equagdo A’y = g é chamada equagdo adjunta de (1.1).
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Teorema 1. O operador A é normalmente solivel, se e somente se a equagdo (1.1) € solivel
para cada lado direito y que é ortogonal para todas solugdes da equugao homogénea adjunta

A*p = 0.

Teorema 2. Se para um operador de Noether fizermos uma pertubacdo compacta, ele continua

sendo de Noether. Tal pertubacdo compacta ndo aitera o indice do operador.

Teorema 3. Seja A um operador que actua de X para Y e D(B) é densoem Y. Se A e B
sio operadores de Noether, BA ¢ também operador de Noether e ind(BA) = ind A + ind B.

Teorema 4. Seja BA um operador de Noether ¢ D(B) C R(A). Entdo B € operador de
Noether.

Teorema 5. Seja A definido em X e que actua em Y. A € normalmente sohivel e dim ker A* =
n, se e somente se 0 espago Y representa-se na forma de soma directa Y = R(A) @ M,, onde

M, é subespaco finito-dimensional de dimensdao n.

Teorema 6. Seja D(A) C X, M, um subespaco n-dimensional de X e D(A)\M, = {0}.
Se A é um operador de Nocther, entdo a sua extensdo linear A em D(A)P M, ¢ também um

operador de Noether. Além disso, indA = indA + n.

Teorema 7. Seja A um operador de Noether definido em X e que actua em Y, D(B) = Y,BA:

X = Z ¢é um operador de Noether. Entio B é também operador de Noether .

Um operador linear A, que actua directamente do produto X; X X, para Y, é denotado

pelo par de operadores 4; : X; = Y e Ay : Xa = Y de tal modo que
A{zy, 1o} = A1z + Asta, 71 € Xy, T2 € Xy,

onde Az, = A{x;,0}, Asz2 = A{0, z2}. Tal operador denotaremos por A= {A, A}

O operador linear A, que actua de X sobre um produto directo Y, x Y, é denotado pelo
par de operadores A, : X = Y; e Ay : X = Y» de tal modo que Az = {Az, Aoz}, z € X,
Tal operador denotaremos por A = [Ay, Aj].
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A Teoria Abstracta de Equagdes Diferenciais Funcionais Lineares usa alguns operadores
definidos no produto B x R™ ou actua sobre este produto. Iremos formular aqui algumas
assercOes sobre esses operadores conservando, quando possivel, a notacio de Azbelev.

O operador linear, que actua do produto directo B x R® dos espacos de Banach B e R® no

espaco de Banach D é definido pelo par de operadores lineares A:B—De Y :R* = D,
{AYH2,B} =Az+YB, 2€B, BeR"

O operador linear, que actua do espago D sobre o produto directo B x R" é definido pelo

par de operadores lineares § : D - B e r: D — R",
[6,7)z = {6z, rz}, =z €D.
Se a norma no espago B x R" é definida de modo adequado, por exemplo,

| {2, B} llsxro=(l 2 lIs + ] B |,

entdo B x R" é espago de Banach.
Se o operador limitado {A,Y} : B x R* — D ¢é operador inverso do operador limitado
[6,7] : D —» B x R", entdo
z=Azx+Yrz, z€D, (1.2)

(Az+YB)=12 r(Az+YB) =5, {z,8}€BxR"

Dai, que
Ao+Yr=1 O6A=1 46Y =0, rA=0, rY =1

O operador finito-dimensional Y : R®™ — D iremos identificar por (y1,...,¥n), % € D,

YB=) uf, B=col{f, .. 0"}
i=1

n

Os componentes do vector-funcional r denotaremos por r!,...,r".
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Se I = [I,...,I"] : D = R™ é um vector-funcional linear, X = (z1,...,Tn) € um vector
com componentes z; € D, entdo !X denota a matriz de dimensio m X n com valores do
vector-funcional [, com componentes de X : {X = (I'z;), i=1,..,m; j=1,...,n

Seja D um espago de funcdes absolutamente continuas z : [a,b] — R", L, é espago somavel
de funcdes z : [a,b] = R". O isomorfismo entre o espaco D e o produto B x R" pode ser
definido por :

z(t) déff z(s)ds+ B, ze€D, {z,p}€L xR"
a .

Neste caso,

t
(Az)(t) « / z(s)ds, Y =E, oz ©i e 2(a),

onde E é matriz identidade de dimensao n x n.

No caso do espago W2 de fungées z : [a,b] = R' com derivada absolutamente continua z,

obtemos de modo andlogo
t
(Az)(t) = / (t—s)z(s}ds, Y =(1,t—a), oz Wi ¥ {z(a),z(a)},

se o isomorfismo entre o espaco W? e L; x R? é definido na base da representagio
1 G

z(t) = /.t (t — 5) #(s)ds + z(a) + z(a)
de elementos z € W}.

Teorema 8. O operador linear limitado {A,Y} : BxR™ — D admite operador inverso limitado,
se e somente se as condigdes sequintes sdo salisfeitas:

a) o operador A : B = D é noetheriano e indA = —n;

b) dim ker A =0,

¢c) se Al,..., A" ¢ a base para ker A* e A=A, A%], det AY #0.

Teorema 9. O operador linear limitado [8,7] : D = B x R fem o seu inverso limitado, se e
somente se as condigies seguintes sdo satisfeitas:

a) o operador § : D — B € operador de Noether, indéd =n;

b) dimker 6 =n;

¢) se xy,...,T, € abase de ker d e X = (21, oy Tn), det TX #0.
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1.2 Equacgao linear e problema linear de fronteira

O problema de Cauchy'
(Lz)(t) ¥ &(t) - P(t)e(t) = f(1), z(@)=a, tE€[ab],

é unicamente soliivel para qualquer o € R™ e f somdvel se os elementos da matriz P de

dimensdo n X n S0 somaveis. Assim, a representagdo da solu¢ao

() = X(2) f XY(s)f(s)ds + X (D)

do problema (f6rmula de Cauchy), onde X é matriz fundamental tal que X (a) é matriz identi-
dade, é também a representagio geral da solugdo da equaggo Lz = f. A férmula de Cauchy é a
base para a investiga¢io de varios problemas de Teoria de Equagdes Diferenciais Ordinérias. O
problema de Cauchy para Equagdes Diferenciais Funcionais ndo ¢ soltivel no geral, mas alguns
problemas de fronteira podem ser soliveis. Portanto, os problemas de fronteira desempenham
o mesmo papel na Teoria de Equagdes Diferenciais Funcionais, como o problema de Cauchy o
faz na Teoria de Equagoes Diferenciais Ordinarias.
A equagao
Lz=f (1.3)
chama-se Equagdo Diferencial Funcional Linear Abstracta se £ : D — B é um operador linear,
D e B sio espacos de Banach e o espago D ¢ isomorfo ao produto directo BxR" (D ~ BxR").
Seja J = {A,Y}: B x R* = D um isomorfismo linear ¢ J~' = [§,r]. Daqui em diante as

normas nos espagos B x R® e D sdo definidas por
| {28} llsxge= || 2 g+ 81, Nz ilo=1lfdz [lg+ |72 ].
Pela defini¢io das normas o isomorfismo J ¢ isométrico. Logo
|| {A,Y} llexgnsp=1, [l [6,7] looBxRe=1.
Assim,

I Az [o=il {A, Y}{z,0} o < {A, Y} [IIl {20} llexme=ll z |3, I A llBop=1.

! Augustin Louis Cauchy (1789-1857) — matemdtico francés
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Analogamente, || Y ||rnop= 1. A seguir tem-se: || éz le<ll = |Ip e, se 7z = 0,]} 6z |la=|| = lp -
Deste modo || 6 ||p-s= 1. Analogamente, || 7 {lpor== 1.
Vamos assumir que o operador £ : D — B ¢ limitado. Aplicando £ para ambos os membros

de (1.2), obtém-se a decomposi¢ao
Lz = Qéx + Arz. (1.4)

Aqui, Q = LA : B = B é a parte principal, e A = LY : R® = B é a parte finito-dimensional
de L.
Como exemplos de (1.3), no caso em que D é espago de fungdes absolutamente continuas e
z : [a,b) = R™ e B é 0 espago de fungbes somaveis 2 : [a,b] = R, pode-se pegar a equagao
diferencial ordinéria
i(t) — P(t)z(t) = f(t), t€ la, 8], (1.5)
onde as colunas da matriz P pertencem a L}, ou uma equagao integro-diferencial

b b
(1) — f Hy(t, 5)i(s)ds — f H(t, s)u(s)ds = f(8), t€lab] (16)
Vamos assumir que os elementos hy;(t, s) da matriz H(t,s) sdo mensuréaveis em [a, ] % [a, b],
b
as fungoes / hi;(t, $)ds sdo somdaveis em [a,b], o operador integral
gef [°
(Hy2)(t) < / Hy(t, 5)z(s)ds

de L} em L} é completamente continuo. Os correspondentes operadores £, para estas equagoes,

tém a forma (1.4), com a representagao
(L)1) = 2 - PO [ al)ds - Plo)a(a),
para (1.5), e

(Lo)(t) = (1) - f b{Hl(t,3)+ / bH(t,*r)dT} i(s)ds — / " H(t, 5)ds z(a),

para (1.6).
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Teorema 10. O operador £ : D — B ¢ noetheriano, se ¢ somente se a parte principal Q :

B — B de L ¢ operador de Noether. Neste caso indL = ind@ + n.

Devido ao Teorema 10, a igualdade indL = n ¢é equivalente ao facto de que @ ¢ operador
Fredholm. O operador Q : B — B é Fredholm, se e somente se € representado na forma
Q=P '+V (Q=P ' +V,),onde P! é operador inversivel limitado de P, V ¢ operador
compacto (P! é operador inversivel limitado Py, Vi é operador finito-dimensional) (vide
Kantorovich [9]). O operador Q@ = [ +V : B — B ¢ Fredholm, se certo expoente V™ de V ¢é
compacto, o operador @ = I + V chama-se operador candnico de Fredholm.

Nos exemplos acima mencionados a parte principal tem a forma @ = I — K, onde K é

operador integral. Para (1.5},
t
(K2)(t) / P(t)2(s)ds

e é um operador compacto. Para (1.6),

(Kz)(t) & f b{Hl(t, s) + / bH(t,r)dT}z(s)ds.

Aqui, K? é operador compacto. A propriedade de compacticidade para estes operadores foi
p

demonstrada pelo Professor Doutor V.P. Maksimov.

Teorema 11. Seja £ : D = B um operador de Noether, ind L = n. Entdo dimkerL > mn, e

dim ker £L = n, se e somente se a equagdo {1.3) é solivel para cada f € B.

O vector X = (1,...,,), cujos componentes constituem a base do nicleo de L, chama-
se vector fundamental da equacdo Lz = 0 e os componentes Ti,..., Ty formam o sistema
fundamental de solugbes desta equagdo. Seja | = {',...,i™ : D - R™ um vector-funcional

linear limitado, o = col { &!,...,a™ } € R™. O sistema
Lz=f, lr=a (1.7)

chama-se problema linear de fronteira.
Se R(L) = B e dimker L = n, a questdo sobre a solubilidade de (1.7) é equivalente a

solubilidade do sistema linear de equagdes algébricas da matriz 1X = (Bz;),i=1,...,m; j =
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1,...,n. Realmente, a solugo geral da equagio Lz = f tem a forma
n
T = E ¢;iT; + v,
i=1
onde v é solugdo particular desta equagdo, ¢p,...,C, S80 constantes arbitrarias. Assim, o

problema (1.7) ¢ soliivel se e somente se o sistema algébrico
n
i — i i -
lejcj—a'—lv, i=1,...,m,
i=1

é soltvel em relagdo & ¢i,...,¢,. Deste modo, o problema (1.7) tem solugdo tinica para cada
f € B, a € R” se e somente se m = n € det X # 0. A expressdo det [X chama-se

determinante do problema (1.7).

Aplicando o operador [ a ambas partes da igualdade (1.2), obtém-se a decomposigao
lr = ®éz + Urz, (1.8)

onde ® : B — R™ & vector-funcional limitado. A matriz definida pelo operador linear ¥ :

R* — R™ vamos, também, denotar por ¥.
Lema 1. O operador [6,]] : D — B x R™ € noetheriano, ind[6,!] =n —m.
Reescrevemos o problema (1.8) na forma da equagéo
(L, 1]z = {f, a}. (1.9)

Teorema 12. O problema (1.9) é noetheriano se e somente se a parte principal @ : B —= B de

L ¢ operador de Noether e ind [L,]] =mdQ+n—m.
Corolario 1. O problema (1.9) é Fredholm, se e somente se nd@ =m-—n.

Vamos assumir que o operador £ é noetheriano, indC =n o que significa que @ é operador
de Fredholm. Desta suposi¢ao e em virtude do Corolério 1, o problema (1.9) é Fredholm, se e so-

mente se m = n. Os funcionais [{,...,I™] assumem-se como sendo linearmente independentes.

O caso especial de (1.9), quando [ = r, chama-se problema principal de fronteira. A equagao

[6,7]z = {f,a} é o problema com base no isomorfismo J~! = [4,7] entre D e B x R".
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Teorema 13. O problema principal de fronteira
Lx=f, rz=«a (1.10)

é unicamente soltvel, se e somente se a parte principal () : B — B de L tem inverso limitado

Q@ ':B—-B.
A solugdo z, de (1.10), tem a representacgao
t=AQ7'f+ (Y - AQ" ' A)a. . (1.11)

De (1.11) pode-se concluir que o vector X =Y — AQ~'A é fundamental e também rX = F

(aqui A denota o vector definido do operador finito-dimensional A : R* — B).

Teorema 14. As sequintes assergées sio equivalentes:
a) R(L) = B;
b) dimker L = n;
¢) existe um vector-funcional I : D — R" tal que o problema (1.7) é unicamente solivel

para cade f € B, o € R™.

1.3 Equacgdes no espago de fungoes absolutamente continuas

Consideramos a seguir uma generalizacio das equagdes diferenciais, nomeadamente os sis-
temas de equagdes diferenciais funcionais como equagdes de n-ésima ordem. O fundamento
de tal generalizagio foi investigado no inicio da década 70 pelos participantes do Seminario de
Perm. O interesse original, como tema do Semindrio, surgiu no contexto de resolver equagdes
com argumento desviado. Entre numerosas publicaces para cada tipo de equagdes, nenhuma
fala da unido do ponto de vista de equagdes com argumento desviado, nem de uma definigéo
aceitdvel sobre a solugio. Virios tipos de equagdes foram considerados na literatura como uma
regra sem conexio entre elas. Para qualquer problema novo, algumas definigdes préprias sobre a
nocao da solugio foram dadas, e alguns teoremas especiais sobre a unicidade e existéncia, como

também a dependéncia continua da solucdo em relagdo aos pardmetros do problema foram
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provados. As tentativas de usar ideias e métodos da Andlise Funcional tinham um caracter
fragmentado e a aplicagio da teoria cléssica de equagdes diferenciais torna-se possivel somente
em alguns casos exclusivos.

A definicdo da nogiio de solugio dada por Azbelev e Rakhmatullina conduz fundamental-
mente & uma nova concepcdo de equagdes com argumento desviado. A concepgéo foi baseada

no operador linear Sy, definido em z : [a,b] & R™ por

z{h(t)], se h(t) € [a,b],

(Shx)(t) = 0, se h(t) & [a,b],

na descriio de equagdes. Tal concepgdo provou ser o fundamento da Teoria Moderna de
Equagdes com Argumento Desviado e conduziu & uma generalizagdo 4til da equagdo Lz = f,
com operador linear £ definido no espago de Banach de fungdes = : [a,b] — R" absolutamente
continuas.

Para as fungdes z : [a,b) = R™ absolutamente continuas, a igualdade

5(t) = f i(s) ds + z(a)

é valida. Logo, o espago D de tais fungdes é isomorfo ao produto directo L, x R", onde L, é

um espaco de Banach de funges soméveis 2 : [a,b] = R" com a norma

2], ——‘/ ||z(s) ||~ ds-

Se
Izl = |12, + [|z(2)|[R=,

o espaco D é Banach. O isomorfismo J : Ly X R® — D neste caso ¢ definido por
t
z(t) =f z(s)ds+ 8, {z,B8} €L xR" (1.12)

Consequentemente, o operador linear £ : D — L;, assim como o vector-funcional linear [ :

D — R™ podem ser representados na forma

Lz = Qz + Az(a),
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, .
lx = / B(s)i(s) ds + Yo (1.13)

Aqui, @ : L, = L, é a parte principal de £, que é definida por

Q = LA, ((AZ)(t) = f:z(s) ds) =

a parte finita dimensional A : R* — L, é definida por (Aa)(t) = (LE)(t)e (daqui em diante
E é 2 matriz identidade de dimensio n x n), a matriz & de dimensdo n x n é mensuravel e

essencialmente limitada e pode ser construida a partir da igualdade

! (/:z(s) ds) = /ab ®(s)z(s) ds.

Qualquer coluna da matriz ¥, de dimenséo m xn, é resultado da aplicacdo do vector-funcional
! & coluna correspondente da matriz identidade E, ¥ = LE.

A teoria geral do pardgrafo 1.1 é aplicavél & equagao diferencial £z = f com operador linear
L£:D — L, se £ élimitado, Noether, ind £ = n ou, que é 0 mesmo, a parte principal do
operador @ = LA : Ly — Ly de £ ¢ Fredholm.

A equagdo diferencial

(2)(t) & (t) + P(D)z(t) = 1),
com colunas da matriz P de dimensdo n x n de L;, como também a generalizagdo da equagao
na forma )

(Cx) () L 5(t) + / 4Rt 5)z(s) = f(2), (1.14)
sob consideracdo de que os elementos ri;(t, s; da matriz R(¢,s) de dimensdo n X n sdo men-
suréveis no quadrado [a,b] x [a,b], as fungdes ry;(-,5) para cada s € [a,b] e as sg[%l,ﬂb] rij(+, )
sido soméveis em [a,b], R(t,b) = 0, sdo representantes da equagdo Lz = f com operador de
Fredholm LA.

Sob as suposi¢des acima, os operadores T : D — L, e R : Ly — Ly definidos por

(T:z:)(t)=/ d,R(t, s)z(s), . (1.15)

b |
(R2)() = / R(t, 5)(5) ds, (1.16)
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sao compactos.

A equagdo (1.14) passa a ter a forma

(£a)()  i0) — [ RG,9)5(6)ds - Rit,a)s(0) = 1),

depois da integracdo por partes do integral de Stiltjes®. Assim, a parte principal do operador
linear £:D — L; tem a forma
Qz=2—-TRz

Se o isomorfismo J : L; x R* — D ¢ definido por (1.12), o problema de fronteira para a
equagdo Lz = f é o problema de Cauchy :
Lz=f, lz¥z(a)=o0

Em virtude do Teorema 13, este problema é unicamente solivel se e somente se a parte principal
Q de £ tem inverso limitado Q! : L; — L;. Além disso, a solugdo do problema (a solugdo

geral da equacio) tem a forma

)= [ Q7 f)(s)ds+ [E - [@a) ds] o = (CF)E) + (Xa) (1)

Aqui A = LE. A existéncia do operador inverso @' ¢ equivalente a solubilidade da equagao

z =Rz + f no espago L;. Logo, ela é unicamente solivel. Entao,

b
(@')(t) = f(2) +f H(t,s)f(s)ds. ‘

Assim, a solugdo do problema de Cauchy da equagdo (1.14), com z(a) = 0, é definida por

dﬂ=@ﬁm=£wﬂ@ﬁfﬂaﬂﬂﬂmym

Mudando a ordem de integragdo no integral

‘[{[H@ﬂﬂﬂw}ﬁ

obtém-se a representagio do operador de Green:

@nw=[ [xtors [ Errarers

?Thomas Jan Stiltjes (1856—1894) — matem4tico holandés
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onde x(t,5) é a fungéo caracteristica do tridngulo a < s <t < b. Assim,

G(t,s) = x(t,s)E + /t H{r, s)dr. (1.17)

Existe extensa literatura, nas tltimas décadas, devotada a equagdes com argumento desvi-

ado. A equagao
&(t) + P(t)z[r(®)] = v(t), tE€ fa, b],
(1.18)

z(€) = p(€), se £ & [a,b],
¢ a generalizagdo desta equagdo. A segunda linha em (1.18) é necessaria de modo a determinar
o valor de x[h(t)], quando alguns valores de h nido pertencem a [a,b]. A fungdo dada y ¢é
chamada funcdo inicial. Reescrevendo a equacdo (1.18) na forma Lz = f com operador linear

L, introduzimos as notagoes

z[h(t)], se h{t) €[ab], 0, se h(t) €la,b],
Spz)(t) = t) = (1.19
e { T {go[h(t)], s ht) ¢ [a,B]. )

Entdo, (1.18) passa a forma
(Lz)(t) ¥ 5(t) + PRS2 () = f(8),
onde f(t) = v(t) — P(t)¢"(t). Uma vez que
PO = [ 4Rl 926)
se R(t,s) = —P(t)x, (t,s), onde X, (t,5) é a fungdo caracteristica do conjunto
{(t,s) € [a,b] X [a,b] : @ £ s S ht) < b} U {(t,5) € [a,b] x [a,) : h(t) = b},

a equacao (1.18) é da forma (1.14), se 0s elementos da matriz P de dimenso n xn sio somaveis
e h:la,b) = R é mensuravel. O valor do operador de composigio Sy, em fungdo de z algumas

vezes é designada por T, e reescreve-se a equagao (1.18) na forma

&(t) + P(t)za(t) = f(2)-
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Autores de numerosos artigos e monografias definem a solugdo da equagdo (1.18) como
sendo o prolongamento continuo em [a,b] da fungdo inicial ¢ na extremidade da equagéo.
Mais precisamente, define-se a solugao da equagao (1.18) como sendo a fungao x : [a,b] —» R™
absolutamente continua satisfazendo a equagéo e as condigoes de fronteira z(a) = @(a), z(b) =

@(b). Neste caso o niumero de condicdes de fronteira é m = 2n > n. O problema

Lx=f z(a)=¢la), =z(b) =) (1.20)

nio é Fredholm e, consequentemente, o critério de solubilidade ndo é verificivel no geral. A
exigéncia de acoplagem continua das condigdes z(a) = p(a), z(b) = p(b) criou diversas di-
ficuldades na tentativa de generalizar a teoria da equagao (1.18) mesmo no caso h(t) < ¢,
quando (1.20) torna-se um problema de Cauchy, como também na resolugao de vérios prob-
lemas aplicados relacionados com a equagio (1.18). Comegando com o trabalho de Azbelev
(1970a), Azbelev e Rakhmatullina (1970), os participantes do Semindrio de Tambov ignoraram
as exigéncia de acoplagem continua, introduzindo o operador de sobreposigéo definido em (1.19)
e comegaram a usar a forma (1.14) para a equagéo (1.18). Como resultado, os fundamentos da
Teoria Moderna de Equagdes com Argumento Desviado ficou concluido nos meados dos anos

70. O problema de fronteira tem sido ponto central nesta teoria.

1.4 Avaliacdo do raio espectral dum operador linear no espago de

fungoes continuas

Consideremos o problema sobre a avaliagdo do raio espectral p(A) do operador linear A no
espago C de fungdes continuas z : [, b = R, |lzllc = tm[a.:;c] |z(t)]. Uma vez que p(A) <1 se
€la,

| A licsc< 1, para um operador isoténico A com avaliagao p(A) <1 segue que

I A llcse= tmelg.’};](A[l])(t) <1

Lema 2. Seje A : C — C um operador linear isoténico. A avaliagdo p(A) < 1 € vdlida se e

somente se existe um v € C tal que

o(t) >0, r(t) L () - (Av)(t) >0, t€[ab).
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O requisito das desigualdades estritas v(t) > 0, 7(t) > 0 em todo intervalo [a,b] envolve
algumas dificuldades nas aplicagées do Lema 2, por exemplo, problemas de fronteira com diver-
sos pontos. Assim, é natural que alguns trabalhos (vide, por exemplo, Islamov (1978), Azbelev
e Domoshnitskii(1986), Korytova (1992)) tém falado das fragilidades das condigdes do Lema
2 (O Teorema de Islamov (vide Islamov (1992) cobre os resultados prévios). Mas, estudando
o referido trabalho exige-se conhecimentos sofisticados da teoria de funcoes, e ocasionalmente
é dificil provar as condicdes do teorema de Islamov. Por outro lado o teorema assume uma
compacticidade fraca do operador A o que impede a aplicacdo de alguns problemas singulares.
A seguir sdo dadas algumas assercbes adicionais ao teorema de Islamov.

Diz-se que o operador linear A : C — C possui a propriedade M, se (Az)(t) >0, t € [, b]
para cada z € C tal que z(t) > 0, z(t) Z0.

Se o operador A possui a propriedade M, algumas condigoes no que respeita ao defeito r
pode ser fragilizado como mostra o teorema a seguir. Note-se que as desigualdades v(t) 2 0 e
r(t) > 0, neste caso implica que v(t) > 0 em [a,b]. Portanto, a propriedade M nao permite

fragilizar as condi¢des do Lema 2 no que respeita a desigualdade v(t) > 0.

Teorema 15. Seja A : C — C um operador linear imitado que possui a propriedade M.

Entdo, p{A) < 1 se e somente se eziste v € C tal que
o(t) >0, r(t) S u(t) - (Av)(t) 20, r(t)#0, te o]

Diz-se que o operador linear A : C = C possui ¢ propriedade N, se existe um nimero finito

de pontos vy, ..., Um € (a,b] tal, que (Az)(v;) =0, :=1,...,m, para cada z € C.

Teorema 16. Seja A : C — C um operador linear limitado isotdnico que possui a propriedade

N. Entdo, p(A) <1 se e somente se eriste v € C tal que
o(t) >0, (1) Eu(t) - (A1) >0, t€ b\ {n,. .. vm}

Diz-se que o operador linear A : C — C possui a propriedade M N, se possui a propriedade

N e (Az)(t) > 0, t € [a,0]\ {v1,.--,vm} para cada z € C tal que z(t) >0, z(t) Z0.
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Teorema 17. Seja A : C = C um operador linear limitado que possui a propriedade MN.

Entdo, p(A) <1 se e somente se eziste v € C tal que
w(t) >0, () v(t) - (Av)(t) 20, r(t)#0, t€[ab\{m,. ..,vm}
Consideremos algumas avaliagées da solugao da equagao
z+ Az = f. _ (1.21)

Teorema 18. Seja A : C — C um operador linear limitado isotdnico, feCo=f-Af

Considere-se que se cumprem as condigdes sequintes:
1) f(t)y >0, 8(t) >0, t € [a,b];
2) o operador A possui a propriedade M e ft)>0, 8(t) 20, 8(t) £0, t€ [a, b;
8) o operador A possui a propriedade N e F(£) >0, 8(t) >0, t€a,b]\{v1,...,va}i

4) o operador A possui a propriedade MN e f(t) > 0, o) > 0, 8(t) £ 0, t € [a,b] \
{Ul, v ,Un}.

Entio a equacdo (1.21) tem solugdo tinica z € C e para a solugao z(t) a avaliagdo
f(8) = (Af)(®) < z(t) < f(t), tead],

cumpre-se.



Capitulo 2

CONSTRUCAO DE ESPACOS FUNCIONAIS

2.1 O espago com peso Lj

Seja u : [0,1] > [0,00[ uma funcao mensurdvel. Vamos definir o espago L} de classe de

fungdes mensuraveis z : [0,1] = R! do seguinte modo: z € L} se zu € L.

A norma em L¥ definimos como || = |jug= || 2 llL,- Vamos supér, também, que

yraisupu(t) < oo, wu(t) >0,
agt<h

para qualquer segmento [a,b] C (0,1).

Lema 3. Sejam Li' e L}*® dois espagos gerados pelas fungées vy e g, respectivamente, e

suponhamos que cumpre-se a desigualdade

< OQ.

t
Ng; © yrai sup ult)
a<t<s  U1(t)

Entdo, o espago LY estd continuamente incluido no espago LY* e
€0 Ly 1

| llpea < Naw i 2 flegss (2.1)

para qualquer = € LT

Demonstragido. Seja z € Li'. Mostremos que = € L}? e cumpre-se a desigualdade (2.1).

26
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Realmente,

Uz
T —

Uy

dt =

| “L‘,‘? =|| zup ||, = jlxuzldt = /1

) ualt
/Izm | ‘——,dt < / | zu, | dt - vraisup ui%t; =Ny || ||er .

0<t<1

Logo, || = [|lse £ Nat [l 2 fluy-

Lema 4. Suponhamos que, para além das condigoes do Lema 8, cumpre-se também a desigual-
dade

t
Nya -—fvral sup wlt) < 00.

0<i<1 Uz( )
Entdo, os espagos L' e L}? coincidem, isto é. eles coincidem como conjuntos e as suas normas
1 1 r 1

sdo equivalentes:
1
No 2w <Hl @ iz < Ny 2 lloy,s (2.2)
qualquer que seja x € L?
Demonstragdo. Se as condigdes do Lema 3 cumprem-se, entdo tem lugar a desigualdade

|2 llee < Na | 2 flgs -

Para obtermos (2.2) basta, agora, mostrar o cumprimento da desigualdade

1
No |z lleor Nz flus,

isto é, que L? C L}'. Seja x € Ly?, entao

U
2 s =l 2 oo = o] <l -vrsisup 220 = Nug 12 o=
uz g, 0<t<l1 uy(2)
1
el <lely . O
12

Lema 5. Suponhamos que se cumprem as seguintes desigualdades

, def .
M % yraisupu(t) < oo, N = vraisupu(t) >0.
agt<h a<t<h

Entdo, o espago LY coincide com o espago Ly e as suas normas sdo equivalentes:

Nzl <z e, < Ml llu -
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Demonstracao. De modo analogo ao Lema 4, bastando considerar u=u; e 1 =up. 0
Lema 6. O espago LY é Banach.

Demonstragao. K evidente que L} e um espago linear e normado. Vamos mostrar que ele é
completo.

Seja {2} uma sucessdo fundamental em LY, isto é,
“ Tn — Im “L‘l‘_} 0: n,m — 0.

Entdo, podemos achar uma sucessao de indices ny tais, que

1
1
| ok — Taksr llLy= / | [z (t) = Takrr (O)u(t) | dt < o
0

Desta desigualdade e do Teorema de Lévy! advém que a série

| Zp1 | + | Tn2 — Tnt | +---
converge em quase todo [0,1]. Entéo, a série

| Z1 | + | Znz = T |+

converge em quase todo [0, 1} para uma certa fungdo z(t) = lim zn(t). Deste modo, a sucessao
n—rcd
fundamental em LY contém uma subslcessao que converge em quase todo [0,1].
Vamos mostrar que a subsucessdo {znx(t)} converge para a mesma funcao z(t), segundo a

norma do espago L¥. Devido ao facto de que ? sucessio {T,} é fundamental, para qualquer

¢ > 0 e para valores enormes de k e { temos / | (znk(t) — zar)u(t) | dt <e

0
De scordo com o Teorema de Fatou?, nesta desigualdade podemos fazer a transigdo do limite

sob sinal do integral, quando ! — co. Obtemos

| (zni(t) — To)ult) | dt <,

o\.‘

'"Hyman Lévy (1886~1975)—matematico inglés
?pierre Joseph Lonis Fatou (1878-1929) — matemdtico francés
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donde advém, que z € LY e que Tp; — z. Mas o facto de que uma subsucessao converge para

um certo limite, implica que a propria sucessio converge para este mesmo limite. 0O

2.2 O espago D!

Vamos definir o espago D! como sendo uma classe de fungoes equivalentes z : [0,1] = R!

mensuraveis tais que:
1) z é continua em [0,1], z{0) = 0;
2) & é absolutamente continua em [0.1);
3) & pertence ao espago Li.

A igualdade

t
/t—s (s)ds + Bt,
0

para cada par {z,8} € Lj x R!, define o elemento do espago D¢, que ¢ isomorfo ao espago

Lt xR!. Os isomorfismos J ' : L{ xR' — Dte J-1: D! = Lt x R! definimos pelas igualdades
J = {A,Y},J"l = [§,r], onde

¢
ft—s (s)ds, YB=pt, Odz=1, rz = £(0).
0

Lema 7. O espago D' é Banach .

Demonstragao. Advém do facto de que D* é isomorfo ao produto L{ x R!, onde L] e R!

sdo espagos de Banach. 0O
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t2,t
2.3 O espago B,

Seja BY" 0 espago de fungdes mensurdveis equivalentes z : [0, 1] = R! tais, que para cada
T € B‘f existe uma constante M, > 0 para a qual cumpre-se a desigualdade

t

/ | £(s) | ds < Myt2.

0

A norma em B definimos do seguinte modo:
. 1
T |lh2= vraisup — z(s) | ds.
I llyp= vrsisup [ |2(5) |

Lema 8. O espaco BY & Banach .
Demonstra¢ido. De modo anélogo ac Lema 7. U

Lema 9. O espago BY estd continuamente incluido no espago Ly e || z [, < || = ”B{“’ qualquer

. 2
que seja T € BY .

Demonstragio. Temos vraisup¢? = 1 e encontramo-nos nas condigoes doLema3d [O
0<t<1

. : 2 i .
Vamos introduzir o espaco com peso B *, de fun¢des mensuraveis z : [0,1] = R!, tal que
pag p 1 ¢

zt € BY’. Colocamos || z | gez.e= | zt ||ge -
1 1

2.4 O espago de solugoes Df’t
Seja Df" o espaco de funcdes z : [0,1] = R' tais, que:
1) z ¢ continua em [0,1], sendo z(0) = 0;
2) & ¢ absolutamente continua em [0,1];

3) # pertence a0 espago B! *.



NAZARIO R. BINANA 31

A igualdade
t
z(t) = /(t — 8)z(s)ds + Bt,
0
para cada {z,f3} € Bf‘t x R! define o elemento do espago Df‘t, que ¢ isomorfo ao espago

2 . . ’ P
B¢ x R!. Os isomorfismos definimos de modo andlogo como no parégrafo 2.2

A norma em Dﬁg't definimos segundo a igualdade
2 =l 5 Nl + 1 50) | (23

O espago Df", com a norma (2.3), é um espago de Banach .
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Capitulo 3

REGULARIZACAO DO PROBLEMA SINGULAR

. 2t
3.1 Problema singular no espago D

Vejamos o problema linear de fronteira

{ (o) ® s+ 2 - K =y, et o
z(0) =0, (1) =a.

A imagem do operador Lo, quando actua em fungdes diferentes de zero no ponto t = 0 (por

exemplo z(t) = 1), ndo pertence ao €spago de funcdes somdveis. Assim, vamos estudar a

equagdo £r = f no espago onde tais funcdes nio existem. Vamos investigar o problema (3.1)

2 2
no espago DY ' ~ B} * x R

A parte principal do operador Lo : Df’t — Bf't é

(Q2)() & (LoAz)(t) = 2(t) + (K2)(B),

t

1 .
onde (Kz)(t) = = / sz(s)ds. Se considerarmos K : L; — L., vemos que ele ndo é limitado.

o~

0
2. 2t
Vamos estudar K como operador que actua de By * em By ™.

Lema 10. O operador K : B = Bt ¢ limitado.

32
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Demonstracao. Realmente, seja z € BY

5 g

| (K2)(s) |= é/'rz(r)d'r < %/mm | dr =

0 0

1

1
=| (Kz)(s) |< vraisup = [ 7| 2(7) (1) =|| 2 l| 2=
0<s<1 s? / 1

S | () 1< 1 2 Ny [ 51 (6) [ds <

t t

t
1 1
<l 2l /sdsz}t—zfsl(lCz)(s)|ds§ I 2l tzf.gds:
0 0

0

2 1 . 1
<l 2 e s = 5 2y viaisuo g [ 51 (K)e) [do <
0
1 1
'2_ “ z II fztﬁ“ Kz ” t2t ” z “ 12t=>|| K: “ :2: Bz?: 5 D

O operador ¢ : Biz't — Bf’t admite um inverso limitado (@~'2)(t) = z(t) —

Assim, o problema Loz = f, £(0) = o € unicamente soluvel, o sistema fundamental

No espago D‘lz’t é x(t) =1

A solugéo do problema (3.1) no espago Df’t tem representacio r = W[ + ot, onde

/Wts s)ds,

Wi(t,s)=

Q_Q

e solugoes,



:

34 TRABALHO DE LICENCIATURA

3.2 Teorema do tipo Vallée-Poussin

Um lugar exclusivo da Teoria de Equagdes Diferenciais
(C2)(t) & (1) + g(t)(t) + p(t)a(t) = O

é ocupado pelo intervalo {a,b) no qual qualquer solugdo ndo trivial nao possui mais do que um
zero. Tal intervalo chama-se intervalo de ndo-oscilagdo (da solugao Lz =10).
Do teorema sobre separagao dos zeros da solugao para Lz = 0 segue que [a,b] é intervalo
de nao-oscilagio s¢ e somente se, existe uma solugao positiva para Lz =0 em [a,b.
Critério Vallé Poussin!. O intervalo [a,b] € intervalo de ndo-oscilacdo para Lz =0 see

somente se, eziste a fungdo v : [a,b] = R' com deriwadas absolutamente continuas U tal que

v(t) >0, (Lv)(t) <0 parate [a,b], v(a)+v(b)— ]b(ﬁfu)(s) ds > 0.

A escolha apropriada da fungéo de comparagao v permite obter a base do critério de Vallée-
Poussin para estimativa do comprimento do intervalo de n&o-oscilagao.
O interesse pelo intervalo de nao-oscilagao pode explicar-se pela correlagao entre a existéncia

de uma solucdo positiva e muitos problemas actuais. Tal correlacio é mostrada no seguinte
teorema.
Teorema 19. As sequintes asser¢oes sao equivalentes:

a) la,b] € intervalo’ de ndo-oscilagdo;

b) eziste um v : [a,b] = R' com deriadas absolutarnente continua ¥ tal que

u(t) >0, (Lv)(t) <0, t€[ad], v(a) + v(b) - /b(ﬁv)(s)ds > 0;

c) a fungdo de Cauchy C(t,s} da equagdo Lz = f é estritamente positiva no tridngulo
a<s<t<b
d) o problema de fronteira
Lx=f, =z(a)=0, z(b)=0

'Charles Joseph de la Vallée Poussin (1866-1962) — matemdtico francés
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¢ unicamente solivel para cada f somdvel, e a fungdo de Green para este problema é estrita-
mente negativa no quadrado (a,b) x (a,b).

As equivaléncias a) e ¢) foram estabelecidas por J.E.Wilkins (1947). As equivaléncias a) e
d) foram estabelecidas por S.A.Pack (1963). Uma larga série de investigagoes levadas & cabo
por diversos autores tém devotado uma generalizagdo deste teorema para equagdes de ordem
superior e equagdes diferenciais com retardamento. Mais adiante damos uma formulagao geral
na base da qual é possivel provar algumas variantes de teoremas tipo Vallée-Poussin para uma
larga classe de equagoes diferenciais funcionais.

Seja B um espago de Banach de fungdes mensuraveis z : [a,b] — R®, C um espago de
Banach de fungdes continuas x : [a,b] = R*, D um espago de Banach de z : [a,b] = R"
isomorfo ao produto directo B x R e além disso os elementos de D sdo continuos em |[a, b].
Consideremos o problema de fronteira

Lz=f lr=a (3.2)
e as suposicoes seguintes: o operador linear £ :D — B ¢ limitado, noetheriano, ind £ = n; os
componentes ', ...,I" do vector-funcional | = (I, ...,["] sdo funcionais lineares limitados do
espaco D. Se existem funcionais entre I tal que 'z = z(v), v € [a,b], o conjunto de pontos
correspondentes v; denotamos por {v}; por outro lado o simbolo {v} indica o conjunto vazio.

Vamos voltar a assumir que tem lugar a decomposigao L =Ly—T, onde T:C— B élimi-
tado e isotdnico (antiténico) e o operador linear £ : D — B possui as seguintes propriedades:

1) o problema de fronteira

Loz =f, lz=«
tem solugdo tnica z € D para cada {f,a} € Bx R" e além disso o operador de Green

W para este problema ¢ isoténico;
9) existe 1 € B tal que 9(t) > 0 (¢(f) < 0) quase em todo {a,b] e (W¢)(t) > 0 para
t € [a, b\ {v}

3) existe uma solugdo positiva up (up(t) > 0 para t € [a,b]\ {v}) paraa equagao homogénea

f,ofE =0.
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Para todas as propriedades nota-se que em alguns casos as propriedades 1 € 3 sdo equivalentes.
Por exemplo, no caso do problema

§(t) + p(t)a(t) = f(t), =z(a) =o', z(b)= o
tal equivaléncia advém do Teorema 19. Em casos gerais tal conexao pode ndo ser necessaria
como mostra o exemplo do problema

#(t) + (1) = F(0), x(bga)zal, g:(b;“):a?,

se 7 < b—a < 27. Realmente, a solugao u(t) = ¢ cost + casint € ndo positiva em [a, b}, se

b—a> T Mas o operador de Green & isoténico, porque a fungdo de Green W(t,s) é definida

por

sin(t — s), se

b

t
b—
W(t,s)=1{ sin(s—t), se a<t<s< 2a,

0 nos outros pontos do quadrado [a,b] x {a,b].
A condigdo 2 cumpre-se, por exemplo, se o operador de Green W actua do espago W7 de

fungdes com derivada até ordem {n—1) absolutamente continuas, sobre o espago Ly de fungoes

soméaveis. Neste caso, .
wNw = | W) ds
e na qualidade de ¥ € Ly, podemos pegar qu;lquer um tal que ¥(t) > 0 (¥{t) < 0) em quase
todo [a, b]. Realmente para cada ¥ a igualdade (Wep)(r) =0 € possivel somente para 7 € {v}.
£ relevante notar que a condigao 2 néo se cumpre para todo operador integral de Green: se
W:L —»D D={xeW}:z(§)=0¢€ [a,b]}, a igualdade (WF)(€) = 0 tem lugar para

qualquer f € Ly.
Denotemos .4 = WT. O problema (3.2) ¢ equivalente a equagao

= Az +Y, (3.3)

onde y é a solugdo do problema modelo Loz = f, lz=a. A equagio deve ser considerada no

espago C desde que os valores de A em funcdes continuas pertencem a D. Denota-se por p(A)

o raio espectral de A: C = C.
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Teorema 20. As assergdes sequintes sdo equivalentes:

a) existe v € D tal que
o(t) >0, () We)B) +9(t) >0, tela b\ v
onde ¢ = Lv, g € solugdo do problema semi-homogéneo
Loz =0, lz=lv

b) p(A) < L;

¢) o problema (3.3) tem solucdo dnica © € D para cada {f,o} € BxR" ¢, por outro lado,
o operador de Green G para este problema € isoténico ( antiténico);

d) a equagdo homogénea Lz = 0 tem solucdo positiva u (u(t) >0 para t € [a, 0]\ {v}) tal

que lu = lug.

Observacgao 1. Se W e G sdo operadores integrais, o lista de asser¢des equivalentes ao Teo-
rema 19 pode ser adicionada ao facto G{t,s) = W(t,s) (G(t,s) < W(t,s)), onde W(t,s) e

G(t,s) formam o0s nicleos dos operadores integrats.

Observagao 2. No caso de equagdes diferenciais de sequnda ordem, @ asser¢ao d) no caso de

ezisténcia de solugdo positiva € equivalente a asser¢ao de ndo-oscilagdo.

Lema 11. As asser¢des sequintes sdo equivalentes:

a) [a,b] é um intervalo de ndo-oscilagdo para Lz =10;

b) a fungdo de Cauchy C(t,s) da equagdo Lz = [ ¢ estritamente positiva no tridngulo
a<s<t<b

c) o problema de fronteira de dois pontos
Lx=f, z(a)=x()=0

¢ unicamente soluvél e a fungdo de Green G(t,s) do problema ¢ estritamente negativa 1o

quadrado {(a,b) x (a,b).




TRABALHO DE LICENCIATURA

As condigdes do Teorema 20 sao satisfeitas para a equagdo Lz = f. Seja
p=p*—p, pt(t), p()20, Lez=E+gE-p 2
Entao,
Lz =Lz +p .

A equagdo Mt def # + g& = 0 tem solugdo z(t) = 1. Assim, em virtude do teorema de Sturm?
[2,b] é um intervalo de ndo-oscilagio para a equagdo. Em virtude do Lema 11 a fungdo de
Cauchy Cp(t,s) para a equagdo Mz = f ¢é positiva. O problema de Cauchy

Egmd-——'szé+q:i:-p':z:=0, z(a) =1, «(a)=0
é equivalente a equagado z = Kz + 1 com operador isoténico de Volterra®
(Kt = [ Cult I (0585
Assim a solugio up da Ultima equagao é positiva:

uo(t) = 1+ (K@) + (KB + ... 21

e [a,b] é intervalo de nio-oscilacdo para equagao modelo Loz = 0. Isto segue, em virtude do

Lema 11, que o problema modelo
Lox = f, z(a)==(b) =0

& unicamente soltivel e a fungao de Green W (t,s) para o problema estritamente negativo no
quadrado (a,b) x (a,b). Por outro lado existe a solugio da equagdo Loz = 0 tal que ug(t) >0

para ¢ € (a,b), uo(a) + uo(b) > 0.

3.3 Condicdes de conservagao do sinal da fungdo de Green

Vejamos o problema

(Lx)(t) = (Lox)(t) — (Ta)(t) = f(t), t€ [0,1]
z(0) = 0, z(1) = o,

2 Jacques Charles Frangois Sturm (1803-1855) — matemético suigo
3Vito Volterra (1860-1940) — matemdtico italiano
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T:C— Biz" é um operador linear antiténico, f € B‘:’t, a € R
Lema 12. As seguintes afirmacdes sio equivalentes:

1) eziste v € Df‘t cvu(t) > 0, E_ (Lov)(t) — (Tw)(t) <0, te(0,1), sendo

oj[ FRICIIC NN P

t2

2) p(A) <1, onde AL WT;
3) o problema (8.4) tem solugao Unica T € Df't e o operador de Green'é antitdnico;
4) existe em [0,1] solugdo positiva para a equacdo Loz — Tz =0.
Demonstracio.1) = 2) A fungdo v é solugao do problema
Loz —Tz =0, z(1)=v(1)
¢, consequentemente, satisfaz a equagao
v— Av=W¢ +v(l)

do espago C, isso implica que p(A) <1
2) = 3) Seja a = 0. A solubilidade Gnica do problema (3.4), no espago D1 advém da
solubilidade unica da equagao

z=Az+g

no espaco C. Aqui g(-) d-ﬁ-f/W(-,s)f(s)ds. Uma vez que p(A) < 1, entao

2(t) = f Glt,5)f(5) ds = 9(t) + (Ag)(t) + (L2g)(B) + -+ 2 0,

se f(t) <0 para t € [0,1], donde G(,.) £0.

4(corg Green (1793—1841) — matemdtico inglés
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3) = 4) Vejamos 0 problema
(Loz)(t) — (Tx)(t) = O, z(l) = a>0 (3.9)

Este problema € equivalente & equagao Z = Az + @, onde, evidentemente, z(t) > a >0t €
[0,1].

A implicagdo 4) = 1) obtém-se, se na qualidade da fun¢do v escolhermos a solucdo u do
problema Loz =0, (1) = u(l). O

3.4 Problema nao linear com singularidade nao somavel no espago

t2.t
Dy
Vejamos o problema quasilinear

o) Lo+ 20 - Y = je @), tel]

(3.6)
#0) = 0, z(1) = @,

onde © : C = Bf"’ ¢ um operador linear isotonico, a funcdo f(.,.) satisfaz as condigdes de
Carathéodory.
Denote-se § = Oy, Z = 02 [7,2}L, € um :ntervalo ordenado no espago Li. O problema

2
(3.6) vamos estudar no espago Dt

Defini¢ao 1. Diremos que a fungio f(-,-) satisfaz uma das condigdes L[9,%],i = 1,2, se para

qualguer fungdo mensurdvel u € [7,Z|L, € possivél a decomposigdo

£t u() = a:(tult) + Milt, u(t)),

para quase todo t € [0,1]. Aque g; € Lo, + = 1,2, Mi: 7.2, = L1 € operador de Nemytskit

def

definido pela igualdade (Miu)(t) = M;(t,u(t)), sendo o operador M, isotdnico (Ma(t,) nao

decresce para quase todo t € [0,1]), o operador My € antiténico (ndo cresce, pare quase todo

t e [0,1]).
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Teorema 21. Seja 4,2 € Df", y(t) < 2(t), t € (0, 1) um par de fungoes que satisfazem as

desigualdades:
Coyz f('ley): CUZ S f(-,@z), y(l) SCYS 2(1)

0. Entdo o problema (3.6) possui pelo menos uma solugdo T € [y,z]D‘z,,.
1

de Green do problema auziliar
def
L1z = Loz — 1O = ¢, z(1)=0

antiténico, entio a solugdo do problema (3.6) € dnica.

Vamos escrever o problema (3.6) na forma

(L27)(t) = (£o2)(t) = 42(£}(©2)(t) = Malt, (©z)()), te€(0.1]

z(0) =0, z(l) = &,

t2t
no espago D; ™.

Seja v 2 —y. Entdo v >0,

¢7 déf E2U S Mzez - Mzey _<_ 0

Consequentemente, segundo o Lema 12, temos que o problema auxiliar

f.giE = 6, IL‘(].) =0

e

. . , 2 12 el s s
é unicamente solivel e o seu operador de Green G, B oty BY * ¢ antiténico.

O problema (3.8) é equivalente 4 equagdo do segundo tipo

:E=.A2.’L‘

Demonstracdo. A demonstragdo faz-se de modo analogo ao teorema do livro [4].

(3.7)

Suponhamos que a fungdo f(,+) satisfaz a condigdo L[5, %), com coeficientes ¢z € Lo, q2(-) <

Se, além disso, cumpre-s€ @ condigdo L'(7,Z], com coeficiente qi € Lo, sendo o operador

(3.8)

1
devido a antonicidade do operador M e v(1) + / W,(t, s)¢ds > 0, para valores de t € Ip.
0

(3.9)

(3.10)
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com operador isoténico Az : [7, Z]c—c, definido pela igualdade

(Apz)(t) o /-Gg(t,S)Mz(S, (Ox)(s)) ds +uz(t), tE [0, 1],
0

onde us(-) é a solugao do problema semi-homogéneo
(L,2)(t) =0, te€l0,1], z(1) = o,

Go(:,-) 6 a fungdo de Green do problema auxiliar (3.9).

Cada solugéo continua da equagao (3.9) pertence ao espago Dtlz’t, pois o operador A estd
definido no intervalo ordenado [7, Z]c do espago C e aplica este intervalo no espago Df’t. Real-
mente, o operador isoténico ©:C— B'iz‘t aplica o intervalo ordenado {7,Z|c no intervalo
ordenado [@_’E]Bf"' Devido & condigio L2[y,Z], o operador Moy [ﬂ,E]B;z‘thiz,‘ é antiténico,

por isso aplica o intervalo ordenado [7,Z]52. DO intervalo ordenado [Ma2Z, ng]Btz‘,. Q inter-
1 1

valo ordenado [M2Z, MQ?]B‘Q-‘ aplica-se, através do operador G, no intervalo ordenado
1
[GaM 27, gzMﬁ]Bf‘c C [Ga M2, GaM2Zlc.

O operador Az : [y, 2)coyale € completamente continuo, como produto do operador continuo

0 : [y, 2lc = [7: Zlge., e do operador completamente continuo
1
My [@-: E]Bﬂ" — [ng, Mz-f]Bg'z',.
1 1

Temos deste modo, a possibilidadede de estudar a equagdo (3.10) no intervalo ordenado
[y, 2)c do espago C. Além disso, qualquer solugdo = € [y, z]c da equagao (3.10) satisfaz o
problema de fronteira (3.8), j& que o problema (3.8) obtém-se da equagao (3.10) aplicando o
operador £ e calculando z(1). E vice-versa, qualquer solugdo z € [7, E]D,l:z,t do problema (3.8)
satisfaz a equagao (3.10), pois a equagao (3.10) obtém-se do problema (3.8) aplicando a este
problema a férmula de Green, sobre a representagao da solucao do problema (3.9).

Assim o operador isotonico A, aplica o conjunto fechado e convexo [y,z]c do espago de
Banach C em si mesmo e é completamente coni;l’nuo. De acordo com principio de Schauder®,

sobre o ponto fixo, a equagao (3.10) tem pelo menos uma solugio z € [y, zc-

5 Juliusz Pawel Schauder (1894-1943) — matemdtico austro-hingaro
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Mostremos que o conjunto de solugoes = € [y, z]c possui um elemento maximo T € [y, zlc
(solugio superior) e elemento minimo (solugao inferior): v(t) < z(t) < z(t) < z(t),t € [0,1].
Seja T € |y, z]c uma certa solugdo da equacdo (3.9). A sucesséo 2 2 = Agzt, 2% = 2z decresce
monotonamente e é limitada inferiormente pelo elemento z € [v, zlc, pois o operador A, aplica
o conjunto [z, z}c em si propio. De uma sucessao monétona compacta 2* implica a existéncia
do limite T = ,-‘i{f,‘o zi. Como este limite é a solugdo, entao a desigualdade T > z para qualquer
z € [y, z]c fica demonstrada. A existéncia de solucio inferior z demonstra-se de modo andlogo.

Mostremos agora, que se a condigao L'[g,%] cumpre-se, entdo a solugido do problema (3.6)

é tinica, i.e, T = £. Usamos a condigao L'[y,7] e rescrevemos o problema (3.6) na forma
(Lyz)(t) = Mu(t, (@x)(1), te[01], z()=c (3.11)

O problema (3.11) é equivalente 4 equacdo do segundo tipo z = Az no intervalo ordenado

[y, z]c do espago C, com operador antiténico A; : [y, zJc = C, definido pela desigualdade
1
Az() qf:f/Gl(':s)Ml(S: (©z)(s)) ds + w1 (")
0

onde G, (-, s) é a fungdo de Green, 1 é a solucdo do problema semi-homogéneo
(Lix)(t) =0, te[0,1], =z(l)=c

Analisemos a igualdade T — z = AT — A;z. Aqui a parte esquerda é nao negativa e a parte
direita, devido & antitonicidade de A,, é ndo positiva, consequentemente ZT=z. 0O
Vejamos o problema (3.6), no caso quando @z =z.

Coroldrio 2. Seja v,z € Df’t, u(t) < 2(t), t € (0,1) um par de fungdes que satisfazem as
desigualdades:

Lov > f0), Loz < f(,2), y(1) Sa<z(l). (3.12)
Suponhamos que a fungdo f(--) satisfaz a condigio L?[y, z], com coeficientes q € Bf‘t, e o
operador de Green do problema auziliar

Lz def Loz —quz=¢, z(1)=0

antiténico, entdo a solugdo do problema (8.6) € unica.
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Demonstragio. De modo andlogo & demonstracio do Teorema 21. O

Exemplo 1. Vejamos o problema quasilinear

-,

:f(t)+?%l—?—t(§—)= xzft) te 0,1

(3.13)
z(0) = 0, z(1) = a<0
no espago Dtlz‘t. Na qualidade de fungdo de comparagdo escolhemos

yty=t*+(a-1)t, ) =0

2 t .

A fungdo f(t,z(t)) = _Z t( ) satisfaz a condicdo Ly, 2], com go(t) = —2t+a-—1) ¢
satisfaz a condi¢do L' [y, 2], com coeficiente q1 = 0.

Consequentemente, segundo o Coroldrio 2, o problema (3.13) possui solugcdo tnica T €

Dt y(t) < 2(t) < 2(1), t€0,1).



CONCLUSAO

No presente trabatho construiu-se um espago de solugdes para um problema singular de

fronteira duma Equacdo Diferencial Funcional de segunda ordem, que modela processos ligados

3 Teoria de Elasticidade. Uma vez construido o espago de Banach, isomorfo ao produto directo

de dois espagos, o problema singular passou a ser regular e foi possivel demonstrar novas

condigdes efectivas de resolubilidade e conservagdo de sinal de Green para problemas lineares

de fronteira. Na base deste resultado, tornou-se possivel demonstrar novas afirmagdes do tipo

do teorema de Nagumo sobre a existéncia e unicidade de solugao para Equacdo Diferencial

Funcional quasilinear de segunda ordem.
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