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Resumo

O crescimento constante da tecnologia, tanto dos programas de computadores assim
como dos processadores, € uma realidade em todo mundo. Mogambique, sendo um
pais em via de desenvolvimento, pode tirar vantagem criando programas de
computadores e/ou algoritmos pois, 0 seu desenvolvimento é menos dispendioso.
Neste trabalho pesquisa-se como se pode tirar maior proveito deste crescimento
tecnologico para o estudo de lajes finas em engenharia civil.

O método mais recomendado para o estudo de lajes é o0 método de elementos finitos
por fornecer valores muito préximos ao da realidade. Portanto, fez-se uma pesquisa
bibliografica de modo a se entender como se comportam os materiais, sua elasticidade

e as equacdes gerais.

Apds entender os materiais e 0 seu comportamento, estudou-se as lajes de modo a
entender o seu funcionamento em particular e obter as suas equacfes governantes.
Também estudou-se de forma geral, outros métodos usados em lajes e se procura

entender as vantagens e desvantagens de cada um.

Com base no comportamento e equacdes gerais das lajes, desenvolve-se um algoritmo
gue permita o célculo de diversos valores como flechas, rotacdes, torcdes e momentos.
Este algoritmo € desenvolvido tendo como base sub-rotinas jA desenvolvidas pois,
trata-se de um procedimento matematico e na maioria dos casos, certos calculos ja

possuem sub-rotinas desenvolvidas.

Apés o desenvolvimento do algoritmo, faz-se uma analise dos resultados que 0 mesmo
fornece, comparando-os com os de um método simplificado e um software de modo a

se avaliar a sua fiabilidade.

Palavras-chave: Crescimento tecnologico. Algoritmo. Lajes. Método de elementos

finitos.



Abstract

The constant growth of technology, both software and processors, is a reality around
the world. Mozambique, being a developing country, can take advantage creating
software because its development is less expensive. This work researches how this
technological growth can be taken advantage of in the study of slabs in civil

engineering.

The most recommended method for studying slabs is the finite element method as it
provides values very close to reality. Therefore, bibliographical research was carried out
in order to understand how materials behave, their elasticity and general equations.

After understanding the materials and their behavior, the slabs were studied in order to
understand their particular functioning and obtain their governing equations. It is also
studied in general, other methods used in slabs and seeks to understand the

advantages and disadvantages of each.

Based on the behavior and general equations of the slabs, an algorithm is developed
that allows the calculation of different values such as nodal displacements, rotations,
twists and moments. This algorithm is developed based on already developed
subroutines because it is a mathematical procedure and, in most cases, certain

calculations already have developed subroutines.

After the development of the algorithm, the results it provides are analyzed, comparing
them with results obtained from a simplified method and software in order to assess its

reliability.

Keywords: Technological growth. Algorithm. Slabs. Finite element method.
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1. CAPITULO I - Introducéo

1.1. Contextualizacéo

Modelar fendmenos fisicos é uma das tarefas mais importantes que o0s
engenheiros e cientistas desempenham. Teoricamente, todo o fendmeno na natureza,
seja no espaco aeéreo, biologico, quimico, geolégico ou mecanico, pode ser descrito
com o auxilio das leis da Fisica ou por meio da algebra, equacdes diferenciais e/ou

integrais, relacionando diversas grandezas que se pretende estudar (Reddy, 2006).

O método de elementos finitos (MEF) tornou-se numa ferramenta fundamental
para a solugcdo numérica de muitos problemas de engenharia. As aplicacdes variam
desde a andlise de tensdes e deformacdes em automoveis, aeronaves, edificios e
estruturas de pontes até a analise da propagacao do calor, do fluxo de fluidos, do fluxo
magnético, entre outros fendmenos. Com 0s avan¢os nas tecnologias computacionais
e sistemas CAD, problemas complexos podem ser modelados com uma relativa
facilidade (Chandrupatla & Belegundu, 2002).

Ainda que o termo “método de elementos finitos” seja recente, o seu conceito
existe ha muitos séculos. Os antigos matematicos, por exemplo, determinaram o
comprimento da circunferéncia de um circulo, aproximando-a pelo perimetro de um

poligono (Rao, 2011).

Em 1941, Hrenikoff apresentou uma solucdo de problemas de elasticidade,
usando o método da trelica. Nos estudos de Courant, usou-se a interpolacao polinomial
piecewise! em sub-regides triangulares para modelar problemas de tor¢cdo que

apareceram em 1943.

Turner et al. derivaram as matrizes de rigidez para a trelica, viga e outros
elementos e apresentaram as suas descobertas em 1956. Porém, o termo elemento
finito foi criado e usado pela primeira vez por Clough em 1960 (Chandrupatla &
Belegundu, 2002).

Na aplicagdo do MEF para a analise de qualquer problema fisico continuo,

procede-se, habitualmente, da seguinte forma:

1 Referente a uma funcéo definida em partes ou trogos.



1. Formulacéo forte do problema em analise - consiste no estabelecimento das
equacdes diferencias e condi¢cdes de fronteira e iniciais.

2. Formulagdo fraca do problema — consiste na redugdo da ordem das

derivadas através do tratamento adequado da sentenca fraca.

Aproximacao funcional e geométrica.

Montagem do sistema de equacdes lineares para o elemento ( matriz do

elemento e termo independente do elemento).

Assemblagem do sistema discretizado.

Introducéo das condicdes de fronteira essencial.

Solucéo do sistema de equacdes resultante.

© N o 0

Computacgéo das tensdes resultantes (Szilard, 2004).
Podemos usar o MEF de trés maneiras:

(@) Montando um sistema relativamente simples “a méao” e resolvendo equacdes
simultdneas com ajuda de uma calculadora cientifica avancada e com um programa de

resolucao de equacdes;

(b) Gerando e escrevendo o codigo computacional necessario, aplicando as sub-rotinas

disponiveis; e

(c) Usando um sistema comercial disponivel de programa de elementos finitos (Szilard,
2004).

Em engenharia, o MEF é comummente utilizado na modelacdo de problemas

complexos pela sua rapidez em fornecer resultados satisfatorios.

“Hoje, o MEF é bastante popular e utilizado como ferramenta para a analise na
mecanica dos sdlidos, sendo, todavia, também aplicado em outras areas da
Engenharia, como Mecéanica dos Fluidos, transferéncia de calor, acustica ou

electromagnetismo” (Yamassaki, 2014).

Neste trabalho, desenvolve-se uma ferramenta computacional que aplica o

meétodo de elementos finitos para a obtencao de esfor¢cos em lajes macicas finas.



A simples utilizacdo de um programa computacional baseado no MEF sem a devida

percepcdo dos principios do método, pode estar na origem das mas interpretacées ou

a dificuldade na andlise critica dos resultados obtidos. Azevedo (2003) indica que ha

um elevado numero de acidentes em constru¢gdes novas devido a este facto.

Segundo Kerlinger(1979), um engenheiro deve , quando estiver diante de um dado

problema, questionar-se sobre o método mais eficiente de resolvé-lo. Fazendo jus a

esse principio, indaga-se, neste trabalho, sobre como tirar maior proveito do

crescimento tecnoldgico para obter os esfor¢cos em lajes macicas finas.

1.2.

1.2.1.

1.2.2.

Objectivos

Objectivo geral

Desenvolver uma ferramenta computacional que aplica 0 método de elementos

finitos para a obtencéo de esforcos em lajes macicas finas.

Objectivos especificos

Descrever os diversos tipos de lajes, métodos empregues para o célculo de
esforcos e a teoria em torno do MEF,;

Desenvolver um algoritmo que calcula as flechas e momentos flectores numa
laje fina pelo MEF.

Determinar os deslocamentos verticais que ocorrem numa laje macica devido a
uma carga uniformemente distribuida;

Determinar os momentos flectores;

Comparar os resultados obtidos com os dos métodos simplificados e um

programa comercial.



1.3. Motivacao

Com o avanco das tecnologias de informacdo e comunicagdo, o uso de métodos
numéricos tem vindo a ganhar maior espaco no mundo académico e profissional,
permitindo a andlise de problemas mais complexos num reduzido espaco de tempo e

com resultados satisfatorios.

E muito comum recorrer-se a softwares comerciais para se dimensionar elementos
estruturais, principalmente em elementos bidimensionais e tridimensionais. Entretanto,
0 uso desses softwares é sujeito a termos e condicbes que podem envolver o
pagamento de valores monetarios para 0 seu uso pleno. Assim, por vezes recorre-se a
vias ndo aconselhdveis para o uso dos mesmos, sendo uma das mais usuais é a
pirataria, onde se usa de forma ilegal (“crackear”’) um software para que se possam

obter todas as vantagens do mesmo.

Hoje em dia, muita gente possui um computador com capacidades de memoria e de
calculo muito grandes porém, poucos fazem o devido uso dessas capacidades para
facilitar o seu trabalho sem que infrinja a lei. No entanto, uma ferramenta

computacional livre para o uso académico assim como profissional pode ser vantajosa.

1.4. Delimitacdes

A pesquisa restringe-se aos conteudos abaixo descritos:

e Estudo de lajes macicas finas;

e Desenvolvimento de uma ferramenta computacional que permita efectuar
calculos de esforcos para as diversas condigcBes de apoio apresentadas nas
tabelas de marcus.



1.5.

Limitacdes

O trabalho possui algumas limitagbes no que se refere ao vasto campo das lajes

macicas, pelo que:

a) Considera apenas o uso do REBAP e RSA;

b)

c)
d)

1.6.

Centra-se apenas em lajes com a geometria rectangular e/ou quadrangular;
Aplicagdo apenas de cargas verticais e uniformemente distribuidas;
Uso apenas de uma Unica linguagem de programacao, o fortran 2008.

Estrutura do Trabalho

O trabalho é constituido por seis (6) capitulos devidamente enumerados e duas (2)

seccOes ndo enumeradas que sdo a bibliografia e os anexos. Abaixo sdo descritos 0s

capitulos e as respectivas seccoes:

X/
L X4

Capitulo | — Introducéo

Visa esclarecer ao leitor os principais topicos abordados no trabalho de forma
geral e a sua respectiva importancia.

Capitulo Il — Metodologia

Neste capitulo, descrevem-se os métodos e/ou estratégias usadas para a
realizacéo deste trabalho.

Capitulo 11l — Reviséo Bibliogréfica

Contém a base tedrica usada para suportar o presente trabalho.

Capitulo IV — Proposta de Solucdo e Desenvolvimento do Algoritmo
Compreende a solucdo encontrada apés o desenvolvimento do trabalho
realizado, correspondendo as saidas para fazer face ao problema apresentado
na introducao, tendo em conta diversos factores condicionantes associados ao
mesmo. Apresentam-se também diversos aspectos técnicos a ter em conta no
desenvolvimento do algoritmo e a descricio um pouco mais pormenorizada
sobre o seu funcionamento.

Capitulo V — Discussédo dos Resultados

Tendo em conta os resultados obtidos pelo algoritmo, software e por tabelas,
incluindo as questdes normativas e teoricas, faz-se uma analise da solugdo

proposta validando-a ou néo.



X/
°

X/
L X4

Capitulo VI — Conclusbes e Recomendacdes

Apresentam-se as ilacées do trabalho e as recomendac¢des que abordam temas
que podem ser tidos em consideragdo para futuras pesquisas ligadas ao
assunto.

Referéncias Bibliograficas

Nesta seccdo apresenta-se a lista das fontes usadas para o desenvolvimento do
presente trabalho.

Anexos

Nesta seccao apresentam-se 0s elementos que auxiliaram no levantamento de
dados e informacdes que contribuiram para a realizacao do trabalho, incluindo o
algoritmo desenvolvido para que estudantes e/ou profissionais testem e facam o

Seu uso.



2. CAPITULO Il - Metodologia

Descreve-se, nesta seccdo, os métodos que se recorreu de modo a responder ao
problema apresentado e aos objectivos tracados. Além disso, apresentam-se as
classificagOes das pesquisas essenciais para a compreensao do presente trabalho

2.1. Classificacdes das Pesquisas

2.1.1. Quanto a natureza

Nesta classificagdo, podemos ter pesquisas basicas e aplicadas. O presente trabalho
enquadra-se numa pesquisa aplicada, pois segundo Silva & Menezes (2001, p. 20)
pretende “gerar conhecimentos para aplicagao pratica dirigido a solucdes de problemas

especificos”.

Com base no método dos elementos finitos, procura-se obter uma solucao pratica de

modo a se determinar os esforgos em lajes macigas.

2.1.2. Quanto aos objectivos gerais

As pesquisas podem ser exploratdrias, descritivas e explicativas. O presente trabalho
desenvolve-se numa perspectiva exploratoria, pois, segundo Gil (2002, p.41), este tipo
de pesquisa "tem como objectivo proporcionar maior familiaridade com o problema,

com vista a torna-lo mais explicito ou a constituir hipéteses".

2.1.3. Quanto a abordagem do problema

Quanto a abordagem do problema as pesquisas podem ser quantitativas, qualitativas e

mistas ou quali-quantitativas.

Para Silva & Menezes ( 2001, p.20), a pesquisa quantitativa “considera que tudo pode
ser quantificavel, o que significa traduzir em ndmeros opinides e informagfes para

classifica-las e analisa-las”.

Segundo Gerhardt & Silveira (2009, p.31), “a pesquisa qualitativa ndo se preocupa com
representatividade numérica, mas, sim, com o aprofundamento da compreensao de um

grupo social, de uma organizagao, etc”.



Tendo em consideracdo o problema que se pretende resolver e as suas diversas

componentes neste trabalho, sera feita uma pesquisa quali-quantitativa.

2.1.4. Quanto aos procedimentos técnicos

Quanto aos procedimentos técnicos, existem varias classificagbes tais como, a
pesquisa bibliografica, pesquisa documental, pesquisa experimental, levantamento,

estudo de caso, pesquisa Expost-facto, pesquisa-Accao e pesquisa participante.

No presente trabalho, realiza-se uma pesquisa bibliografica porque recorreu-se a livros,
artigos e material publicado na internet. E de acordo com Gil (apud Silva & Menezes,
2001, p.21) este tipo de pesquisa é “elaborada a partir de material ja publicado,
constituido principalmente de livros, artigos de periédicos e actualmente com material

disponibilizado na Internet”.

A pesquisa bibliografica é feita de modo a entender melhor o funcionamento das lajes
no geral assim como do método que se pretende empregar para a solugdo do
problema. Elabora-se, com base na revisdo bibliogréfica, uma proposta de solugéo que,
essencialmente, sera uma ferramenta computacional para a solucdo do problema em

guestao.

Foi feita também uma pesquisa documental que, de acordo com Matos e Lerche (apud
Fonseca, 2002, p.32), “recorre a fontes mais diversificadas e dispersas, sem tratamento
analitico tais como: tabelas estatisticas, jornais, revistas, relatorios, documentos
oficiais, cartas, filmes, fotografias, pinturas, tapecarias, relatérios de empresas, videos
de programas de televiséo, etc.”

2.1.5. Paradigma de programacao

Paradigma € o estilo de se programar em computadores electronicos e podem ser 0s
seguintes: Paradigma Imperativo, Paradigma Estruturado, Paradigma Orientado a
Objectos, Paradigma Funcional e Paradigma Logico.

No presente trabalho foi adoptado o paradigma Imperativo, que segundo Manzano &

Oliveira (2016, p.13), “possibilita o desenvolvimento da programacdo de forma



estruturada, permitindo a construcao de rotinas por meio de médulos de procedimentos

ou de funcdes que estejam interligados.”

2.1.6. Linguagem de programacao

Para o desenvolvimento da solucdo do problema, codigo computacional, foi utilizada a
linguagem de programacéo fortran 08, que € muito usada na ciéncia da computacéo e
analise numérica e também pela familiaridade que os estudantes de engenharia civil

tém com o0 mesmo.

2.1.7. Validacao do algoritmo

O programa de célculo proposto no presente trabalho € validado a partir de lajes cujos
esforcos foram calculados usando tabelas e programas comerciais de modo a ser
aplicado em problemas diversos que o usuario possa enfrentar e que sejam de mesma

natureza.



3. CAPITULO lll - Revis&o Bibliogréfica

3.1. Elasticidade

De acordo com Timoshenko & Goodier(1951), todos os materiais possuem um grau de
elasticidade até um certo limite. Portanto, é bastante importante abordar o grau de
elasticidade dos materiais para que melhor se compreenda o comportamento estrutural

das lajes em determinadas condigdes.

Para melhor se prosseguir é necessario definir as seguintes grandezas que de acordo
com Timoshenko & Gere(1983):

e Designa-se por tensdo a forca por unidade de area e geralmente representa-se
por uma letra grega.
e Designa-se por deformacéo ao deslocamento por unidade de comprimento.

¢ Designa-se também, por deslocamento a variacdo de comprimento.

Na elasticidade € importante o entendimento da relacdo entre a tensédo e a deformacao
de um determinado material e para tal, faz-se o teste de trac¢éo. Este teste ,de acordo
com Timoshenko(1983), consiste em colocar “um corpo de prova, em geral barreta de
seccdo circular, na maquina de testar e sujeito a trac¢cdo. A forca actuante e os

deslocamentos resultantes sdo medidos com o0 aumento da carga”.

Posteriormente, as tensfes sao obtidas com base nas forcas aplicadas no corpo de
prova e a sua secc¢ao transversal e as deformagbes com base nos deslocamentos
obtidos divididos pelo comprimento inicial do corpo de prova. Com as tensdes e
deformacdes € possivel obter um diagrama de tensdo-deformacdo do material testado.
A figura 1 mostra um grafico de tensdo deformacdo do aco que serve apenas de

exemplo.
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Figura 1: gréafico tensdo deformacéo.
Fonte: aulas da disciplina materiais de construgcdo

Aos materiais que sofrem grandes deformacdes antes de atingir a fractura séo
classificados como ducteis e 0s que rompem a relativamente pequenas deformacdes
sdo designados por frageis(Timoshenko & Gere,1983). Temos o exemplo do aco e

aluminio para o primeiro caso e do betdo e materiais ceramicos para o segundo caso.

3.1.1. Elasticidade Linear e Lei de Hooke

Para uma barra em traccao, a relacao linear entre a tensdo e a deformacéo pode ser

descrita pela seguinte equac¢ao, conhecida como a lei de Hooke:

3.1

Onde E é a constante de proporcionalidade ou modulo de elasticidade ou,ainda,
modulo de Young e é diferente para cada material (Timoshenko & Gere,1983).

Também, pode se afirmar que o modulo de Young é a tensdo necessaria para causar

uma deformacao unitaria num corpo.

Define-se por flexibilidade de uma barra como a deformacéo decorrente de uma carga

unitaria e rijeza a forca necessaria para produzir uma deformacao unitaria. E chama-se
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rigidez axial ao produto entre o modulo de elasticidade e a area da seccédo a ser
estudada (Timoshenko & Gere,1983).

Quando se exerce uma determinada forca de traccdo ou compressao num determinado
corpo, ocorre um aumento ou diminuicdo da seccdo do corpo de prova. A relacéo
existente entre a deformacdo lateral e longitudinal designa-se por coeficiente de
poisson ou relacdo de poisson e é constante na regido elastica (Timoshenko & Gere,
1983) :

deformacao lateral
3.2

~ de formacao longitudinal

Como mostra a figura 1, na regido elastica o grafico € uma linha recta, ou seja, da

origem até ao ponto A.

De acordo com Sanches(2011), na regido elastica existem diversas relagfes, entre as
quais temos as equacOes de equilibrio, equacbBes constitutivas e equacbes de
compatibilidade. O esquema abaixo apresenta essas relacbes com as equacdes
apresentadas de forma matricial onde, “0* € o operador diferencial de equilibrio, o € o
vector que agrupa as tensfes generalizadas, D é um operador constitutivo de rigidez
generalizado, g, é 0 vector que agrupa as tensées generalizadas iniciais, € € o vector
que reune as deformacbes generalizadas, @ ¢é o operador diferencial de
compatibilidade, u € o campo dos deslocamentos generalizados e f € o vector das

forcas generalizadas”.

Tensoes Elasticidade Deformagoes

o o=De+o €

Equilibrio Compatibilidade

o+f=0 e=0u

Forgas Deslocamentos
f u

Figura 2:Esquema da dependéncia entre as relacdes constitutivas e as equacgdes de equilibrio e de compatibilidade.
Fonte: Sanches(2011)
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3.1.2. Equacbes Fundamentais da Elasticidade Tridimensional

Abaixo sdo apresentadas as equac¢Oes fundamentais na elasticidade tridimensional e
de forma matricial. Porém, é necessario entender a classificacdo das condi¢cbes de
fronteira e de acordo com Castro & Freitas(2008), podemos ter duas condicbes de

fronteira num elemento a ser estudado:

e Essencial ou ainda, cinematica, onde se especifica qual o valor dos
deslocamentos numa determinada fronteira, por exemplo, deslocamento
transversal e rotacao.

e Natural ou ainda, estéticas, que passam pela imposicdo de um determinado
valor para as cargas directamente aplicadas nessa fronteira. Exemplo, momento

flector e o esforgo transverso.

De acordo com Sanches (2011), para a elasticidade tridimensional, e um dominio
genérico V, figura 3, a fronteira S pode ser parametrizada a partir de um espaco de

duas dimensdes e decomposta pela parcela natural S; e essencial S,,.

Figura 3: corpo genérico em equilibrio
fonte:Timoshenko&Goodier

De acordo com Sanches(2011), temos:
a) Equacdes de Equilibrio

No dominio V do corpo livre, as equacdes de equilibrio podem ser escritas da

seguinte maneira:
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9%, +fi =0
v 3.3

Onde: g;; sdo componentes do tensor das tensdes de Cauchy (fig.4) e f; sdo as

componentes das forcas de massa.

Figura 4: Tensor tenséo de Cauchy
fonte: wikipedia.org

Na fronteira natural, tém-se as seguintes equacoes:

O'i,jnl' = E]
3.4

Onde: n; sdo as componentes do vector unitario normal a superficie exterior e t; séo

componentes das trac¢des aplicadas.

Os vectores que agrupam as tensoes, as for¢cas de massa e as tensdes na fronteira

natural sao:

_0'11_
0-22 —_
O fi E1

o= s f = ;t=|t
ol f ;2 Ly
0'13 3 3
_0-23_

As matrizes de operadores diferenciais e componentes das normais na fronteira

natural:
al O 0 az 63 O nl 0 0 n2 Tl3 0
0"=10 62 0 61 0 63 ; N*=10 n, 0 nq 0 ns
0 0 63 0 al 62 0 0 ns 0 ny n;

De modo geral tem-se a equacéo 3.5 :
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do+f=0
! 35

b) Equacdes de Compatibilidade

No dominio V, tem-se:

Eij = a(ui‘j + uj,i)

3.6

Onde, ¢;; sdo as componentes do tensor de deformacgdes infinitesimais e u; sdo as

compontentes do campo dos deslocamentos.

Na fronteira essencial tem-se:

3.7

Onde u, sdo as componentes do campo de deslocamento prescritas na fronteira

cinemaética.

Para a distor¢ao tem-se:

Vii = 2€;; , L # ]
Y Y 3.8

Os vectores que agrupam as deformacdes, deslocamentos e deslocamentos na

fronteira cinemaética sao:

€111
(S)) _
€ th th
33 _ _
€ = € U= U, U= Uy
12 _
U3 u3

€13

1 €53

A matriz de operadores diferenciais:
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d; 0 07

0 d, O

_10 0 05

a N az al O

03 0 al
L0 05 0,

De modo geral:
€ =0u

3.9

c) Relacdes Constitutivas

Assumindo que o material é elastico linear, homogéneo e isotrépico e considerando

os efeitos da temperatura tem-se a seguinte relacao:

E ( n v s ) EaAT
T+ o\ T T gy HkOU) T T 2 U 3.10

Ouj =

Onde E é médulo de elasticidade, v é o coeficiente de Poisson, a é o coeficiente de

dilatacao térmica linear e AT é a variacdo de temperatura.

De forma matricial temos:

1—v v v 0 0 0

v 1—-v v 0 0 0

0 0 0

D E v v 1-v 1_9y 0 0

A+na-) 0 0 0 —— 4 5
0 0 0
0 0 0

0 0 2

De forma genérica tem-se:
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o =De+o, 311

3.1.3. Equacgbes Fundamentais da Elasticidade Bidimensional

De acordo com Sanches (2011), com a mudanca do numero de dimensdes, figura 5,
apenas a relacao constitutiva altera e as restantes equag¢des permanecem as mesmas

com o facto de que considerar-se-4 apenas as relevantes.

\

e N

Figura 5: Corpo plano em equilibrio

Nas equacdes que se seguem faz-se o uso dos indices gregos, assim, tem-se:

a) Equacoes de Equilibrio
Na posicao indeformada do dominio V, as equacfes de equilibrio podem ser

escritas da seguinte maneira:

9705 +f3 =0
o TIp 3.12

Onde: g, sdo componentes do tensor das tensées de Cauchy e fz sdo as

componentes das forcas de massa.

Na fronteira estética temos as seguintes equagoes:
17



O'aﬁna

Onde: n, sdo as componentes do vector normal unitario na superficie e t; séo

componentes das trac¢ges aplicadas na fronteira estatica.

Os vectores que agrupam as tensoes, as for¢cas de massa e as tensdes na fronteira

séo:
_ [t
o[-l =L
012 2 2
As matrizes de operadores diferenciais e normais na fronteira estética:

_ 101 0 0,

a_0 0; 04

];N*="1 0 "2]

O le n1

b) Equacdes de Compatibilidade

No dominio V, tem-se:

1
€Eap = Ea(ua,ﬁ + uﬁﬂ) 3.13

Onde, €,z sdo as componentes do tensor de deformagdes infinitesimais e u, sdo as

componentes do campo dos deslocamentos.

Na fronteira essencial tem-se:

Uy, = Uy

Onde u, sdo as componentes do campo de deslocamento prescritas na fronteira

essencial.

Para a distor¢ao tem-se:

Yap = 2€qp @ #
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Os vectores que agrupam as deformacbes e deslocamentos na fronteira cinematica
sao:

€ —
— ell . _.[ul]. o L
€= zz,u—uz,u—u_2

V12

A matriz de operadores diferenciais:

9, 0

0, 0,

c) Relacdes Constitutivas

Na relacdo da elasticidade tridimensional, obtém-se o estado plano de tensédo fazendo

a seguinte imposicao: g3 = 0,3 = g33 = 0, 0 que resulta em:

Y13 =0
Y23 =0
v
633 = _Eo—aa + aAT
Assim:
E v EaAT
%ap = Ty (Sas + T35 ndep) ~ T O 3.14

E os operadores na forma matricial:

1 v 0
D= E v 1 0
(1—v2) 1-v
0 0
2
_ EadT[!
T0 = 1—v 0
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3.2. Lajes

“As lajes sd@o elementos estruturais que constituem os pisos e cobertura dos edificios, e
as plataformas de outro tipo de construc¢des cuja funcéo € formar superficies planas ou
horizontais ou inclinadas possibilitando a circulagéo e a colocacédo de equipamentos”
(Apletton, et al., 2014, p. 70).

Segundo a NBR 6118 (apud Folleto, 2011, p. 22) designa-se por placas os “Elementos

de superficie plana sujeitos principalmente a ac¢des normais ao seu plano”.

Figura 6:lajes armadas em edificios
fonte:Szilard (2004)

E comum as placas ou pecas laminares planas serem designadas por lajes em
estruturas de betdo armado. As mesmas podem ser classificadas de acordo com o tipo
de apoio (lajes vigadas, fungiformes, e em meio elastico), constituicdo(monoliticas e
mistas), modo de flexdo dominante (lajes armadas numa direc¢cao e lajes armadas em
duas direccdes ) e a forma de fabrico(betonadas “in situ” e pré-fabricadas) (Apletton, et
al., 2014).

Para o presente trabalho, importa referir a classificacdo que se baseia na relagcéo entre
a espessura (h) e o menor véo (I), ou o vao que absorve maior parte dos esforgcos. A
seguir apresenta-se a definicdo que de acordo com Szilard (2004), as placas podem

ser:

e Placas duras ou finas quando a relacdo h/l esta entre 1/50 e 1/10;
e Membranas ou placas muito finas quando a relagéo h/l € menor que 1/50;
¢ Placas moderadamente espessas quando a relacao h/l esta entre 1/10 e 1/5;

e E placas espessas cuja relacao h/l € maior que 1/5.

De modo a analisar estruturalmente as pecas laminares, recorre-se a dois grupos de

meétodos que sdo: os métodos elasticos e os métodos plasticos. E de acordo com
20



Montoya et. al. (apud Folleto, 2011, p. 24), “com o método elastico é possivel obter,
com uma boa aproximacédo dos esforcos na situacdo de servigco, entretanto o método
plastico é mais indicado para uma obtencdo mais racional da carga ultima na situagéo

de ruina da placa”.

De acordo com Folleto (2011), podemos mencionar 0s seguintes métodos elasticos:
teoria de flexdo das placas, método das diferencas finitas, método da analogia da
grelha equivalente, método dos elementos finitos e métodos simplificados (por
exemplo, método de marcus). E quanto aos métodos plasticos podemos citar o método

das charneiras plasticas ou método das linhas de rotura.

Para o presente trabalho, aborda-se, em seguida, a teoria de flexdo das placas finas, o

método de elementos finitos e o método de marcus.

3.2.1. Teoria de Flexao das placas Finas

Para as placas, normalmente, tem-se em consideragédo duas teorias que sdo aplicadas:
a teoria de Reissner-Mindlin e & de Kirchhoff. Segundo Duarte ( apud Folleto, 2011, p.
25) “a teoria de Kirchhoff interpreta satisfatoriamente o comportamento para placas
com relacdo entre espessura e 0 menor vao de 1/10 até 1/100”. E de acordo com
Folleto (2011), as lajes em edificios geralmente possuem uma relagdo entre a
espessura e o menor vao de 1/40 a 1/60 e, portanto, a teoria apresentada por Kirchhoff

€ satisfatéria para o presente trabalho.

De acordo com Szilard (2004), as simplicacdes feitas na teoria kirchhoff baseiam-se
nas seguintes hipéteses:

¢ O material € homogéneo, isotropico e elastico linear e, portanto, segue a lei de
Hooke.

e A placa é inicialmente plana.

e O plano médio da placa permanece indeformado durante a curvatura.

e A espessura constante da placa é pequena comparada com as outras
dimensdes e ,portanto, a menor dimenséo lateral da placa € no minimo 10 vezes
maior que a espessura.

e As deflexdes transversais w(x,y) sdo pequenas comparadas com a espessura

da placa. A maxima deflexdo devera ser de 1/10 da espessura da placa;
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As rotacfes do plano médio sdo pequenas comparadas com a unidade;

Seccdes normais ao plano médio antes da deformacdo permanecem planas e
normais ao plano médio deformado. Portanto, as deformacdes devido ao esfor¢o
transverso sao negligenciadas.

A tensdo normal na direccdo transversal ao plano da placa pode ser
negligenciada.

/‘/ a

./
" pay elemento (veja em b)

Figura 7:placa uniformemente carregada
fonte:Szilard(2004)

p,dxdy
1k Txz
A 3
T‘T.
TR
it —
4 71" | 22N dy
T\'\’
dx
(b)

Figura 8:detalhe de um elemento de placa
fonte: Szilard(2004)
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y = const

Figura 9:Seccao antes e depois da deflexdo da placa
fonte: Szilard (2004)

A seguir apresentam-se algumas equacgdes importantes para o estudo das placas finas.
As mesmas equacdes podem ser encontradas em diversa bibliografia como por
exemplo, em Szilard (2004).

d2%w 22w

= —D(— -
M (6x2 +V6y2 3.15

02w 02w
my, =-D(z=+Vv-—

dy? 0x? 3.16
— pal d2%w

My = ~D(1 =) dx20y? 3.17
B d 0*w N d0%w

Ux = dx “0x2 = dy? 3.18
- d 0%*w N d0%w

Uy = dy “0x% = 0y? 3.19

Onde: m, € o momento flector na direc¢do x (em torno do eixo y); m, € o momento

flector na direccao y (em torno do eixo x); m,, € o momento torsor; v, € esforgo
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transverso na direccdo x; v, € esforco transverso na direccdo y; ve D € o coeficiente

de Poisson e a rigidez a flexdo da placa, respectivamente.

A rigidez a flexao € dada por:

Eh3

D=—"
12(1 —v?)

Onde: h € a espessura da placa e E é o modulo de elasticidade.

O equilibrio das forgas verticais na placa onde actua a carga p(x, y) resulta em:

v, N ov,, Fp(ny) =0
— — x’ fry
ox  0dy Py 3.20

Fazendo o equilibrio dos momentos nos eixos x e y, usando as equacdes dos
momentos e do equilibrio das forcas verticais, obtém-se a equagdo governante das
placas:

0*w o'w  do*'w  P(x,y)
+2 +——=
0x* 0x2dy?  dy* D 3.21

E pode ser escrita da seguinte forma:

DV?V2W (x,y) = P(x,
(x,y) =P(x,y) 302
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Figura 10: Esforgos em um elemento de placa
fonte:Folleto (2011)

Condicdes de fronteira da teoria de Kirchhoff para as placas

De acordo com Folleto (2011, p. 28), a equacdo governante das placas é de quarta
ordem e, portanto, “sdo necessérias duas condicbes de contorno para cada bordo da

placa”.

De acordo com Szilard (2004), podemos ter algumas das seguintes condi¢cdes de

fronteira:

a) Condicbes de fronteira essenciais (deslocamentos e rotacBes nulas numa
fronteira).

b) Condi¢cdes de fronteira natural (momento e esforco transverso nulo numa
fronteira).

c) Condicoes de fronteira mistas (deslocamento nulo, momento nulo e surgimento
forcas de canto).

d) Apoio elastico e restri¢ao.

Abaixo segue-se o resumo das condicdes de fronteira mencionadas com as respectivas

equacdes matematicas.
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seccdo bordo livre
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(a) bordo encastrado (b} bordo livre (¢) apoio simples

a— P(V)
X=a

(d) Apoio eléstico (¢) Restri¢do elastica

Pn( V) T

-~ p(»)
X =da

-——»]

(f) Apoio elastico e restricao

Figura 11: Diversas condi¢des de fronteira
fonte: Szilard (2004)

tipode apoioemx = a expressoes matemdticas

apoio simples(fig.11c) W)x=q = 0;

d2%w 2%w
(My)x=q = (W + Va_yz)x=a =0
bordo encastrado(fig.11a ow
(f g ) (W)x=a =0; (a)x=a =0

bordo livre(fig.11b) 0’w  0*w
(My)x=q = (W + Va_yz)x=a =0

3w 3w
(V) x=a = ﬁ'l' 2-v) oxdyZ| =
xX=a
bordo parcialmente encastrado(fig.11e) | (W),—, = 0;
ow a1 0PW 0w
(Gx=a =—(P*)" D57+ Va_yz)x=a

apoio elistico (fig.11d) 0?2




03w
(W)x=a = p_lD Iﬁ + (2

23w l
xX=a

dx0y?

23w

0x3

Apoio elastico e restricao 1

Wx=q = p

2w 3w
v 0xdy? ia

ow wgn OPW 0w
(E)xm =—(p*) D(W'i_va_yz)x:a

Tabela 1: resumo das condi¢des de fronteira
fonte: Szilard (2004)

Onde: p é arigidez translacional do apoio e p* é a rigidez rotacional do apoio.

3.2.2. Método de Marcus

“O processo de Marcus nada mais € que fazer a divisdo da laje por uma grelha de
vigas e depois aplicar adequados coeficientes que levam em conta exactamente esse
aspecto nas lajes de solidariedade conjunta e integrada total de toda a malha de vigas”
(Botelho & Marchetti, 2011, p. 97).

“O método consiste em considerar duas faixas de largura unitaria, uma em cada

direccao, as quais se cruzam no centro da laje” (Folleto, 2011, p. 31).

Figura 12: laje simplesmente apoiada nos nos quatro bordos
fonte:Montoya et al. (adaptado por Folleto, 2011)
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O método de Marcus € adoptado apenas para lajes armadas em duas dire¢cdes e uma

das direc¢Bes ndo é superior ao dobro da outra (Botelho & Marchetti, 2011).

Este método simplificado considera seis (6) casos de condi¢cbes de fronteira ou apoio
em lajes: 1) laje simplesmente apoiada em todos bordos; 2) laje encastrada em um (1)
lado e simplesmente apoiada no resto dos bordos; 3)laje encastrada em dois (2) bordos
adjacentes e simplesmente apoiada nos bordos restantes; 4) laje encastrada em dois
bordos opostos e simplesmente apoiada nos bordos restantes; 5) laje encastrada em
trés (3) bordos adjacentes e simplesmente apoiada no bordo restante; 6) E laje

encastrada nos quatro (4) bordos.

Ll 1 ly 2 l, 3
X Ix Ix
L 4 Wit s Wit 6
e l, A

Figura 13: Condi¢ées de contorno das lajes rectangulares
fonte: Aradjo (2003, p. 72)

Tendo em consideracao a fig. 12, de acordo com Montoya et al (apud Folleto, 2011, p.
31), a carga p que actua sobre a laje deve ser dividida em px e py de tal forma que as

flexas wx e wy sejam iguais.

Portanto, pode-se escrever as seguintes relacdes:

P =Dx T Dy 323
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S 1

X 384 EI 3.24

w :ipyly4

Y 384 EI 3.25
Wy =Wy,

3.26

Onde: E é o modulo de elasticidade do betdo e | € o momento de inércia da faixa de
largura unitaria.

. l , .
Considerando que 1 = X, pode também se escrever o seguinte:

L'

=k
e = et 3.27
dy =1—qy 3.28
/14-
= 3.29
fex 1+ 24
ky=1-k, 3.30
Assim, 0s momentos maximos nas direcdes x e y serao:
M, = myql,’ 3.31
M, =myql,’ 3.32
Ky kyA?
Onde, m, = e m, = y8 :

Considerando a rigidez a torséo introduz-se o coeficiente C e assim, 0s momentos

flectores positivos corrigidos serao:
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MXO = CXMX' MXO = CyMy

onde: G, =1— 2% ¢ ¢, =1-

3, A2

20k,
3ay

Os coeficientes a, e a, dependem das condi¢des de apoio:

a) a = 8paraa faixa biapoiada;
b) a = 14.22 para a faixa encastrada e apoiada;

C) a =24 paraa faixa biencastrada;

De modo mais comodo pode se usar as tabelas em anexol que sdo uma adaptacédo de

Pinheiro.

3.3. Método de Elementos Finitos

No presente capitulo faz-se uma abordagem geral ao MEF e a forma de resolver o
problema das lajes recorrendo ao mesmo método. O MEF possui uma sequéncia logica
e clara ao resolver um problema e esta sera abordada detalhadamente. Os passos

apresentados sao detalhados em Szilard (2004).

3.3.1. Discretizacéo

O MEF faz o uso de solucdes locais aproximadas de modo a obter a solucdo do
problema geral aplicando a aproximacédo piecewise. A placa ou o elemento continuo é
subdividido em pequenas sub-regites, designadas por elementos finitos. As mesmas
podem ser rectangulares, triangulares com lados rectos ou curvilineos. Estas sub-
regides ndo devem se sobrepor e a conexdo entre elas deve ser apenas através dos
seus nos. A este primeiro procedimento designa-se por discretizacdo. O passo a seguir
envolve o calculo da matriz de rigidez do elemento K,). Este relaciona os
deslocamentos de um determinado n6 com as forcas em outros n0s da mesma sub-
regido. Os coeficientes k;; da matriz de rigidez do elemento representam as forcas
activas ou reactivas causadas por um deslocamento unitario num determinado no

enguanto os outros mantém-se fixas.
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elemento finito

Y

~I
NI ¢
=l

Figura 14: discretizacdo do elemento continuo
fonte: Adaptado de Szilard(2004)

Faz-se também o calculo da matriz das for¢as ou carregamentos locais do elemento, p.
E com estes dados faz-se a assemblagem de modo a se obter a matriz de rigidez

global K e o vector das forcas globais P.
Por fim, obtém-se a equacao governante dos elementos finitos:

Kd="P 3.33

Ou

3.34

al
I
=
-
!

Onde d representa a matriz dos deslocamentos globais.

e Formulacdo da Matriz de rigidez do elemento

Pode-se obter a matriz de rigidez do elemento aplicando um dos seguintes principios: o
principio dos trabalhos virtuais, principio da energia potencial minima, principio da
energia complementar minima, segundo teorema de Castigliano e o método de

deslocamento unitéario.

Através dum dos principios acima obtém-se as seguintes equacdes:
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K. = [, DTEDdV 335

3.36

Onde: K, € a matriz de rigidez do elemento, D € a matriz que armazena as derivadas
das funcbes de forma, d € a matriz dos deslocamentos do elemento, E é a matriz de
elasticidade do elemento para materiais elasticos e isotropicos e p € o vector das

forcas ou carregamentos nos nés do elemento.

3.3.2. Selecc¢éo das func¢des de forma adequadas

A precisdo da solucdo do problema depende muito das funcdes de interpolacdo

escolhidas.

A funcédo de forma N; para um no i deve possuir um valor unitario no n6 i e deve ser
zero para todos outros nés do elemento e lados que ndo contem o né i (Szilard, 2004).

Veja a figura 15.
Os requisitos basicos para a funcdo de forma de um elemento sao:

e Continuidade no elemento

e Continuidade sobre as fronteiras dos elemento

e Compatibilidade entre elementos

e Deslocamentos do corpo rigido que devem ser representados

¢ Invariabilidade por deslocamentos do corpo rigido

e Capacidade de representar curvaturas constantes

e Uma boa aproximacao das verdadeiras deflexdes da placa devido a deslocacdes

unitarias nos nos.
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Para além dos requisitos acima, ao escolher uma funcdo de forma é necessario ter em
conta o formato do elemento e o niumero de nds. Geralmente as fung¢des polinomiais

séo as mais escolhidas por serem faceis de integrar e derivar.

Encastrado S = 2
5 // ;
e X

A -

Zw

(@ Translagao unitaria
a
Encastrado A o o .

7\\ i X
| I /

) Rotacdo unitaria

Figura 15: fungdes de forma devido a deslocamentos unitarios
fonte: adaptado de Szilard (2004)

A forma polinomial das funcdes de forma é a seguinte:

2 3

wl,y)=[1 x y x* xy y* x* x%y xy? y3.] a3

a, 3.37

Para além dos requisitos apresentados, ao escolher a funcdo de forma ha necessidade

de ter em conta o seguinte:

¢ O numero de coeficientes a; deve ser igual ao numero de graus de liberdade do

elemento;
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e O polindbmio ndo deve apenas conter termos com X ou y, mas ambos.

e O polinbmio de ordem n que possui todos os termos nao varia quando

transformado de um sistema de coordenadas para o outro.

7

A escolha de um polinébmio adequado ndo € uma tarefa facil, pois ha que ter em
consideracao todos os requisitos mencionados e por vezes ha necessidade de se criar
mecanismos de se adicionar mais deslocamentos por determinar em um né de modo a

Se cumprir os requisitos acima.

De acordo com Szilard (2004), para elementos triangulares, o polinbmio abaixo tem
dado excelentes resultados:

Onde em cada n6 do elemento temos 6 incdgnitas que sdo o deslocamento transversal,

a rotacdo em torno do eixo y e X, 0S momentos em torno do eixo y e X € 0 momento

torsor (W ow 0w 92w 9%w d%w
ox 09y 0x2 9y? 0xdy

). Tem-se também trés rotacdes (3—:’) nos pontos

intermédios do elemento. Assim, totalizando 21 incognitas. Veja a figura abaixo.
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d®:[—”)®(j:4,5,6) ax oy

Figura 16: Elemento triangular baseado num polinémio do quinto grau completo
Fonte: Szilard (2004)

Em placas rectangulares, a escolha de elementos rectangulares é mais adequada. De
acordo com Szilard (2004), para o elemento rectangular, o polinébmio do sexto grau

abaixo fornece bons resultados:

w(x,y) = a; + axx + azy + aux? + asxy + agy? + a;x3 + agx?y + aqxy?
+ a0y + a1 X3y + a1,x%y% + ag3xy? + ax’y? + agsxty’?

5 3 3.39
+ a16X7Y

Onde em cada n6 do elemento temos o deslocamento transversal, a rotagdo em x ey e

0 momento torsor.

Figura 17: Elemento rectangular com 16 graus de liberdade
Fonte: Szilard (2004)
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3.3.3. Formulacao do elemento

O presente trabalho da mais énfase as placas ou lajes com formas rectangulares e,
portanto, o elemento a ser analisado é rectangular. O elemento rectangular em analise
tem 16 graus de liberdade e o mesmo permite a escolha de uma funcdo de forma que
obedece a todos os requisitos mencionados. Este elemento tem em cada n6é o

deslocamento transversal, a rotacdo em x e em y e a tor¢ao:

={ Oow parai=1,2,34. 3.40

Figura 18: elemento com 16 graus de liberdade
fonte: Szilard(2004)

A funcéo polinomial de interpolacdo tem a seguinte forma:
w(x,y) =w’l

3.41

Em geral tem-se:
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(
|
wx,y) =[Ny Ny Ny .. N16]4
|k 3.42

Seja:

p1 == (@® —3ax? +2x%), q1 = (b* — 3by? +2y°),
P, = = (a?x — 2ax? + %), q, =5 (b%y — 2by? +y?),

= (3ax? — 2x%), qs = = (3by? — 2%),

a

p3 =
_ 1.3 2 _ 1.3 2
Ps = = (X7 —ax?), qu =5 (° —by*),

Onde a e b séo as dimensdes do elemento. E portanto, as funces de forma para os 16

deslocamentos serao:

Ni =p1q1, N = p3qs,

Nz =p2q1,  Nio = pags,
N3 = pi1qz,  Ni1 = p3qa
Ny = p2qz,  Niz = paqa
Ns = piqs, N1z =Dp3q1,
Ne = p2q3, Nis = paq,
N7 =P1qs,  Nis = D392,

Ng = p2qs, Nig = Daqa,
Os coeficientes da matriz de rigidez do elemento sdo obtidos da seguinte maneira:

0%N;0°N;  0°N;0°N; ~ 0°N; 0*N; 9°N; 9°N;

bra
ki;=D 2(1
Y Jolo laxz a2 TV a2 dy? Vo dy? * dy? dy? + 2
)azNi a°N; 3.43
v d0x0dy dxdy Y
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A equacdo acima pode também ser expressa da seguinte maneira:

Eh3

b = mrmp o [P (2) + B+ By + v abate

3.44

Onde as constantes f;, B,,.... B¢ podem ser obtidas na tabela em anexo 2.

Na matriz de rigidez do elemento ndo € necessario determinar todos 0s seus
coeficientes, pois € simétrica e € necessario determinar apenas as quatro colunas da
matriz e mudar os indices i e j adequadamente e o sinal se necessario. A matriz

representada em anexo 3.

3.3.4. Introducéo das Cargas actuantes e a obtencao das tensdes

De acordo com Szilard (2004) podemos ter cinco formas diferentes de cargas actuando
no elemento e que séo: forcas concentradas e momentos actuando num determinado
no, cargas distribuidas, deslocamentos prescritos na fronteira, forcas devido ao volume

do corpo (exemplo, peso préprio) e forcas devido a variacdo da temperatura.

As cargas concentradas e os momentos devem ser aplicados directamente aos ndés
com o correspondente grau de liberdade na matriz de rigidez. A divisdo da laje ou placa
deve ser feita de modo que os nds coincidam com os pontos de aplicacdo das cargas

concentradas.

As cargas distribuidas devem ser convertidas para cargas concentradas ou nodais.
Esta conversédo pode ser feita de trés maneiras: método directo, equivaléncia estatica

das cargas e representacdes consistentes da carga.

Através do meétodo directo, a carga distribuida € transformada em uma carga
concentrada multiplicando a area do elemento finito pelo valor da carga distribuida. A
carga concentrada € depois dividida pelo nimero de nés do elemento de igual forma.

Sendo o elemento muito pequeno, este método fornece bons resultados.
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No método de equivaléncia estatica faz-se a sua respectiva equivaléncia estatica da

carga distribuida, transformando a em cargas concentradas e momentos equivalentes.

O método mais exacto € o de representacbes consistentes da carga. Este método
baseia-se no principio dos trabalhos virtuais, o qual afirma que o trabalho realizado

pelas cargas concentradas deve ser igual ao trabalho realizado pela carga distribuida.

A carga consistente no no i do elemento é obtida da seguinte maneira:

PN = Jf ¢, )P, (x, y)dxdy 545

MY = [[ ¢ (x,y)P, (x, y)dxdy 3.46

Onde ¢; e ¢; representam as seguintes funcGes de forma para vigas:

e =) -2 [E) -2 3.47

b5y = [a (g)2 a-3|[s (%)2 —2 (%)3] 3.48
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De um modo mais preciso ainda, deve se usar as funcdes de forma do elemento e néo

as acima. Porém, de qualquer forma obtém-se resultados muito satisfatorios.

A introducdo dos deslocamentos deve ser muito cuidadosa, pois uma pequena
alteracdo no seu valor pode ocasionar grandes mudancas nas tensfes resultantes.
Essa introducdo pode ser feita de duas maneiras demonstradas abaixo. Seja a

seguinte equacao global:

[En I_<12 ]f13 kin | I(‘zl\l ﬂfl\

I ka1 ko, ks kan I da !132 L 3.49
| k31 k32 k33 k3n |{ d3 $ - 3

[ P e J [ : | IL . J

Em Enz En3 'Enn kd”) "

Na primeira forma faz-se a multiplicacdo do coeficiente correspondente ao
deslocamento por um namero muito grande e se faz a substituicdo do respectivo
deslocamento. Como exemplo, considere-se que d, = § na equacio global anterior.
Multiplica-se o coeficiente k,, por um nimero enorme e neste caso, seja 101 e p, sera

substituido por k,,10°6:

[ ki ki ks o ki ) (dy) P

ko1 10, kyz . konl|d; k2,108 3.50
ka1 ksa ks .. kap ds (= Ps

l F For Fs o Fo J a) U s )

A outra forma, também muito eficaz, € o rearranjo da matriz global. Considerando o

exemplo dado acima podemos ter a seguinte matriz global:
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[kn 0 E13 Kin ] (‘%1] p1— E125
0 10 0 da 0 3.51
k31 k32- k33 k3n 4| ds I} =Dz —.k325
l Enl O En:g l;nn J kci‘nj kﬁn - En26)

Esta equacdo ndo so6 nos d o valor do deslocamento d, mas também, o seu efeito nos

outros nos.

Tensoes

Uma vez obtidos os deslocamentos ou o0s valores correspondentes aos graus de
liberdade, ja se pode determinar as derivadas em cada né e, portanto, € possivel obter
as tensdes e outros esfor¢os desejados na laje fazendo uso das equacdes da teoria da

flexdo das placas finas.

3.3.5. Integracdo Numérica

Muitos dos integrais que é necessario calcular no ambito da aplicacdo do MEF nao séo
triviais, i.e., ou a primitiva da funcdo integranda ndo existe explicitamente, ou é
demasiado complicada para viabilizar a sua utilizagcdo pratica. Por este motivo é
essencial recorrer a técnicas de integragdo numérica, que também recebem a

designacao de quadratura (Azevedo, 2003, p. 73).

A integracdo numérica possui a vantagem de ser facilmente programada e, portanto,

pode ser facilmente calculada por um computador.

Segundo Szilard(2004), de um modo geral, em integragdo numérica, o integral definido
é aproximado a uma soma de valores do integrando e multiplicados por um factor

designado por coeficiente de peso.
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Existem varios métodos de integracdo numeérica ,entretanto neste trabalho aborda-se a
quadratura de Gauss para um elemento rectangular que para além de fornecer

resultados muito satisfatorios é amplamente usada.

O primeiro passo é a mudanca de coordenadas de modo que 0s nossos limites de

integracdo sejam +/-1 em cada direccao. Assim, para a figura 16 abaixo, tem-se:

a a b b
x—;€+5 ey—5n+5

O integral:

ST S yydxdy = [ 2w mdedy 3.52

Usando a quadratura de Gauss tem-se:

m

3 e mydedn ~ z Zw(f. AT 353

]

Onde W; e W, sdo os pesos, m €é o numero de pontos, ¢ e 7 representam as

coordenadas dos pontos de amostragem e 0os mesmos nao devem estar na fronteira do

elemento. Em anexo 4 tem-se a tabela da quadratura de Gauss.
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T no de canto

\~ pontos de

amostragem

n=0 iy W A .+_ _____ _%_,:

Figura 19: Quadratura de gauss com nove pontes de amostragem
Fonte: Adaptado de Szilard (2004)

3.3.6. Modelagem em elementos finitos

E essencial o conhecimento do comportamento fisico esperado da laje antes que se
modele. As fronteiras e as cargas devem ser muito bem definidas de antemao e para
uma boa modelagem em elementos finitos Szilard(2004) propde o seguinte:

e Sempre que possivel a malha de elementos finitos deve ser uniforme e refinada
caso haja uma mudanc¢a na geometria e/ou carregamento.

¢ O elemento rectangular deve ser preferivel. No caso de geometria ou fronteira e
carregamento irregular deve se escolher o elemento triangular.

e A razéo entre a maior e a menor dimenséo do elemento ndo deve ser excessiva
e 0 mais proximo da unidade (1). Em elementos triangulares ndo séo desejaveis
angulos inferiores a 30 graus.

e Caso elementos rectangulares e triangulares sejam combinados, elementos com
nés de canto sdo preferiveis e os graus de liberdade devem ser iguais para 0s
dois elementos.

e A escolha do elemento tipo deve ser feita de acordo as caracteristicas
geométricas da placa e a convergéncia do elemento.

e Grandes variacdes de rigidez entre elementos deve ser evitada.

e Em zonas com pilares, aberturas ou cargas externas concentradas na laje, a

malha deve ser refinada de modo a se obter resultados satisfatorios.
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e Para uma estrutura simétrica em uma direccdo pode se analisar a metade da
mesma e para uma estrutura com simetria em duas direcdes pode se analisar

apenasun1quanodarne$na.

3.3.7. Programando em elementos finitos

De acordo com Szilard(2004) ao elaborar um codigo computacional para o método de
elementos finitos deve-se dar prioridade a legibilidade do codigo. Pode se garantir a
legibilidade escolhendo o estilo certo de programacdo e fazendo os devidos
comentarios no codigo de modo que o usuario seja guiado durante a execucdo do

mesmo.

Segundo Szilar (2004), a programacao em elementos finitos envolve trés fases:
a) Pré-processamento

Consiste na preparacao e introducdo de dados como coordenadas dos nds, condicdes
de fronteira, carregamento, caracteristicas do material e a elaboracdo da malha de
elementos finitos. Esta fase exige mais tempo e um pouco de esforco, pois é durante a
introduc&o dos dados que pode ocorrer varios erros. E desejavel que o programa tenha
varios comentérios para chamar a atencédo do usuario dos provaveis erros que possam

ocorrer.

b) Analise

Esta fase consiste na elaboracdo da matriz de rigidez do elemento, transformacao de
coordenadas locais para globais, assemblagem da matriz de rigidez global, introducéo
das condi¢cOes de fronteira e a resolucédo da equacdo governante. Para a resolucéo da
equacao governante deve-se prestar atencdo no meétodo de resolucdo de modo a
resolve-la de uma maneira mais cémoda e econémica. As técnicas mais usadas sdo a

factorizacédo de Cholesky? e a técnica da solucéo frontal® de Bruce Irons.

2 E a decomposicdo de uma matriz hermitiana e positiva definida em um produto de uma matriz
triangular inferior e sua matriz adjunta.

3 E uma variante da eliminacdo de Gauss que evita automaticamente um grande nimero de operacdes
envolvendo termos nulos
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c) Pd&s-processamento

E, por fim, nesta fase faz-se o tratamento dos resultados obtidos representando os

esforcos e as tensodes internas e validando os mesmos.
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4. CAPITULO IV - Proposta de solucédo e Desenvolvimento do Algoritmo

Tendo como base os constrangimentos enfrentados de modo a se resolver o problema
anteriormente descrito nos capitulos introdutérios, o presente capitulo aborda as
diversas possibilidades com que a solucdo pode ser implementada e prop6r uma

alternativa viavel.

Este capitulo aborda também aspectos mais técnicos do desenvolvimento do algoritmo,
ou seja, assuntos mais ligados a programacao em linguagem fortran 08. E por fim, a
validacéo ou teste do algoritmo que sera feita analisando os resultados obtidos através

de diversos métodos para um problema em comum.

4.1. Descrigcao da solugao

O processo de dimensionamento em estruturas envolve a necessidade de se obter os
esforcos actuantes e tendo-se o objectivo de se tirar maior proveito ao crescimento
tecnoldgico encontra-se algumas dificuldades como o custo de aquisi¢cdo de softwares
de modo a fazer o uso pleno, limitagdes quando o software € adquirido gratuitamente e
as mesmas vao desde as fun¢des disponiveis do mesmo, tempo de uso e a finalidade

gue nédo deve ser comercial.
e Solucao proposta

Criacdo de uma ferramenta computacional baseada no método de elementos finitos de
modo a se fazer frente as limitacdes que 0s programas comerciais imp&em e tirar maior

proveito do crescimento tecnoldgico.

Em qualquer circunstancia € imprescindivel que se conheca o comportamento
esperado pela estrutura para que se possa avaliar da melhor maneira os resultados
obtidos.

46



4.2. Beneficiarios pela Solucao

Abaixo apresenta-se o0s beneficiarios e os respectivos beneficios da solucdo proposta

Tabela 2: beneficiarios e beneficios da solucédo proposta

Beneficiarios

Beneficios

Estudantes de engenharia Civil e

Engenheiros Civis

Uso livre pois e apenas limitado pela
conhecimento do usuario em

programacao

Todo aquele que vai se beneficiar dos

servicos de um engenheiro civil

Nao havendo necessidade de se usar um
programa pago para se chegar a uma

solugdo, o custo do consumidor final

reduz

Governo A reducao das importa¢cdes, compra de
softwares estrageiros, tem um impacto
positivo na economia de um pais.

4.3. Modelo da solugéo Proposta

A solucdo possui um modelo simples que possui 0 pré-processamento que consiste na

identificacdo das diversas caracteristicas da laje que se pretende estudar por parte do

usuario que podem ser a geometria da laje, classe do betdo, tensédo de rotura, médulo

de elasticidade, coeficiente de poison, ac¢bes actuantes e condi¢cdes de contorno e

com base nestes dados faz-se uma analise com o uso do algoritmo e depois, segue-se

para o pos-processamento onde séo obtidos os deslocamentos e os esfor¢os internos.

Pré-Processamento

Analise

Pds-Processamento

¥
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4.4. Implementacéo da solucéao

O modelo desta solugcdo pode ser implementado pelo menos de duas maneiras

apresentadas no quadro abaixo e mostra as vantagens e desvantagens.

Tabela 3: Alternativas da implementacéo da solugéo

Alternativa

Vantagens

Desvantagens

Criacéo de
um algoritmo
de acesso

restricto

e Aintegridade do algoritmo é

garantida.

Apenas o
desenvolvedores do
software podem melhorar
o0 algoritmo, e isso
implica a ndo resolucdo
de um problema que
pode ser muito especifico
e com um determinado

grau de preciséo.

Criacéo de
um algoritmo
de acesso

livre

e Por ser livre ndo possui custos
elevados e modificacbes no
cédigo de modo a melhora-lo
podem ser feitas pelo usuario

e Ha possibilidade de se resolver
problemas muitos especificos e

com grande precisao

A integridade do software
nao € garantida pois,
gualquer usuario pode

fazer modificagdes.

Das duas alternativas escolheu-se a segunda, criacdo de algoritmo de acesso livre,

pois desde que o usuario aprenda a linguagem de programacéo podera resolver um

grande numero de problemas sem que se limite aos casos programados no algoritmo.

4.5. Desenvolvimento do Algoritmo

A solucdo escolhida para resolver o problema deste trabalho € um algoritmo

computacional com uma sequéncia simples de modo a ser compreendido por todos. As

operacdes a serem feitas no método de elementos finitos sdo muito bem conhecidas e

portanto, maior parte das sub-rotinas ja foi desenvolvida e pode ser encontrada na
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bibliografia adequada. De modo a se entender o cédigo, explica-se a funcdo de cada

sub-rotina no caédigo.

4.5.1. Introducéo de dados e Inicializagdo

Nesta fase cria-se um arquivo, com a ajuda de varias sub-rotinas, com todos os dados
iniciais do problema a ser resolvido. Esses dados incluem as propriedades geométricas
do problema, o nimero de elementos finitos, médulo de Young, coeficiente de Poison,

condi¢fes de fronteira e carregamentos nos nos, como mostra a figura 17.

Os carregamentos nos nés foram obtidos através das equacdes 3.45 e 3.46
recorrendo-se as respectivas fun¢des de forma.

As Condicdes de fronteira sdo representadas pelo binario 0 e 1, sendo 0O quando o

deslocamento € nulo e 1 quando existente.

Apoés a criacdo deste arquivo, segue-se para a inicializacdo onde é feita a devida
alocacao destes dados as devidas matrizes para que posteriormente os célculos sejam
feitos. Antes do célculo propriamente dito, o programa faz uma analise de todos os

elementos de modo a determinar o tamanho da matriz global

elementos(nimero de elementos em x, nimero de elementos em y,homogeneidade)
2 2 1

elemento(dimensdo do elemento finito em x, dimensdo do elemento finito em y, espessura da laje)
2.500E-01 2.500E-91 1.008E+00

propriedades (Modulo de young, coeficiente de poison)
1.900E+01 2.000E-01

numeroc de nos na fronteira ou nos apoios
8

NG, deslocamento vertical, rotacdo em x, rotacdo em y, torc¢do
e e 01

VNGB WN R
RRRROOO®
OROOR OO
QORRORR
POOOR R

nimero de ndés carregados
g

N6, carga vertical concentrada, momento em x, momento em y, momento torsor)

1 1.562E-82 6.510E-84 -6.510E-04 -2.713E-05
2 3.125E-92 ©.0Q00E+00 -1.302E-03 ©.000E+00
3 1.562E-02 -6.510E-04 -6.510E-04 2.713E-05
4 3.125E-02 1.302E-03 ©0.000E+00 ©.0Q00E+00
5 6.250E-02 ©.000E+Q0 ©.000E+00 ©.Q00E+00
6 3.125E-82 -1.302E-@3 0.000E+0@ ©.000E+00
7 1.562E-82 6.510E-04 6.510E-04 2.713E-@5
8 3.125E-82 ©@.0Q00E+Q0 1.302E-03 ©.000E+e0
9 1.562E-082 -6.510E-04 6.510E-04 -2.713E-85

deslocamento imposto
(<]

Figura 20: Exemplo do ficheiro criado de dados de iniciais
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4.5.2. Determinacdo da matriz de Rigidez do Elemento e Assemblagem

No terceiro capitulo é explicado como é feita a obtencéo da matriz de rigidez de forma
analitica. No entanto, neste trabalho faz-se o uso do poder computacional para a
determinacao da matriz de rigidez.

Nesta etapa, com base na integracdo numeérica, determina-se a matriz de rigidez do
elemento finito. Esta integragdo é feita usando a sub-rotina “sample” que fornece as
coordenadas de cada elemento e os coeficientes para a integragdo numérica.

Apéds a determinagcdo da matriz do elemento, faz-se 0 uso de uma sub-rotina para a
devida assemblagem e determinagdo da matriz de rigidez global.

4.5.3. Leitura dos Carregamentos

Nesta fase do codigo computacional continua-se com a leitura do ficheiro obtido na
fase inicial do programa. Inicialmente faz-se a leitura dos carregamentos e estes foram
abordados no terceiro capitulo quando se referia das cargas actuantes. A cada leitura
no ficheiro, faz-se a alocacao dos dados na sua devida matriz para calculo posterior.

O cbdigo € feito de modo a ter em conta as cargas verticais e uniformemente
distribuidas e ndo considera casos especiais onde as cargas podem ter um
determinado angulo diferente de 90° em relacdo ao plano horizontal da laje.

4.5.4. Determinacédo dos deslocamentos nos nds e momentos flectores

Terminada a leitura das cargas actuantes, com o uso das sub-rotinas descritas no
codigo, encontra-se a solucdo da matriz global de modo a se obter as incognitas em
cada no. Estas incAgnitas correspondem ao deslocamento vertical, rotacédo da direc¢éao

X, rotacdo na direc¢do y e a tor¢do em cada no.

Esta solucdo € obtida usando uma sub-rotina que resolve um sistema de equacoes e
neste caso, toma-se o devido cuidado devido ao tamanho do sistema de equacgdes que
€ geralmente grande. Com base nos resultados obtidos determina-se os momentos e
as flechas no centro de cada elemento finito e dependendo das condi¢cbes de fronteira,
mostra-se 0 momentos criticos para o dimensionamento da laje. A figura 18 mostra um

exemplo do ficheiro criado com o valores obtidos.
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E por fim, corre a sub-rotina que de acordo com as condi¢cfes de fronteira apresenta na
tela 0 momentos criticos. Para uma analise mais detalhada dos valores obtidos na laje

pode se recorrer ao ficheiro criado.

s

O algoritmo é apresentado no anexo 5 e os moédulos e as sub-rotinas ndo foram

incluidas por questdes de espacamento para tal.

NO  Disp Rot-x Rot-y Torc-xy

1 ©.0000E+0Q@ ©.0000E+00 ©.0000E+0Q -©.5392E-01

2 ©.0000E+0@ ©.0000E+00 -0.1002E-01 -0.3256E-01

3 ©0.0000E+R0 ©.0000E+00 -0.1397E-@1 ©.0000E+00

41 ©.0000E+08 ©.1156E-01 ©0.0000E+00 -0©.7091E-01

5 ©.2237E-02 @.6537E-02 -0.7053E-82 -0.2099E-01

6 ©.3070E-02 ©.0000E+00 -0.9288E-02 ©.0000E+00

7 ©.2025E-02 0©.0000E+00 -0.6224E-02 ©.0000E+00

8 ©.3330E-02 0©.6795E-02 0©.0000E+0Q ©.0000E+00

9 ©.4292E-02 0©0.0000E+00 ©.0000E+0Q ©.0000E+00
Elemento x-momento y-momento Xy -moment

1 -0.6029E-02 -0.3174E-02 -0.2702E-01

2 -0.1551E-81 -0.1706E-01 -0.9902E-02

3 -0.3710E-82 -0.7324E-02 0.8406E-02

4 -0.3155E-81 -0.3573E-01 |-0.1553E-82

Figura 21: Exemplo de ficheiro criado com os valores obtidos

A figura acima essencialmente, apresenta dois (2) tipos de resultados. O primeiro tipo
apresenta os deslocamentos, rotacdes e torcdes calculados em cada né e o segundo

apresenta os momentos calculados no centro de cada elemento finito.
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5. CAPITULO V - Discussédo de resultados

O presente capitulo tem como objectivo fazer uma analise comparativa dos resultados
obtidos através dos diversos métodos homeadamente, método simplificado recorrendo
a tabelas de Libanio M. Pinheiro adaptadas de Marcus, software comercial da

autodesk, robot Structural, e o algoritmo criado.

Para o presente trabalho fez-se o estudo de uma laje rectangular com o comprimento
de 6 metros, largura de 5 metros e uma espessura de 20 cm, betdo de classe B30 e
uma carga permanente uniformemente distribuida de 7 kN/m2. As tabelas abaixo
apresentam resultados maximos obtidos através dos métodos supracitados e
dependendo da condi¢do de contorno, o resultado analisado ocorre no mesmo ponto e

seccao. No anexo 6 explica-se melhor as condi¢cdes de contorno ou apoio abordadas

nas tabelas.
Tabela 4: Resultados obtidos pelas tabelas de Pinheiro
Caso ou Flexa Momento Momento Momento Momento
condicao de maxima positivo na | positivo na | negativo na | negativo na
contorno a; (mm) direcgdo x-x | direccdo y-y | direccdo x-x | direcgéo y-y
my (kNm/m) | m,, (kNm/m) | m,' (kNm/m) | m,’ (kNm/m)
1 1.19 7.385 10.063 3 3
2 0.896 6.755 7.613 17.29 _
3 0.609 4.585 6.353 13.353 15.208
4 0.67 6.23 5.635 15.138 _
5 0.496 4.638 5.25 12.583 13.51
6 0.362 3.308 5.023 9.783 11.253
Tabela 5: Resultados obtidos através do software Robot Structural
Caso ou Flexa Momento Momento Momento Momento
condicao de maxima positivo na | positivo na | negativo na | negativo na
contorno a; (mm) direcgéo x-x | direccdo y-y | direcgcdo x-x | direccéo y-y
m, (kNm/m) | m,, (kNm/m) | m,' (kNm/m) | m,’ (kNm/m)
1 1.19 8.023 10.622 3 N
2 0.913 7.578 8.289 17.367 _
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3 0.633 5.351 7.288 13.327 15.172

4 0.667 6.598 6.119 15.255 _

5 0.505 5.044 5.861 12.42 12.782

6 0.359 3.573 4.994 9.653 11.152

Tabela 6: Resultados obtidos do algoritmo desenvolvido
Caso ou Flexa Momento Momento Momento Momento
condicao de maxima positivo na | positivo na | negativo na | negativo na
contorno a; (mm) direcgédo x-x | direccdo y-y | direccdo x-x | direcgéo y-y
my (kNm/m) | m, (kNm/m) | m,' (kNm/m) | m,’ (kNm/m)
m,’

1 1.167 7.846 10.364 B B

2 0.9 7.425 8.131 16.139 _

3 0.626 5.265 7.179 12.363 14.276

4 0.66 6.517 6.041 14.671 _

5 0.501 4.999 5.795 11.963 12.037

6 0.356 3.551 4.976 9.298 10.828

As tabelas abaixo apresentam os diferencas, em percentagens, dos valores obtidos

para os diversos métodos. Tendo o objectivo de validar ou ndo o algoritmo

desenvolvido, os valores obtidos pelo algoritmo desenvolvido sdo comparados com 0s

valores obtidos pelas tabelas e pelo software comercial.

Tabela 7:Diferencas entre os valores obtidos das tabelas de Pinheiro e do software

Caso ou Diferengas em percentagens
condicao de Flexa Momento Momento Momento Momento
contorno maxima positivo na | positivo na | negativo na | negativo na
a; (%) direccdo x-x | direccao y-y | direccao x-x | direcgao y-y
My (%) my, (%) my' (%) my' (%)
1 0.00% -8.64% -5.56% _ _
2 -1.90% -12.18% -8.88% -0.45% _
3 -3.94% -16.71% -14.72% 0.19% 0.24%
4 0.45% -5.91% -8.59% -0.77%
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5 -1.81% -8.75% -11.64% 1.30% 5.39%
0.83% -8.01% 0.58% 1.33% 0.90%
Tabela 8:Diferencas entre as tabelas de Pinheiro e do algoritmo
Caso ou Diferengas em percentagens
condicao de Flexa Momento Momento Momento Momento
contorno maxima positivo na | positivo na | negativo na | negativo na
a; (%) direccdo x-x | direccdo y-y | direccdo x-x | direccao y-y
My (%) my (%) m' (%) my' (%)
1 1.93% -6.24% -2.99% _ _
2 -0.45% -9.92% -6.80% 6.66% _
3 -2.79% -14.83% -13.00% 7.41% 6.13%
4 1.49% -4.61% -7.20% 3.08% _
5 -1.01% -7.78% -10.38% 4.93% 10.90%
6 1.66% -7.35% 0.94% 4.96% 3.78%
Tabela 9:Diferencas entre os resultados do software e do algoritmo
Caso ou Diferencas em percentagens
condicao de Flexa Momento Momento Momento Momento
contorno méaxima positivo na | positivo na | negativo na | negativo na
a; direcgdo x-x | direccdo y-y | direccdo x-x | direccéo y-y
m, m,y, m,' m,’
1 1.93% 2.21% 2.43% _ _
2 1.42% 2.02% 1.91% 7.07% _
3 1.11% 1.61% 1.50% 7.23% 5.91%
4 1.05% 1.23% 1.27% 3.83% _
5 0.79% 0.89% 1.13% 3.68% 5.83%
6 0.84% 0.62% 0.36% 3.68% 2.91%

Analisando as flechas maximas obtida em todos os métodos, percebe-se que as

diferencas sao muito pequenas e para o caso em estudo, obteve-se uma diferenca
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maxima em torno de 4%. E observando-se a flecha maxima regulamentar que € do
menor vao dividido por 400 (L/400) e o maximo de 1,5cm e a teoria das lajes finas que
permite apenas um maximo de 10% da espessura da laje, pode se afirmar que os
valores calculados pelo algoritmo sdo satisfatorios.

Tendo como referéncia uma diferenca maxima admissivel de 10%, valida-se, deste

modo, as flechas calculadas pelo algoritmo.

Tendo a tabela 7 em analise, percebe-se que as diferencas nos momentos positivos
sdo um pouco maiores e chegando em torno de 16%. Os momentos positivos obtidos
pelo método simplificado s&o menores que os obtidos pelo software. Entretanto, o
mesmo ndo acontece com 0s momentos negativos, onde a maxima diferenca esta em
torno de 5%. Essas diferencas existem provavelmente, porque sdo métodos diferentes
e possuem aproximacoes distintas. Outro facto relevante é a precisdo que € menor no

calculo recorrendo as tabelas porque houve diversas simplificagfes.

A tabela 8 € um pouco semelhante a anterior pois, apresenta diferencas de valores
obtidos por métodos diferentes. Observa-se também uma grande diferenca que esta
em torno de 15% para 0s momentos positivos e 11% para momentos negativos.

Por fim, tem-se a tabela 9 que compara os valores obtidos pelo software e pelo
algoritmo criado, ambos baseados no mesmo método de célculo. Nota-se que o
software possui valores um pouco maiores mas, a diferenca dos momentos positivos
em relacdo ao algoritmo € bastante pequena e esta abaixo dos 3%. Quanto aos
momentos negativos nota-se também que os valores obtidos pelo software séo
ligeiramente maiores e estdo em torno dos 7%. Tendo em consideracdo que foi usado
o0 mesmo método de calculo é expectavel que os valores sejam préximos. Essas
diferencas sédo, provavelmente, devido a provavel diferenca na precisdo do algoritmo e
do software pois, ndo se conhece o grau de precisdo dos niumeros no software como

por exemplo, quantas casas decimais se considera.

Baseando-se numa diferenca maxima admissivel de 10%, valida-se 0os momentos
calculados pelo algoritmo. E de modo geral, valida-se o algoritmo para o célculo de
flechas e momentos em lajes rectagulares com cargas uniformemente distribuidas.De
forma resumida, os gréaficos das figuras abaixo demonstram a variacdo das diferencas

em percentagens.
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Figura 22: Diferencas entre os valores obtidos das tabelas de Pinheiro e do software
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Figura 23: Diferencas entre as tabelas de Pinheiro e do algoritmo
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Figura 24: Diferencas entre os resultados do software e do algoritmo

56



6. CAPITULO VI - Conclusées e Recomendacdes

6.1. Conclusdes

O desenvolvimento do presente trabalho permitiu fazer uma andlise de como a
tecnologia pode facilitar o estudo das lajes macicas finas com o recurso a softwares
e/ou algoritmos no célculo de flechas e momentos. Permitiu também analisar a questao
de custos envolvidos no aproveitamento da tecnologia pois, € um assunto de extrema

importancia para um pais em via de desenvolvimento como Mogambique.

A criacdo de um algoritmo de acesso livre é gratis e portanto, ndo envolve custos
monetérios. Neste trabalho desenvolveu-se um algoritmo que teve como base a teoria
em volta do método de elementos finitos e algoritmos previamente desenvolvidos.
Houve também uma referéncia de forma geral doutros métodos para o calculo de

esforgos em lajes.

O algoritmo permitiu obter valores desejados para varios casos de apoios
contemplados nas tabelas de Marcus. E para todos casos, analisou-se a flecha e os
momentos nas direcdes X e y por serem 0s momentos que mais sao estudados quando
se pretende dimensionar uma laje macica. Entretanto, o algoritmo fornece ainda a
rotacdo em X e y e a torcdo em cada né do elemento e momento torsor para cada
elemento finito. Contudo, € preciso notar que o algoritmo nao foi testado para
condi¢cbes de apoio ndo contempladas nas tabelas de Marcus e lajes armadas em uma
direccao, requerendo um estudo posterior.

Constatou-se dos valores obtidos que as flechas possuem a menor diferenca entre os
métodos, estando muito abaixo dos 10% ou préximo. Para 0os momentos positivos,
nota-se que método simplificado com recurso a tabelas de Pinheiro possui valores
relativamente menores que o método de elementos finitos e o contrario para os

momentos negativos.

Tendo como base o que foi dito nos paragrafos anteriores pode-se claramente concluir
que todos os objectivos gerais e especificos deste trabalho foram alcancados com

SuUcCesso.
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6.2. Recomendacbes

A computacdo é de extrema importancia e ja faz parte do dia-a-dia de quase todo
mundo. A mesma pode ser Util principalmente naquelas actividades que possuem uma

sequéncia légica e em simultaneo trabalhosos para o ser humano.

O método de elementos finitos apesar de ser de simples percepcdo € bastante
trabalhoso e portanto, o uso de computadores € ideal. Este trabalho foca-se apenas
nas lajes rectangulares apoiadas em vigas e considera que a mesma tem um
comportamento elastico-linear. Portanto, recomenda-se aos proximos investigadores a

estudarem:

e Lajes armadas em uma Unica direc¢ao,

e Lajes com cargas ndo uniformemente distribuidas como por exemplo,
carregamento triangular e trapezoidal,

o formas de lajes nédo rectangulares,

¢ lajes na fase do comportamento plastico,

e outras condicdbes de apoio como por exemplo, lajes fungiformes e

ensoleiramento geral.

Além das lajes, recomenda-se que se estude a outros elementos estruturais tais como

vigas, pilares, fundac¢des, entre outros.
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Anexos

Anexo 1: tabelas de momentos flectores de Libanio M. Pinheiros.

MOMENTOS FLETORES EM LAJES COM CARGA UNIFORME

v £, . L
{ ' —
Tipo Tipo
p 1 [ v 2A [‘f’ v 7B Fr p
X 2 X g X
:’
3‘=—: b Hy Iy by Wy by W, iy 3‘=—:

1,00 423 | 4,23 | 291 3,54 840 | 3,54 | 840 | 291 1,00

1,05 | 462 | 425 | 3,26 3,64 B79 | 3,77 | 879 | 2,84 1,05

1,10 5,00 | 4,27 | 3,61 3,74 918 | 3,99 | 9,17 | 2,76 1,10

1,199 | 538 | 425 | 3,98 3,80 953 | 419 | 949 | 268 1,15

1,20 2,75 | 422 | 435 3,86 | 988 | 438 | 580 | 259 1,20

1,25 | 6,10 | 447 | 4,72 3,89 | 10,16 | 4,55 | 10,06 | 2,51 1,25

1,30 644 | 412 | 5,09 3,92 | 1041 | 471 [ 10,32 | 2,42 1,30

1,35 | 6,77 | 4,06 | 544 393 | 1084 | 4,86 | 10,54 | 2,34 1,35

1,40 710 | 4,00 | 579 3,94 | 10,86 | 5.00 [ 10,75 | 2,25 1,40

143 | 7.41 3,93 | 6,12 391 | MO0a | 512 [ 1092 219 1,45

1,90 | 7.72 | 3,89 | 645 | 388 | 11,23 ] 5,24 | 11,09 | 212 | 1,50

1,95 | 7,99 | 3,82 | 6,76 385 | MM29 )] 534 | 11,23 | 2,04 1,55

160 | 826 | 3,74 | 707 | 381 | 11553 ]| 544 | 11,36 | 1,95 | 1,60

165 | 850 | 366 | 726 | 3,76 | 1167 | 5,53 | 1146 | 1,87 | 1,65

1,70 | 874 | 3,38 | 7459 | 374 | 11,79 ] 561 | 11,60 1,79 | 1,70

1,75 | 8595 | 3,53 | 723 | 369 | 1188 ] 588 | 11,72 | 1,74 1,79

1,80 | 916 | 347 | 796 | 363 | 1196 | 575 | 11,84 | 1,68 | 1,80

1,85 | 935 | 3,38 | 810 | 3586 | 1203 ]| 581 | 11,94 | 1,67 | 1,85

190 | 954 | 3,29 | 863 | 393 | 1214 | 5,86 | 1203 | 1,59 | 1,50

195 | 873 | 3,23 | 886 | 345 | 1217 | 5590 | 12,08 | 1,54 1,95

200 | 9.9 3,16 | 9,08 | 336 1220 2594 | 1213 | 148 | 2,00

=»200] 1250 | 316 | 12,50 | 336 | 12,20 | 7,03 | 1250 | 148 |=2,00

alores extraidos de BARES (1972) e adaptados por L.M. Finheiro.
m= Ju% p = carga uniforme {, = menor vao




MOMENTOS FLETORES EM LAJES COM CARGA UNIFORME

ey (5! -
Tipo 3 4|Vi_¥ A TF 4B ; Tipo
’ - i : Z :
F
A =—: Ly Ly Ly Wy Ly Ly wy Ly Wy w, |~ —%
1,00 | 269 | 6599 | 269 | 699 201 | 309 (699 3,09 | 699 | 201 | 1,00
105 [ 294 | 743 | 268 | 7168 | 232 | 323 (743 322 | 7,20 | 1,92 1,05
1,10 | 319 | 787 | 267 | 736 | 263 | 336 [ 767 | 335 | 741 | 1,83 1,10
1,15 | 342 | 828 | 265 | 750 1293 | 346 (826 346 | 756 | 1,73 1,15
1,20 | 3,65 | 869 | 262 | 763 | 3,22 | 356 [ 8650 | 3,57 | 7,70 | 163 | 1,20
1,25 | 386 [ 903 | 256 | 7,72 | 363 | 364 | 903|366 | 782|156 1,25
1,30 | 4,06 | 937 | 250 | 7,61 1399 | 3,72 (933 | 3,74 | 793 | 149 1,30
1,35 | 424 | 965 | 245 | 7868 | 434 | 377 (969 3,80 | 8,02 | 141 1,35
140 [ 442 | 953 | 239 | 794 | 469 | 3,82 (10,00] 3,86 | 611 | 1,33 | 1,40
145 | 458 1017 2,32 | 800 | 5,03 | 3,86 (10,25] 3,91 | 613 | 1,26 | 1,45
1,50 | 473 (1041 2,25 | 806 | 5,37 | 3,90 (1049 396 | 6,15 | 1,19 | 1,50
1,55 | 4,86 1062 216 | 809 | 5,70 | 3,90 (10,70| 4,00 | 8,20 | 1,14 | 1,55
1,60 | 499 1082 207 | 812 | 6,03 | 3,89 (10,91 404 | 8,25 | 1,08 | 1,60
1,65 | 510 |1099 1,99 | 814 | 6,35 | 3,85 (11,08] 407 | 6,28 | 1,03 | 1,65
1,70 | 5,21 | 11,16 1,91 | 815 | 6,67 | 3,81 (11,24| 410 | 8,30 | 098 | 1,70
1,75 | 531 | 11,30 1,85 | 816 | 6,97 | 3,79 (11,39 412 | 631 | 095 | 1,75
1,80 | 540 | 1143 1,78 | 817 | 7,27 | 3,76 (11,53 414 | 8,32 | 0,91 | 1,80
1,85 | 548 11,55 1,72 | 817 | 7,55 | 3,72 [11,65] 415 | 8,33 | 0,87 | 1,85
1,90 | 5,96 | 11,67 1,66 | 818 | 7,62 | 367 [11,77| 416 | 8,33 | 0,83 | 1,90
1,95 | 563 |11,78| 1,63 | 819 | 8,09 | 360 (11,683] 416 | 6,33 | 0,80 | 1,95
200 | 570 (11,89| 1,60 | 8,20 | 8,35 | 3,92 |[11,88] 417 | 8,33 | 0,76 | 2,00
=200 7,03 (1250 1,60 | 820 |1250| 3,52 |[11,88] 417 | 8,33 | 0,76 | = 2,00
Valores extraidos de BARES (1972) e adaptados por L.M. Pinheiro.
m= u% p = carga uniforme [, = menor vao

62



Tipo

¥

i

S

Gy

2A

¥ i

#

oB

¥

i

MOMENTOS FLETORES EM LAJES COM CARGA UNIFORME

Tipo

:il_=:

Hx

Wy

Wy

2

W

Fy

by

Wy

Hy

1.00

2,02

5,46

2,52

6,17

252|617

2,02

5,46

2,02

5,15

2,02

5,15

1,00

1,05

2,27

5,98

2,56

6,46

270|647

1,97

5,96

2,22

5,50

2,00

5,29

1,05

1.10

2,92

6,20

2,60

6,79

2,87|6,76

1,91

9,65

2,42

5,85

1,98

9,43

1,10

1,15

276

7.1

2,63

6,97

3,02 (6,99

1,84

5,70

265

6,14

1,94

5,91

1,15

1,20

3,00

7,72

2,65

7,19

3,16(7,22

1,77

5,75

287

6,43

1,89

5,99

1,20

1,25

3,23

8,81

2,64

7,36

3,28 (7,40

1,70

5,75

297

b,&67

1,83

5,64

1,25

1,30

3.45

8,99

2,61

7,91

340|757

1,62

0,76

3,06

6,90

1,77

0,68

1,30

1,35

3,66

8,74

2,97

7,63

3,90(7,70

1,58

5,75

3,19

7,09

1,71

5,69

1,35

1,40

3,86

5,88

2,93

7,74

3,99 (7,82

1,47

5,74

3,32

7,28

1,65

5,70

1,40

1.45

4,05

9,16

248

7,83

3,67 (7,91

1,41

5,73

3,43

7.43

1,57

5,71

1.45

1,50

4,23

9,44

243

7,91

3,74 (8,00

1,35

5,72

3,93

7,97

1,49

5,72

1,50

1,99

4,39

9,68

2,39

7,98

3,80 (8,07

1,29

5,69

3,61

7,68

1,43

9,72

1,99

1,60

4,55

9,91

234

8,02

3,86 (8,14

1,23

5,66

3,69

7,79

1,36

5,72

1,60

1,65

470

10,13

2,28

8,03

3,91(8,20

1,18

5,62

3,76

7,58

1,29

5,72

1,65

1,70

4,84

10,34

222

8,10

3,95(8,25

1,13

5,08

3,83

BT

1,21

2,72

1,70

1,75

497

10,93

2,15

8,13

3,99 (8,30

1,07

0,96

3,68

8,05

1,17

2,72

1,75

1,80

5,10

10,71

2,08

8,17

4.02|8,34

1,00

5,54

3,92

8,12

1,13

9,72

1,80

1,85

5,20

10,88

2,02

8,16

4.05|8,38

0,97

2,95

3,96

8,18

1,07

2,72

1,85

1.90

5,30

11,04

1,96

8,14

408|842

0,94

5,56

3,99

8,24

1,01

5,72

1,90

1,95

5,40

11,20

1,88

8,13

410|845

0,91

5,60

4,02

8,29

0,99

5,72

1,95

2,00

9,50

11,39

1,80

8,12

412|847

0,88

5,64

4,05

8,33

0,96

5,12

2,00

> 2,00

7,03

12,50

1,80

8,12

4.17)8,33

0,88

5,64

4,17

8,33

0,96

5,72

> 2,00

Valores extraidos de BARES (1972) e adaptados por L.M. Pinheiro.
Pl

m=

100

p = carga uniforme

{, = menor vao
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MOMENTOS FLETORES EM LAJES COM CARGA UNIFORME

¥ I_(a ¥ 3 ‘I’
Tipo p '“azﬁl ) Tipo
T b 8 | 'I-h

(el B by o I by o | Wy | Ww | TEE
0,30 11,33 | 1589 | 2644 | 1044 | 1422 | 2555 [ 41,89 | 77,00 | 0,30
0,35 1063 | 1560 | 2719 8,85 1286 | 2237 | 3569 | 6294 | 035
040 9,94 15,31 25,94 7,25 11,50 19,19 2950 | 43,88 0,40
045 9,13 1448 | 24 47 6,22 10,29 16,82 26589 | 4136 045
0.50 832 1264 | 2300 520 928 14 .44 2228 33.64 0,50
055 756 1295 | 2156 4 57 8,35 12,82 1964 | 2876 055
0,60 6,83 1225 | 2011 3,94 742 11,19 17,00 | 2367 0,60
0,65 621 11,59 18,71 3,46 6.76 9,94 1526 | 2055 0,65
0,70 5,59 1092 | 17,31 2,98 6,10 8,69 1351 | 1743 | 0,70
0,75 5,09 1024 | 1586 | 261 5,54 7,77 12,28 | 1538 | 0,75
0,80 4,59 9,55 14,41 2,23 4,98 6,84 11,056 | 13,33 0,80
0,85 4,16 9,09 13,61 1,96 4,65 6,15 10,12 | 11,91 0,85
0,90 373 8,63 12,80 1,68 43 546 9,19 10,49 0,590
0,95 3,29 8,14 11,94 1,47 3,97 4,96 8,45 949 0,95
1,00 3,05 7,64 11,08 1,26 3,62 4,45 771 848 1,00
1,05 3,05 794 11,31 1,23 3,68 445 7,80 848 1,05
1,10 3,06 8,24 11,55 1,19 3.74 4 46 7,88 847 1,10
1,15 3,06 853 11,78 1,16 3,80 447 7,97 8,46 1,15
1,20 3,07 8,83 12,01 1,12 3,86 447 8,05 8,46 1,20
1,25 3,03 9,01 12,12 1,09 3,90 4,47 8,09 8,46 1,25
1,30 3,00 9,19 12,22 1,06 3.93 447 8,13 8.46 1,30
1,35 297 9,38 12,33 1,03 3,97 4,48 8,17 846 1,35
140 294 956 12,43 0,99 401 4,48 8,20 845 1,40
145 291 9,74 12,54 0,96 405 4,49 8,24 845 1,45
150 2,88 992 12,64 0,92 408 4,49 8,28 845 1,50
155 | 284 | 1004 | 1269 | 090 | 409 | 449 | 829 | 845 | 155
160 | 281 | 1016 | 1274 | 088 | 410 | 449 | 829 | 845 | 160
165 | 277 | 1029 | 1280 | 086 | 411 | 449 | 830 | 845 | 165
1,70 2,74 1041 | 1285 0,84 4,12 4,49 8,30 845 1,70
1,75 2,70 10,53 | 12,90 0,582 4,13 4,50 8,31 8,45 1,75
1.80 266 1065 | 1295 0,80 413 4,50 8,31 845 1,80
1,85 2,63 10,77 | 13,00 0,78 4,14 4,50 8,32 8,45 1,85
1,90 2,59 10,90 | 13,06 0,76 4,15 4,50 8,32 8,45 1,90
1,95 2,56 11,02 | 1311 0,74 4,16 4,50 8,33 8,45 1,95
2,00 252 11,14 13,16 0,72 417 4,50 8,33 845 200
=200 252 12,50 13,16 0,72 417 4,50 8,33 845 =200

Valores extraidos de BARES (1972) e adaptados por L.M. Pinheiro.

e
m= g II}DD p = carga uniforme { =menor valor entre [,e 0y
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MOMENTOS FLETORES EM LAJES COM

CARGA UNIFORME

¥ '-I(a ¥ fa |
Tipo 2 I ) ? | Tipo
l X ’777777] %

Y= f e Wy Ly Uy TR Wy Ly s Wy | ww |75 ﬁ
<030]-1250 | 5000 | 078 | 622 |-1250 (5000 | 211 867 [ 1456 | 3700 | =030
030 |-733 (4308 | 078 | 622 | -48% | 3833 | 2,11 867 | 1456 | 3700] 030
035 | -517 | 3998 | 1,89 | 789 | -257 | 3308 | 318 | 974 [ 1484 | 3553 ] 0,35
040 | -2.00 (36,87 | 300 | 956 | 025 | 2783 | 425 | 10,61 ) 15,13 {3406 | 0,40
045 | -1,78 | 3389 | 362 | 1054 ) 054 | 2394 | 452 [ 1077 [ 1426] 31,21 ] 045
060 | 066 3091 424 (11,62 132 [ 2004 | 480 | 10721340 | 2836 ) 050
055 ]| 025 (2802 462 | 1182 162 | 1740 | 486 | 999 [ 1248 | 2526 055
060 | 1,06 | 2513 [ 500 (1211 192 | 1476 | 492 | 926 | 11,56 | 2217 | 0,60
065 | 147 [2290| 525 1212 191 | 1291 | 468 | 855 [ 1081 ] 1963 | 065
070 | 188 | 2066 | 549 | 1212 190 [ 1106 | 443 | 7,84 | 1006 | 1708 ] 070
075 ] 206 [1884 ] 561 | 1181 182 | 986 | 414 [ 715 | 942 | 1517 ] 0,75
080 | 223 [1702] 572 [ 11650 173 | 865 | 386 [ 645 [ 877 | 13251 0,80
085 ] 226 [1559| 566 |1105) 164 | 778 | 359 | 586 | 819 | 11,87 | 0,85
090 ] 228 [1416] 560 [ 1059 ) 154 | 691 | 3332 [ 526 [ 760 | 1049 ) 090
095 ] 225 [1299| 548 | 1007 ) 140 | 625 | 3,11 4,81 712 | 950 0,95
100 ) 221 [11,82] 536 | 955 ) 126 | 559 | 288 | 435 | 664 | 851 1,00
105 ] 233 [ 11,91 572 | 991 125 | 659 | 298 | 437 | 682 | B850 1,05
110 | 245 [1200] 608 [ 1027 ) 124 | 558 | 308 [ 439 [ 699 | B850 1,10
115 ) 257 (1208 | 644 | 1062) 124 | 558 | 318 | 441 717 | 649 1,15
120 ] 269 [1217 | 680 [ 1098 ) 124 | 557 | 327 [ 443 [ 734 | 848 1,20
125 | 267 (1220 709 | 1120) 120 | 657 | 334 | 444 | 744 | 548 1,25
130 | 264 [1222| 737 |1142| 117 | 557 | 341 | 445 | 754 | 847 | 1,30
136 | 262 | 1226 7566 | 1164 114 | 657 | 349 | 446 | 764 | 647 1,35
140 | 259 [1228] 793 | 1185 1,11 558 | 356 | 447 | 773 | 84T 1,40
145 | 257 (1231 ] 822 11207 ) 109 | 558 | 362 | 448 | 783 | 846 1,45
1650 | 254 (1233 850 | 1229) 106 | 558 | 370 | 449 | 793 | 846 1,50
155 | 256 | 1235 B68 [ 1237 | 104 | 558 | 374 | 449 | 797 | 846 | 155
160 ]| 258 [1236] 8686 | 1245] 1.1 558 | 377 | 449 | 8,00 | 846 1,60
165 ] 259 (1238 904 | 1253) 099 | 557 | 3,81 449 | 804 | 646 1,65
1070 ] 261 [ 1239 ] 922 1261 097 | 557 | 384 | 445 | 808 | 546 1,70
175 263 [ 1241 ] 941 | 12668) 095 | 557 | 388 | 450 | 812 | 846 1,75
180 | 265 (1242 | 959 [ 1276) 093 | 557 | 3592 | 450 | 8,15 | 845 1,80
185 | 267 [1244 ] 976 | 1284 ] 09 557 | 395 | 450 | 8,19 | 845 1,85
190 | 268 [1245] 994 [1292) 083 | 556 | 399 | 450 | 823 | 845 1,90
195 | 270 [ 1247 | 1013 | 1300) 086 | 556 | 402 | 450 | 826 | 845 1,95
200 ) 272 [1248 1103111308 ) 084 | 556 | 406 | 450 | 830 | 545 2,00
=200 272 | 1248 [ 1250 (1308 | 084 | 5566 | 417 | 450 [ 833 | 845 | =200

Valores extraidos de BARES (1972) e adaptados por L.M. Pinheiro.
n1=;z% p = carga uniforme { =menor valor entre f, e (3
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Anexo 2: tabelas das constantes . Onde i,j correspondem a linhas e

colunas respectivamente.

Joo b [25) ps Ps  Bs Bs  Bi
I % Z 0 0 0 169
AN R
T N I
1 4 % % % % 1 i 1?6|
e 2 I 0 0 0 17
1 6] —3 Z 5 &£ 0 1 =
A R I
L8| 4 B & & 1 1 ¥
1 9| -2 -2 z 0 0 0 d
110 = Z -5 0o o0 1 -2
| Z8 & 0 o1 0 -
R = T TN
LB % - - 0 o0 o0
1 14| -3 = = o o 1 -
115 ooz 5 & 0 33
A A
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=

=

(]
o]

2 2] & % B 7
2 4| 2 0F 3 & 1 o2 4
2 6| -% ® -%x 0 0 2 1
2 8| & & & 0 1 2 &
2 10 = - = o 0 2 -3
2 2| -% -3 -wm O 1 2 3
2 14| —% 2 - o o 2 £
A e T e T T
3 2 i i + & | H
3 3| 2 £ £ 0 2 0 u
34| i 2 I I 2 1 u
N R T T
37 z X -3 o 2 o &
3 8 I]-:]I-? _“_T} _J~l:|;:. _% 2 | —%
3010 = = —= 0o 1 1 —i5
3011 * % 25 0 2 0 -3
3012 | - -5 1 0 2 1 2
3 14 —% % q_lﬂ % I I _|?42|
315 ¥ %5 &5 0 2 o0 3
o6& 2 2 0 2 1 -B
44l o ok 002 2 g
4 8| % % -7= 0o 2 2 —iL
4 12| -5 - = 0o 2 2 X
4 16 _le J{Izﬁ _Egi 0 2 2 —lll
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Anexo 3: Coeficientes da matriz de rigidez do elemento

J afs b

44

] Eh?
12abil — v

3,1

6,1

(—)
8,1

L1

6.1

(—)
8.2

7.1

(—)
23

8.1

5.4

(—)

9
i

44

A (2) ()

9.1

12,1

(—)
14.1

(=)
15.1

16.1

1.1

"

10,1

(—)
12,2

(=)
14.3

(—)
16,2

(—)
2.1

B+ By

11,1

(—)
12.3

15.3

(—)
16.3

i—)

Symmetric

dd
Lk

124

(—)
16,1

(—)
16.2

16.3

164

4.1

(—)
4.3

44

13,1

(=)
14,1

(—)
16,1

9.1

(—)
10,1

11.1

7.1

(—)
8.1

14,1

14,2

10,1

10,2

(—)
10.3

(—)
6.1

6.3

15,1

(—)
16,3

(—)
11,1

(—)
10.3

11.3

(—)
7.1

1.3

16,1

16,4

(—)
12,1

(—)
12,2

8.1

(—)
3.3

(—)
43

44

4

6

9

11

12
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Anexo 4: Quadratura de Gauss

x&; Coordenadas m Coeficientes de peso, W;
0.57735 0.02691 0.89626 2 1.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 3 0.88888 ().8R388 (.85889
0.77459 0.66692 041483 0.55555 (0.55555 (.55556
0.33998 0.10435 0.84856 4 0.65214 0.51548 0.62546
0.86113 0.63115 0.94053 0.34785 0.48451 0.37454
0.00000 0.00000 0.00000 5 0.56888 (.8R8ES8 0.88889
0.53846 0.93101 0.05683 0.47862 0.86704 0.99366
0.90617 0.98459 0.38664 0.23692 0.68850 0.56189
0.23861 0.91860 0.83197 [§] 0.46791 (0.39345 0.72691
0.66120 0.93864 0.66265 036076 0.15730 0.48139
0.93246 0.95142 0.03152 0.17132 0.44923 0.79170
0. 00000 0.00000 0.00000 7 0.41795 0.91836 0.73469
0.40584 051513 0.77397 0.38183 0.00505 [l,'[}5|1 19
0.74153 0.11855 (.99394 0.27970 0.53914 0.89277
0.94910 0.79123 0.42759 0.12948 0.49661 0.68870
0.18343 046424 (0.95650 B 0.36268% 0.37833 0.78362
0.52553 0.24009 0.16329 0.31370 0.66458 077887
0. 79666 0.64774 0.13627 0.22238 0.10344 0.53374
0.96028 0.98564 0.97536 0.10122 0.85362 0.90376
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Anexo 5: Algoritmo

PROGRAM laje_Carga_Uniforme

I Analise de uma laje maci¢ca usando elementos finitos rectangulares com apenas 4

pontos.
I Material homogéneo com elementos idénticos.

I Malha numerada nas direccoes x- ou y-.

USE main

USE geom

IMPLICIT NONE

INTEGER,PARAMETER::iwp=SELECTED_REAL_KIND(15)

INTEGER::fixed_freedoms,i,iel k,loaded_nodes,ndim=2,ndof=16,nels,neq, &
nip=16,nn,nod=4,nodof=4,nprops=2,np_types,nr,nxe,nye,nlen

REAL(iwp)::aa,bb,d,d4=4.0_iwp,d12=12.0_iwp,e,one=1.0_iwp, &
penalty=1.0e20_iwp,th,two=2.0_iwp,v,zero=0.0_iwp

CHARACTER(LEN=15)::element="quadrilateral’,argv

S AR [ ][ ———

INTEGER,ALLOCATABLE::etype(:),9(:),d_g(:.:),a_num(:,:) kdiag(),nf(:,:), &
no(:),node(:),num(;),sense(:)

REAL (iwp), ALLOCATABLE::bm(:),coord(:,:),dtd(:,:),d2x(:),d2xy(:),d2y(), &
g_coord(:,:),km(:,:),kv(:),loads(:),points(:,:),prop(:,:),x_coords(:), &
y_coords(:),value(:),weights(:),def(:),flec(:),rotl(:),rot2(:),torc(:),N(.),&

mom1(:),momz2(:),mom3(:)
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e Introducao de dados e Inicializacéo e

CALL getname(argv,nlen)

OPEN(10,FILE=argv(1:nlen)//.dat’)

OPEN(11,FILE=argv(1l:nlen)//'.res")

READ(10,*)nxe,nye,np_types,aa,bb,th

CALL mesh_size(element,nod,nels,nn,nxe,nye)

ALLOCATE(nf(nodof,nn),g_coord(ndim,nn),g_num(nod,nels),g(ndof),bm(3),
g_g(ndof,nels),coord(nod,ndim),km(ndof,ndof),dtd(ndof,ndof),d2x(ndof), &
d2y(ndof),d2xy(ndof),num(nod),x_coords(nxe+1),y coords(nye+1), &

points(nip,ndim),weights(nip),prop(nprops,np_types),etype(nels),def(4),&

flec(nels),rotl(nels),rot2(nels),torc(nels),N(ndof),mom1(nels),mom2(nels),mom3(nels

)

READ(10,*)prop

etype=1

IF(np_types>1)read(10,*)etype

DO i=1,nxe+1
x_coords(i)=(i-1)*aa

END DO

DO i=1,nye+l
y_coords(i)=(i-1)*bb

END DO

nf=1

READ(10,*)nr,(k,nf(:,k),i=1,nr)
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CALL formnf(nf)
neg=MAXVAL(nf)

ALLOCATE(kdiag(neq),loads(0:neq))

kdiag=0
elements_1: DO iel=1,nels
CALL geom_rect(element,iel,x_coords,y coords,coord,num,’x’)
CALL num_to_g(num,nf,g)
CALL fkdiag(kdiag,g)
g_num(:,iel)=num
g_coord(;,num)=TRANSPOSE(coord)
g_g(:.iel)=g
END DO elements_1
CALL mesh(g_coord,g_num,argv,nlen,12)
DO i=2,neq
kdiag(i)=kdiag(i)+kdiag(i-1)
END DO
ALLOCATE(kv(kdiag(neq)))
WRITE(11,'(2(A,15))) &

" Existem ",neq," equacdes e a dimenséo da matriz global é",kdiag(neq)

CALL sample(element,points,weights)
kv=zero

elements_2: DO iel=1,nels
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e=prop(1,etype(iel))
v=prop(2,etype(iel))
d=e*th**3/(d12*(one-v**2))
9=9_9(:,iel)
km=zero
integration: DO i=1,nip
CALL fmplat(d2x,d2y,d2xy,points,aa,bb,i)
DO k=1,ndof
dtd(k,:)=d4*aa*bb*d*weights(i)* &
(d2x(k)*d2x(:)/(aa**4)+d2y(k)*d2y(:)/(bb**4)+(v*d2x(k)*d2y(:)+ &
v¥d2x(:)*d2y(k)+two*(one-v)*d2xy(k)*d2xy(:))/(aa**2*bb**2))
dtd(:,k)=dtd(k,:)
END DO
km=km-+dtd
END DO integration
CALL fsparv(kv,km,g,kdiag)

END DO elements_2

loads=zero
READ(10,*)loaded_nodes,(k,loads(nf(:,k)),i=1,loaded_nodes)
READ(10,*)fixed_freedoms

IF(fixed_freedoms/=0)then

ALLOCATE(node(fixed_freedoms),no(fixed_freedoms),sense(fixed_freedoms),
&
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value(fixed_freedoms))
READ(10,*)(node(i),sense(i),value(i),i=1,fixed_freedoms)
DO i=1,fixed_freedoms
no(i)=nf(sense(i),node(i))
END DO
kv(kdiag(no))=kv(kdiag(no))+penalty
loads(no)=kv(kdiag(no))*value
END IF
CALL sparin(kv,kdiag)
CALL spabac(kv,loads,kdiag)
loads(0)=zero
WRITE(11,'(/A))" N6 Disp Rot-x Rot-y Torc-xy"
DO k=1,nn
WRITE(11,'(15,6E12.4))k,loads(nf(;,k))

END DO

nip=1

DEALLOCATE(points)
ALLOCATE(points(nip,ndim))

CALL sample(element,points,weights)

WRITE(11,'(/A)")(" Element x-moment y-moment xy-moment")

mom1l=zero

mom?2=zero
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mom3=zero
DO iel=1,nels
9=9_9(:iel)
moms: DO i=1,nip
CALL fmplat(d2x,d2y,d2xy,points,aa,bb,i)
bm=zero
DO k=1,ndof
bm(1)=bm(1)+d4*d*(d2x(k)/aa/aa+v*d2y(k)/bb/bb)*loads(g(k))
bm(2)=bm(2)+d4*d*(v*d2x(k)/aa/aa+d2y(k)/bb/bb)*loads(g(k))
bm(3)=bm(3)+d4*d*(one-v)*d2xy(k)/aa/bb*loads(g(k))
END DO
END DO moms

WRITE(11,'(15,3E12.4))iel,bm

momZ1(iel)=bm(1)
mom2(iel)=bm(2)
mom3(iel)=bm(3)

END DO

Flec=zero
Rotl=zero
Rot2=zero
Torc=zero

DO iel=1,nels
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9=9_g(:iel)

call forman(N,aa,bb)

def=0
Do k=1,ndof
def(1)=def(1)+N(k)*loads(g(k))
def(2)=def(2)+N(k)*loads(g(k))
def(3)=def(3)+N(k)*loads(g(k))
def(4)=def(4)+N(k)*loads(g(k))
End do
Flec(iel)=def(1)
Rot1(iel)=def(2)
Rot2(iel)=def(3)
Torc(iel)=def(4)
END DO
print* "flecha maxima"

print*, MAXVAL(flec)

print*,"Momento maximo positivo em X"
Print*,-MINVAL(mom1)
print*,"Momento maximo positivo em y"

Print*,-MINVAL(mom?2)
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IF
(argv=="caso02".or.argv=="caso3".or.argv=="caso4".or.argv=="caso5".or.argv=="cas
06") then

print*,"Momento maximo negativo em x"
Print*,-MAXVAL(mom1)

END IF

IF (argv=="caso03".or.argv=="caso05".or.argv=="caso6") then
Print*,"Momento maximo negativo em y"
Print*,-MAXVAL(mom2)

END IF

STOP

END PROGRAM laje_Carga_Uniforme
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Anexo 6: Condi¢cOes de apoio ou contorno

Condicao de apoio Descricao
1 Laje simplesmente apoiada nos quatro
y| 1 bordos
Lx
2 Laje encastrada em um bordo e
yl 2 simplesmente apoiada nos outros
Lx
3 Laje encastrada em dois bordos
y| 3 adjacentes e simplesmente apoiada nos
outros
Lx
4 y Laje encastrada em dois bordos opostos
y A 4 e simplesmente apoiada nos outros
Lx
5 Laje simplesmente apoiada em um
bordo e encastrada nos restantes
Ly 5
Lk
6 y, Laje encastrada em todos bordos
Ly 6
Lx
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