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INTRODUCAO

A descrigao detalhada ¢ investigagdo de diferentes fendinenos naturais que ocorrem em dife-
rentes arcas da Fisica imoderna, 'Biulogia., Economia, Medicina, Ecologia, entre outras, ¢ feita
considerando a pré-histéria (passado} do processo em causa e, em certos casos, o estado do
fendineno no futuro. Os mnedelos matemdticos mais adequados para o estudo destes fendmenos
sio deseritos atraves de equages diferenciais funcionais (EDF). As EDF coustituem um modelo
matemdtico que permite considerar diferentes propriedades caracteristicas de um problema real
aplicado.

Na resolugio de problemas concretos aplicados usando métodos computacionais da Analise
Numgérica, torna-se dificil verificar os critérios tedricos que estabelecem a resolubilidade de win
problemna. Esta limitagio remete-nos a ideia do uso de sistemas modernos de computagao para
a verificagio dos critérios.

As limitagoes dos métodos numéricos tradicionais e os respectivos programas criam condicdes
para a colocagao da questdo sobre a investigagio construtiva, baseada emn métodos de investi-
gagao, orientados para o uso de sistemas wodernos de computagao e na obtengio de resultados
demonstrativos sobre a existéncia e propriedades das solugdes dos problemas em estudo. Estes
métodos sao chamados construtivos (computer-assisted methods).

E de salientar que, va resolugao de problemas usando métodos numéricos tradicionais, muitas
vezes, nao ¢ possivel obter a avaliagio da exactidio da solngiio obtida. Na investigagio cons-
trutiva pode-se construir a avaliagdo a posteriori da qualidade do resultado obtido. Entre os
trabalhos que, de win modg significativo contribuiram para o desenvolvimento da drea construti-
va de investigaciio podemos realgar os trabalhos de W, Kancher[20], WL, Miranker(20]. R.E.
Moor(19], M. Plum[22], R.J. Lohuer(21], S.K. Goudunov(18], B.S. Dobronets[17] e Babenko.
As possibilidades de investigagio construtiva de problemas para EDF surgiram somente nos
tltimos 20-30 anos. Comn base na teoria geral de EDF |, V.P. Maksimov[2] ¢ A:N. Rumyantsev
conceberam métodos construtivos de investigagao aplicdveis a vérias classes de problemas de
frontewra para as EDF. J.S§.P. Munembe[l] concebeu métodos de investigagio construtiva de
propriedades assiinptdticas das solugdes de EDF coin parametros periddicos.

No estudo das solugdes de EDF, vai-se dar particular destaque &s EDF lincares, nomeadamente
as que possuem retardamento concentrado. A solugiao de ua EDF com retardamento concen-
traclo pode, facilmente, ser representada por meio de mna cquacio integral. O método exposto
neste traballio. para determinar a cquagio integral correspondente, tem como centro a matriz
de Cauchy!, que € a base para a obtengdo da solugio de uma EDF, neste caso, do problema de
Cimchy em causa.

OBJECTIVOS GERAIS

e Fazer uma abordagem, de forma siinples, sobre solugdes aproximadas de equagfes dife-
renciats com argumento retardacdo;

e Fazer um estudo, de modo pedagégico e metodoldgico, sobre a teoria de funcionais ¢
operadores continuos e lineares, assiin cotno do operador inverso;

YAugnstin Louis Canchy(1789-1857)-ntatematico franeés




s Abordar a questao sobre a coustrugdo do resolvente para equagdes integrais ¢ a sua apli-
cagdo na construgio da matriz de Cauchy.

OBECTIVOS ESPECIFICOS

¢ Demonstragdo, de forma rigorosa, do teorema sobre a avaliagao do erro da atriz de
Cauchy aproximada para o caso n = 1 e do teorema sobre a avaliagao do erro da matriz
de Cauchy aproximada para qualquer n;

o Concepgao de wn programa de construgdo da matriz aproximada de Cauchy com precisao
garantida.

METODOLOGIA

Para atingir estes objectivos, faremos:

¢ Uso da teoria de Andlise Funcional, Equagdes Integrais, Andlise Matemédtica e da teoria
abstracta das equagoes diferencials funcionals;

e Exploragio da aplicacao informatica Maple, na sua versao 8, para o calculo nunérico;

e A redacgiio final da tese foi feita usando o Latex 2e com o apoio do editor Winkdt.

Tratando-se de caleulo aproximado, ser-nos-ao utels alguns conhecimentos de Andlise Funcional
que envolvemn as nogoes de métrica, convergéncia e alguns teoremas sobre operadores lineares,
especialinente o teorema sobre o operador inverso. Na abordagem da Andlise Funcioual, ter-se-
4 maior atengdo em demonstrar os teoremas de maior interesse para o trabalho a desenvolver,
deixando alguns teoremas sem demonstracio na forma de proposigoes. Porém, serao referenci-
adas fontes bibliogrificas para aqueles que tenham interesse e conhiccer a sua demonstragao.
No final. apresentar-se-i o eddigo do programa construtivo matriz de Cauchy e, em anexo. um
exemplo do [uncionamento do programa.




Simbologia usada

“é isomorto a”
“ignal por defini¢io”
- denota o fim de uma demoustracao
O - demota o fim de nma definigio ¢ sua explicacio
R™*" - Espaco de n X n-matrizes reais A = {a 12y coma norma || - ||
R" - espaco n-dimensional de vectores reais com a normas I
[ - espaco métrico arbitrario

L" =L"[0. 7] - espaco de fungdes somdveis 2 : [0. 7] — B” com a nora

i
def
“5 !L"[fl.T_i = / |:_(f)|fl’f
0
D" = D"[0, T] -espago de fungoes absoluiamenic continuas - (L 7] — B" com a norima
i f

e = el + (o)

C = C[0, 7] - espaco de funcdes contiuns o [0. 7] —= R" cotr a nornsa

ST A
llc = dnax | ()]




Capitulo 1

Elementos de Analise Funcional

1.1 Introducao

A Andlise Funcional [5] € wn ramo da Matemdrica Moderna relarivamente novo qie surgin
no inicio do século NX como consequéncia da fusao de varios coneiros e ideias de ontras arcas
matematicas tais como a Andlise Matemdtica, a .ﬂilg@l'}l'ﬂ ¢ o Geometria. Caracterizando-se
por wma enorie abstraccio, ela aborda os problemas da marematica clissicn de um modo
mnivo generalizado, permitindo, deste modo. que as diversas dreas da natematica possan.
com sucesso, derivar diversas solugdes para problemas especificos. E. praticamente. impossivel
pensar em problemas de Fisica, equaghes diferenciais ¢ cilenlo aproximado sem passar pela
Analise Funcional.

Os espacos métricos trazem-nos a ideia de distancia entre dois elementos quaiscpier de nm dado
conjunto. Explorou-se essa idein até & concepgao de mma nova nocao - o limite. A definicio
de convergéneia nn dado espago métrico facilita o desenvolvimento do cilenlo aproximado a
medida que 56 se pode falar em aproximagao se se tiver a nogao de distineia. Por sua vez.
0% espacos normados apresentam a medida de wn dado elemento de um conjunio permitindo-
Nos # sua comparacao com outros do mesio conjunto. Os espagos de Banach sao dos mais
importantes pois possuem propriedades adequadas ao calento aproximado.  Generalizamos o
conceito de funcao introduzindo o operador. que actua sobre espagos lineares ¢ normados. Os
operacores lineares e limitados, comn as suas propriedades de continuidade ¢ mvertibilidade sao
03 Mais desiacados neste capitulo[)[6][7][8)[11]{14].

1.2 Conceitos basicos

Chamaremos conjunto de partes de X ou sistema de conjuntos de X'« mn conjunto
formado por todos os subconjuntos do conjunto X

Definicao 1.2.1 Um sistema nao-vazio de conjintos R se chama anel se. de A € R B € R

se deduz

ANBeR e ANBcR
Facilmente se pode verificar que AUBER e A\BeR

Observagao 1.2.1 Todo o anel contém @.
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Observacgao 1.2.2 O sistema que contény apenas o Conjunto vazio representa o menor anel
possivel de conjuntos.

Uni conjunto £ se chama unidade do sistema de conjuntos R se pertence a Roe se. para
qualquer 4 € R se verifica
ANk =4

U anel de conjuntos que contém unidade é denominado algebra de conjuntos.

Exemplo 1.2.1 Para gualguer conjunto 4, o sistema R{A4), de todos os sens snhconjuntos
representa wna algebra de conjuntos com unidade £ = 4.

Exemplo 1.2.2 Para gualquer conjunco nan-vazio A, o sistema {0, 4} vepresenta wna dlgebra
de conjuntos com unidade E = 4.

Exemplo 1.2.3 O sistema de todos os subconjuntos lmitados A, da recta mundrica. é nm
anel de conjuntos sem unidade.

Definigao 1.2.2 O sistema de conjuntos R se chama seri-anel se
1. contém ()
esta fechado em relagio a operacao de nterseccao

3.5¢ A€ Re d) C 4, A € R, se pode represeniar A na forma

L

A= U A,

h=1
onde Ag sao conjuntos de R disjuntos dois a dois,

Se. na condicao 3. . puder tomar o valor infinito. o semi-ancl toma o nome de o-algebra.

1.3 Espacgos métricos

Defini¢ao 1.3.1 Chama-se espaco métrico av conjunto £ de elementos (também chama-
dos pontos} .y, z, ... ao qual é associado un munero real d(x.y) denominade métrica (ou
distdncia J, que possui as seguintes propriedades (axiomas da wéiriea):

Ya.y. z € E

1od(e.y) = d(y. x)
2. d(w, y) > 0ed(a, y) =0 se e somente se x =y
. 3. d(x. z) < d(w,y) + dly, z) { desigualdade triangular)
As condigies aciima listadas estao de acordo com o conceiro habitnal de distancia,

e A distancia;




CAPITULO I. ELEMENTOS DE ANALISE FUNCIONAL

— 1uica ¢ negativa;

— 36 pode ser igual a zero se 0s ponios forem coincidentes:
o a distancia de um ponto 2 am ponto y € igual a distancia de g para

A desigualdade triangnlar expressa e (3) é andloga & proposivao cuclidiana e que un lado

de wm wriangulo nao pode ser superior a soma dos onwros dois.

Portanto, o par (E,d) denoia wm espaco méirico. constituido por elementos{pontos) do con-

junto E ¢ amétrica d introduzida neste conjunto.

A existéncia de ma distincia permite-nos definiv a nocao de limite nune espage métrico.

Defini¢ao 1.3.2 Seja dado um espago matrico (F.d) e uma sucessao {r, 322, onde x, €
E.%n e N. Diz-se que o, — x (i, converge para x) ou

lim x, ==
n—2oc

Ve> () 3N :d{wap)<s VE>N
Teorema 1.3.1 O limite de wina sucessdo congergente € .

Demonstragao. Para provar esta assercao. WOMENos @, = £ ¢ &, — i onde @ #. Da
desigualdade triangular podemos obter d(r.y) < d(wx,} -+ d(e,. y). Pordin. o segundo wnem-
bro desta desigualdade tende para zero quando i — 55 cuguanto que o prineiro membro é
nao-negative. Consequentemente d{x, y) =0cx =y M

Teorema 1.3.2 Para VY, y, z,u € E. cumpre-se a sequinte desigualdode:
|d(, y) — d{z,u)| <dla 2y +d(y. u)
Demonstragao. Do axioma de desigualdade wriangular teremos
A, y) < d{z z) +d(zy) <dle ) +d(z w) + i y)

€, segue que
dla. ) — d(zon) < dlu z)+d(y. )

Nesta desigualdade, podemos trocar 2 ey por @ e respeclivamente obtendo

d(z,u) ~d{a,y) dlw. 2} +d{y. u)

Sabu-se que, para qualquer mimero a,la] = o ou o} = —a. Conclnimos gue. de (1.2) ¢ (1.3).
designaldade (1.1) é verdadeira.®

Definicao 1.3.3 Diz-se que a, ¢ uma sucessao fundamental (on de Cauchy) se:

Ve 0 AN dn,. n,) <s Voup> A
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Se ay, for nma sucessao fundamental, pode-se escrover:

i d(,.0,) =0 0

m.p— 2
Teorema 1.3.3 Se wina sucessdo xy, conuverge. entao o wina sucessiao fundameniol.
Demonstragao. Do axioma da desigualdade triangular, segue-se que toda o sucessan conver-
sente ¢ fundamental. Com efeito, se¢ oy — 2. para qualquer que scja = > 0 se pocde encontrar
Nal que d(x,. ) < = para todo n > N, Por isso

At wp) S d(tn, w) +d(m, 2} <z Vimp> N, [ ]

Observagao 1.3.1 Seja (E.d) umn espaco métrico ¢ A/ C £ Entao (M. d) (com a mesima
métrica) ¢ também wmn espaco métrico .

Definicao 1.3.4 Um espaco métrico diz-se completo se qualguer sucessao fancamental for
convergente para um elemento do wesmo espaco.g
1.3.1 Nocoes topologicas em espacos métricos

A nogao de ménrica possibilitou a criacao dos conceitos de bolas ahertas ¢ fechadas que poden
elucidar mais a ideia da convergéncia, Seja (E. d) v espaco métrico arbitvério.

Definicao 1.3.5 Um conjunto B(a.r) de pontos © € £ recebe o nome de bola aberta. com
centro em a ¢ raio v (com relagio 4 méurica d). se

A a) < r
Por sua vez. o conjunto Bia, r] serd bola fechada se
dim.a) <r

Exemplo 1.3.1 No espaco R'. a bola aberta corresponde a0 intervalo (o= v o -+ ) ¢ a bola

»fechada a0 segmento (o — ria + 0] Em R? a bola aberta representa o5 pontos interiores ao
circulo com raio r e centro em a enquanto gue a hola fechada inclui. também. os pontos da
circunferéncia em causa.g

Proposicao 1.3.1 x = limx, sse em qualquer bola B 1) com centro om
3N m, € Blwor) Vo> N

Defini¢ao 1.3.6 Diz-se que umy congunto F C E é fechado se qualquer sncessao {x,}, onde
r, € F converge para um liniite . @ pertence a F.

Exemplo 1.3.2 O segmento a < 2 < b.a € R! é um conjunto fechado. O mesmo acontece
para os conjuntos © > o e < b )

Proposigao 1.3.2 A soma de wm ndmero finddo de conpuntos fechados € tambéne vm conjunio
fechado.
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Proposicao 1.3.3 A interseccao de quaisquer comjuntos fechados ¢ wm congunto fechado.

Definigao 1.3.7 (z-vizinhanga, vizinhanga, ponto interior, ponto de aciumulagao, aderéncia)
Seja (£, d) um espaco métrico, M C Eeuw, € E.
Chamarenios z-vizinhanga do ponto x, a hola aberta B(x,. £).
Qualquer subconjunto de £ que contenhia uma s-vizinhanca de 2, serd chamado vizinhanga
o ponto @,
€, serd chamado ponto interior de M se A for wina vizinhanca de .
o ¢ chamado ponto de acuimulagao de 4 se qualgner vizinhanca de oz, contéin n ponto
de Af diferenie de x,. Ao conjuno formaco por A e por todos os zens ponios de acimulacao
chamaremos aderéncia ou fecho de M. E denotado por {Af).
Segue-se que A serd um conjunto fechado se M = [AM].

Exemplo 1.3.3 FEm R! o fecho do conjunto a < @ < b é o segmento a < a0 < b,
Nuwmn espago métrico arbitrario. [B(a.r)]  Ble.r} .o
Diremos gue um conjunto ¢ contavel(enumnerdvel} se oz seus clemenios pudarem ser colo-

cados e uma sucessao infinite ay o, L 0,

Defini¢ao 1.3.8 (Subconjunto denso, espaco separavel) Scja A/ C E ¢ (£, d} mmn espaco
metrico.
M diz-se denso em F s¢ [M] = F.

E diz-sc separavel se possii um subeonjunio contavel ¢ denso em £

Exemplo 1.3.4 A recta R ¢ separavel pois o conjunio dos nimeros racionais O é conravel e é
denso em R.

Definicao 1.3.9 Um subconjunto M de v espaco méivico £ diz-se himitado se exiseir nina
hola ( aberta ou fechada) e £ que contenha M.

Lema 1.3.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz') [6] Para quaisquer nmiimeros conplexos

e By Y Ya - Y \ _
S w0l ) [ Yl (1.4)

i=] i=1 i=1

onde ¥ ¢ o conjugado de y.

Demonstrac¢io. ¥V mimero a

0< Y (o — oy} (7 — 77) =

i=]

H 1l

it "
Z |:::,-|2 — Z Y — HZ X+ |rr|2 Z [y,-|"'

i=1 i=1 i=1 i=1
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1
Se 3 lyil? = 0 entdo Yy, deve ser iqual a zero, o que prova o lema.
=]

n
, Z a0
. ; - p== | ’ .
Se Y |yl? # 0 entdio a = S—— e o resultado serd a designaldacle (1.4).0

i=1 Z ‘.Ui|2

=1
Se, na designaldade (1.4). tomarmos 2 e y como reais. teremos a desigualdade de Cauchy-
Buniakovski:

n

(Z ) < Z w3 Z v (1.5)

=1 h=1 =1

En seguida serdo apresentados alguns dos exemplos mais comuns de espacos métricos:

Exemplo 1.3.5 Dado um conjunto nao-vazio £, definimos o métrica

Esta é chamada métrica discreta.

De facro, d(z, y) = Ossew = y (cumpre-se o primeiro axioma). Esta claro. tambén. que cutpre-
s¢ 0 segundo axioma pois (e, y) = d(y, ). Para verificaninos o terceivo axiona. suponhaios
que @ #£ . entao se z ¢ {u, y} wremos

V=l y) <d{w z)+d(z.y)=1+1=2
cumprindo-se, deste modo. a desigualdade t.riang-_:;ulm'.
Exemplo 1.3.6 O espago dos nimeros reais. K. cont a métrica
A y) =] =y |

constitul W espaco métrico completo.

Exemplo 1.3.7 Em R"{ou e C") a distancia:

d’("’:: U) = \/("I“l - U])z +.o. T ('Tll - ..“)'rr):l

para & = (&y,...,%,) ¢ y§=

R"(ou C").

Comr efeito. podenios facilmente verificar os axiomas | e 2 da definicio de métrica. Provenios
a desigualdade triangular. Para quaisquer © = (2. w0y = (4. = (z.....%,).
QUETEINOS Provar (ue

"

Z (2 —wp)? <

k=1
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Fagamos . =y — 2y, by = 2 — ye. Por conseguinte z, — . = ap + b A desigualdade (1.6)
tomara a forima

i n "

Z (ap + b )? < Z r’f.f, + Z bf_

k=1 =1 k=1

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Buniakovski ao desenvolvimento do primeiro termo desta
EXPressan, terenios :

"

Z (eag + Dp)?

k=1

k=1

. o : : (h b
O espago R" constitul, entretanto, wmn espaco completo. De facto, seja ay, = (1) ); . g

uma sucessao fundamental ey R”. Entao, para qualquer = > 0. existe N, tal gue:

J) mINag \ , ( ) {”.‘ AN -
A, m,,) = \/(:r;gf — .’r:g ))3 + o () = ))-’ <z
para qualquer m, p > N, Isto implica ¢ue
o)
|y =

F - o I ko ‘
para qualquer m,p > N Do exemplo (4.1), segue que cada sucessao .L‘g Lol converge

quando & — oc. Sendo
TR L) B
hm 2 =
b
€ntao

lim o = (a0,
b

Note-se que o presente exemplo constitul nnia generalizacao do exemplo (4.1) ¢. portanto. a
demonstragao deste dltimo torua-se andloga & deste exemplo para o caso particular e que
n=1,

Exemplo 1.3.8 O espaco Clu, b] das fungoes reais continuas definidas em o < 2 < b . com a
nétrica
A, y) = max | (i) — y(t) |

a<r<h
também é nm espaco métrico completo.
Demonstragao. Seja @ {7) uma sucessan fundamental de fiungdes de Cla. b, isto &

L maxfu,, (£) — iyl ” =(

mp—oc a<in<h’ o
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Esta ¢ precisamenie a definigio de convergéncia uniforme.  Existe wina funcio x() tal gue
2, () aproxitma-se unifortueniente para «(8) sobre o < 2 < b E sabido (UE WA SUHGESSAO
uniforimemente convergente de funcoes converge para uma funcao continma. Sendo assim. umea
sucessao de Cauchy de elementos Clo, b] converge para nwin elemento em Cla.b] e, portanto.
Cla, b é um espaco completo.l

Exemplo 1.3.9 R\{x,} nio é espuco métrico completo. De facto. podemos extrair, em & pelo
menos uma sucessao {2, }, 1, — @, 0 que contraria a definicao de espaco complero.

Exemplo 1.3.10 O espaco C*la. ] das funcdes conthmas 1o seginenta [0, b) com o mérrica
quadratica definida por
1/2
b

d{a, y) = /1( ) — gyt )] i

a
De forma andloga se pode demonstrar a desigualdade de Canchy-Buniakovski na forma intearal

b 2 b i

/ a()y(t)dt | < / w2 (#) et / S8

[f] r [

1.4 Espacos lineares

Sabe-se da .;\lg(::l:n'a linear ¢que um ponio no cspaco tridimensional pode ser representado por
ume vector, que ¢ um conjuno de trés mimeros que indicam as coordenadas do ponto. Dados
dois vectores a = (ay,aa,y) e b = (b, bs, by}, podemos formar um novo vector a 4+ b que
constitui a soma dos outros dois. Podemos. também, consiruir um vector aa = (o). oay. aoy)
que representa o produto do vector por um escalar{mimero} o, também pertencenie 4o mesno
espago tridimensional. O ¢ue se pretende lustrdr com esta pequensa abordagem ¢ gque existem
coujuntos onde pocdemos definiy mna regra para a soma de dols elementos ¢ wina regra para
a nltiplicagio de um elemento desse conjunto por wm escalar. resulrando num nove eleinen-
1o também pertencente ao mMesmo conjimto. A estes conjuios. com as propriedades arrds
especificadas, denominamos espagos vectoriais (ou lineares)[5]{6][3].

Definigao 1.4.1 Um conjunto nao vazio V' de elementos @y, z, ... se chan espago linear(ou
vectorial) se satisfaz as seguintes condicoes:

IV, y, 2z € V define-se a operacio de soma ¢ denotacdo @ + ¢ tal ques

+ y = y + u (comutatividade)
(f} + z) = (4 y) + = {associotividade)
((;) el xw4+l=2 Vol (clanento zero)
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(Y VeV I—weV: w4+ (—-ux)=4(clanento oposto)
2.V escalar o, Ve eV define-se a operagao de multiplicacao an € ¥ owal ques
(a) o{fr) = (af)n
(b) ==
i} . e raea s . R .1 K P i . 3 - o . o1 . P vy M T
3. As operacoes de adigao e mnltiplicagao estao relacionacdas entve si mediante as leis dis-
tributivas:
(a) (o + B = ow + O
(b) a(z-+y)=o0m+ oy

Proposicao 1.4.1 O elemento zero ¢ inico ¢

Proposi¢ao 1.4.2 O vector

Exemplo 1.4.1 O conjunto de todos o3 sistemas possiveis de n mimeros, sejatin reads ou comm-
plexos, @ = (1. %o, ..., 2,) 6 WIN espago vectorial comn as operacies de adicio e muliiplicacio
por escalar definidas por:

(o} + W yee ) = (00 F 0120+ oy + )
almy, Ty, o ) = (. o, L i, )

Para x; € R, 0 espaco ¢ denotado R ¢, para u; complexo é denotado €

Exemplo 1.4.2 O conjunto das fungdes conrinuas sobre nm segmento [a.b]. denotado por
Cla.b] ¢ um espago linear comn as operagies de adicio de funcies o maltiplicacao destas por
escalar definidas de formea habitual:

(f+a)(x) = fle)+oglx) e (of)u)=aflz) oeR

Sabe-se. da Andlise Matematica elementar. que a soma de duas funcdes continuas ¢ também
uma fungdo continua e que o produto de uma fungao continna por um escalar ¢ tambdén e
fungao continua, tornando-se desnecessaria a sua demonstracio aqui.

Definigao 1.4.2 Dois espacos V' e V' se dizemn isomorfos quando se pode estabelecer uma
correspondencia biunivoca compativel com as operacoes em Ve Vo Isto significa que:
de

=

v aT e oy oy pye€V o aT oy el

segie-se:
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Definicao 1.4.3 (Dependéncia Linear) Oselementosx. y. ... de um espago linear se dizem
linearmente dependentes se existem aj....q, e existe pelo menos wn o; # 0§ =
1. ....n tals que:

oo, == () (1.7)

Caso contrario. se a; = (0. i/ = 1. ..., » dir-se-a que sido linearmente tndependentes.
: i P |

Definicao 1.4.4 Se em wn espaco V' ose podem encontrar o elementos linearnnente indepe-
ncdentes e gquaisquer » + 1 elementos de V' osdo linearinente dependenies diz-se que o espaco tem
dirmnensao n. Esta dimensao sera infinita se Vi € N existetn e Vop clementos Hnearmente
incependentos.

Definicao 1.4.5 Chama-se Base de wm espago V' on-dimensional a todo o sisteina de noele-
mentos linearmente independentes.

Defini¢gao 1.4.6 (Critério do subespaco) Um subconjunto nao vazio ¥ de i espago -
near V se diz subespacgo, se. por si sd. coustinui um espaco linear com as operacoes e adigio
e nmultiplicagao por escalar definidas em V', isto ¢

VI C Voé um subespaco se

ax+fBye V' Va,yeV Vo e K =R(ouC)

Observacao 1.4.1 Qualquer espaco linear Vo contémy wn subespaco muilo. formado peio ele-
MENnto Z2ero,

Observacao 1.4.2 O espago linear V& mn subespaco de s mesimo.

Definigao 1.4.7 Diz-se que wun subespago & proprio se este for diferente de Ve contém ao
menos um elernento diferente de zero.

Exemplo 1.4.3 O subconjunto V' C R? definido por V! = {{,4.0) - .y € R} é um sub-
C5Pago.
Com efeito, sejorn v = (1. 4.0} ¢ 6 = (19, 42, 0) . Para quaisquer 0. € R

ou+ Bo = (awy + B oy + Bys, 0} € V7

O conjunto V' emn questio representa o plano 20y, Este é subespaco do espaco iridimensional.
E subespaco proprio € nao trivial. De forma similar pode-se provar que qualquer plano passando
pela origent das coordenadas é nin subespaco assim coto qualquer recta passando pela origen.
Poréut, qualquer plano que ndo passe pela origem nao pode constirnir subespaco de R? pois
140 contéln o elemento zero.

Exemplo 1.4.4 As funcies f(x) = 2", f(2) = &' f(x) = 2" sio linearmente indepencdentes.
Demonstremos: O elemento zero ¢ o funcio f{x) = 0. Se as poténcias forem linearmente
dependentes teremos

oot Lo’ =0 VYo
o que ¢ impossivel, a menos que Ve, = 0.

1 "

O subespaco gerado por 2%, 2! 2" ¢ o conjnnto de todas as combinacoes das poréneias de o

até ™ isto ¢, todos os polindimios de graun menor ouigual a n.
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Exemplo 1.4.5 Os vectores (1,0.0,..,0). (0, 1.0....0). ... (0.0,0. ... 1) de R” sdo linearmenie
independentes e formatn yina base. De facto

a1.0,0. . 0+ ae(0, 10,0+ o+ 0,(0.0.6..., 1) =0 se e somenie se

provando-se, assim, a independéncia linear,

Teorema 1.4.1 Seja @, uni conjunto nio vazio qualquer de clementos de wmn espaco linear V'
Entao existe wm subespaco minimo que contém. i, .

Demoustracao. Com efenno. existe em V' oao menos wn subespaco gue conréin Voo oiodo o
G |

Teorema 1.4.2 A interscceio de quaisquer conpuntos Vo, ¢ bambém um subespago.
Demonstracao. Efectivamente, se

V= ﬂ vV, . xyel”

tarmbém
o+ Sy eV Yo [ |

Definigao 1.4.8 A intersecgao de todos os subespacos que contém o sistema de vectores x,
constitll o menor subespaco que contém x,. A esse subespaco minimo desigha-se subespaco
gerado pelo conjunto x, ¢ denota-se por L{x,).

Proposicao 1.4.3 Dois espagos lincares sdo tsomorfos se. e smnente se tém o mesma di-
mensao algéhrico.
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1.5 Espacgos normados

Defini¢ao 1.5.1 Diz-se que um espago linear V' é normado se. para este. ¢ definida ume
funcao || - || : V' — RZ, denominada norma em E{espaco linear sohre K = R on €). com as
seguintes propriedacdes:

L l«al|Z20 YeeV ¢ |z]=0 seesomente sen =1
20 axli=lal =l VeeVl, o€l
S e I )+ ]| e dl Ve me eV

Exemplo 1.5.1 O espago B" possui a seguinte norma

(1.

Demonstragao. E facil mostrar que as propriedades 1. ¢ 2. se cumprem. Para provar a
terceira propriedade. fagamos

w4yl = (Vi ) (e )P+ (e, + U )4)

= (x; + -_t;;)2 + (10 + ;13)2 A+ ety
= (@) +a5+ .. T '

n
= [lell” + ol +2)

i=|

i n

Bl + (ol + 2 Z 7 Z T

i=1 =1
[ e 73 e [ 1

-
(il + )
Ja que a norma ¢ um valor positivo, podemos exchuir os quadrados nos dois menthros, obrendo

=yl < el + Yol

Quando. uo espaco R". a notma é definida pela Brmula (1.8), este cspaco ¢ denominado es-
pago euclidiano n-dimensional . E importanie notar que um espaco linear pode possuir

diferentes normas. Por exemplo. para o espaco R, podemos definir ontra norma. como se

SCEE:

lalt = max o] Vo= {(xym ..w,). xR
1<i<n
Exemplo 1.5.2 O espaco Clo.b] iorma-se min espago normade com a norma definida por

1A= sup fla). vfe Clod]

a<r<h
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Definigao 1.5.2 Um espaco linear normnado completo denomina-se espago de Banach.

Exemplo 1.5.3 A fungao |z}, € K define uma nora em K. Com esta norima. K ¢ i espaco
de Banach.

No geral, 0s espacos compleros tém maior aplicacan do (ne os incompleros, pois win dos meérodos
de solugao de equagoes € a construgao de mma sucessao de aproximacoes da solucao real e provar
Gue essa sucessao ¢ fundamental. Para o caso de i espaco completo é ficil deduzir que a
SHeessa0 converge para wn eleniento do espaco enn causa.

1.6 Espacgos com medida
Denominamos espago mensuravel ao par (X, A), onde A ¢ uina g-algebra de .

Sejn 10 A — [0, 4+o0] wtna hincao definida numa o-aleebra A, Diremnios que g ¢ aditiva
AL : G g | !

501

4, € A sao disjuntos dois a dois. entao

1

;;.(U A) = Z (A

b= =1
i cliz=se g-aditiva se 1 puder tomar o valor infinito.

Proposicao 1.6.1 ({14]. pag. 12} Seja A wma a-dlgehra ¢ p 0 A — [0 +x] wma fungio
a-aditiva. '

. Se A, BeAedC B entin p(A) < p(B)

A, enddo

n=1"

2. Se {A,} € wma sucessio de elementos de A tais que |

" 2
MO EREDWIEH
=] =]
Denomina-se medida a uma fungio a-aditiva ;1 definida numa o-dlgebra A ¢ espago com
medida ao terno (X, A, ;) onde (X, A) ¢ umn espaco niensurdavel e gy & uma medida cn A.

Se

N = U X,

e (X)) < o¢, diremos que a medida o do espaco X ¢ o-finita ¢ a sucessao {X,} ¢ sucessao
exaustiva.
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Exemplo 1.6.1 Consideremos o conjunto X e fixemos x € X. Dado A C X definimos wina
funcao o, em R{.X') como:
. 1. sene A
dn(4) .
0. sewe A
4, define wma niedida (probabilidade) e R(X). que chamaremios medida de Dirac.
Sejam (X, A, ) um espago de medida e 4w subconjunto de N Diremos que 4 € B wem

medida nula se
dBe A tal que ACB e p(B)=1

Defini¢ao 1.6.1 Chana-se medida superior do conjunto S C E ao mamero

pi{S)= il Y m(B.). B, eB

p

onde B representa wn semianel com undace £

Defini¢ao 1.6.2 Chama-se medida inferior do conjunte S € F ao munero
p(Sy=m(E)—p7(5). B,eB

Definigao 1.6.3 Um conjunto S C F se chiauna medivel (segundo Lebesgue) se .’

115) = 17 (5)

1.7 Funcgoes somaveis

Definigao 1.7.1 Seja o espaco de medida (N, A p}. Uma funcao f{r) definida no conjnmo
A diz-se p-mensuravel se

JTHA) e A

para qualguer conjunto de Borel da recta munérica.

Definicao 1.7.2 Uma fungao f(x) diz-se simples quando é p-mensuravel ¢ rona mm nmero
contavel de valores.
'

Seja f uma funcao simples que toma os valores yy. o Yui i F 45 para i j0 Define-se o
integral de [ no conjunto A mediante a igualdade:

[ 1= 3 vt 4,) (1.9)
:‘l ’ t

onde 4, ={a:x € A flz) = y,}

Definicao 1.7.3 Uma fungao simples diz-se integravel(ou somavel) (et ovdem aomedida )

mum conjunto A se a série (1.9 converge absolutamenie.

Propriedades
Se f g sao integrdvels ¢ k ¢ winn constante . entao
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L[ fle)dp + [ glx)dp = ][}‘ + g(x))dpy

A A

20 [ kf(w)dp =k | f(a)dp
A

A

3. Se { & limitada no conjunto A e. se |f(x}] < M em A, se cinnpre:
/j'(.‘r;)ri.;: < MplA)
A
Definicao 1.7.4 Uma fungao mensurdavel f. definida nm conjunto X de medida a-Anita se

chama somavel em X se ¢ somdvel ein cada subeonjunto mensuravel 4 C X de medida finita
¢ 3¢ para cada sucessio exaustiva {X, } de conjuntos mensurdvels existe o limite

b ._f'(:r;)d,u(:r:)
’ \/

Teorema 1.7.1 Se existe o integral de Riemann

[ ¢ mtegravel em [a, b} segundo Lebesgue e

| stow=

[n.h]

Demonstragao. ({8], pag.349)

Exemplo 1.7.1 A fungio de Dirichler

Dix) = { Lo s ( F"?!(:it{lml:

0. sewé uracional.

é ltegravel segundo Lebesgue mas nao ¢ integravel segundo Riemann.

Exemplo 1.7.2 Qualquer funcao f(x) para a gual o integral f Fle)da existe para ¥V > 0 ¢

e

tem tite finito para £ — 0 é imegravel em o, b] segundo Lebesgne e

/ flx)dy = lllll / U

[.5) 148
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Defini¢ao 1.7.5 [5] Diz-se que uma fungao ¢(t). ¢ € [a. 0] & de variagao limitada sc
const tal, que qualquer divisao do segmento {e. 5] e wn nimero finito de subsegmenios limi-
tados por t;,i=0. ...ntals que a =1, <ty < ... <4, =h cumpre-se a ignaldade

n—1

S lg{tis1) = alt)] < M

i=0

Se o comjunto destas somas for limitado, entdao possul wn valor lnite superior denominado
variagao completa da funcio g(1). que é denotado por
l'J
Var g(1)
7]

Proposicac 1.7.1 4 soma vu a diferenca de duas fungoes de variacdo lwitada &0 tamhém, de
vriagao Hmitada.

Para a demonstragao deste teorema vide ([5], pg. 254).
Exemplo 1.7.3 Qualquer fungao mondrona ¢ de variacao limitada. Com efetio. vaso g(1) seja
nmonétona crescente em [o, b, entao para qualquer divisao deste segniento:

n-1 n—1

Z ly(tizy) — g(t:)] Z lg(tisn) = o(t)] +lg(ta) — glh)] + ...+ {y(h) = 9lt, )] =
r={

i g(b) - g(a)

Outro conceito que merece destagque na Andlise funcional ¢ o integral de Riemann-Sricltjes ([8].
pg. 4006).

Scia g(1), t € [a.b] wna funcio continua de variagao limirada. Seja f uma fungao arbitrdria
neste segmento. Considerenios a pareicao

o=l <t <. .. <t,=h

Escolhemos 7, € {1;,1,21] arbitrdrio e formaimos a soma:

Z Falg(ti) = oltiz))]

=1
denominada soma integral.

Se existe

lin S 1) ~ gl = S

max (fi—f-y)]—0
l$f£n( ! l] =1

onde as sonias integrais nao dependent da divisio do segmento [o.h] nem da escolha de 7. entao
o limite S chama-se integral de Riemann-Stieltjes ¢ designa-se por

5=/mem
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Propriedades

Teorema do valor médio
) b _
/ F()dg(t) < max | f(i)] Var g{t)
Em particular. se g(t) =1

b
[ ] < 1=l mas o)

2. Se g = g1 + g2, entao

/r Yl () /f o (1 //(r.)rmz(f)

i

3. Se ¢ ¢ wua funcio de variacao limitada, diferente de zero somente mun conjunto finito

h
[ rtiate) -

para qualquer fungio f coniinua em [a,b].

ou numeravel de pontos, entao:

b
. Se fé continna em [a, b] entao [ f(#)dg{t) ndo depende dos valores que g toma nos seus
fi

pontos (conraveis) de descontinuidade de 17 especie.

5. Sao validas as seguintes igualdades

/ f(Hdg(t) Y f(e:)

onde ¢ é wna fungao de saltos, iy sdo os saltos de g nos pontos £;.

/)‘ Ylg(t) /f g (£)di

Diz-se que uma sucessao de funces {f,} converge uniformemente e fo. b para mma funcao f
se para V2 > 03N, € N al que para Vi > N, cunpre-se [fo{t) = f(t) < = para f € [er. 1)
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Definicao 1.7.6 Uma fung¢do ciz-sec somdwvel num conjunto V' ose existe umea sucessao e
funcoes shples f,, integraveis ern V' gue convergem untformenmente para f.0

A defini¢ao anerior ¢, efectivaiente, correcta se se observarein as seguintes condices:

O limite

= lim /f” !ir/I“// el {1.11)

existe para qualguer sicessao uniformemente convergente de fungoes siimples mregrdveis
em V.

O limite (1.11) nao depende da escolha da sucessao {f, }.

Propriedades do integral de Lebesgue
Sejain f{w) e g{a) duas funcoes sondveis ¢ b uma constante arbitrdria, entao

Lo Ly = p(4) '
A

JIk i) dp =k [ fla)dp

A A

A existéncia on inexisténcia dos integrais [ f(a)dp e []f(@)]|dp ¢ stnmlrénen,
A A

Se [ éintegravel e A, serd, também, integravel em qualquer conjunio mensuriavel A° €

A = UA,,; 4

Z./U'{n:)’dy
o,

converge. entao a fungio f ¢ integrivel em Ao [ fla)dp =3 [ fla)dp
A reoay,

Se

¢ a série

1.8 Funcoes absolutamente continuas

Definicao 1.8.1 [9] Uma fungdo =(t) diz-se absolutamente continua no intervalo o, 1)
se para qualquer = > 0. 3d > 0, wal que. qualquer sistema de intervalos tao sobreposios
(0. 3} C e, b](k = 1,2, .. n), a soma dos incrementos absolutos de o(t) nestes nrervalos 6
menor gue £ hplica que a soma dos comprimentos dos intervalos ¢ menor gue o, isto &

r

Z |2(A) = (o) <2 se Z(,!j';,. —ag) <o
k=1

k=1
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Observacoes
Uina fungao absolutamente continua ¢ continma:

Uma funcao absolutamente continua ¢ uniformente comhma. a afirinacao contraria nao

é vilida,
Toda fungao absoltamente cominua ¢ de variacac limitada:

A soma, a diferenca e o produro de wm muimero finito de funeoes absolntamente cantinuag
sao absolutamente continuas

Cualquer funcio absolutamenie continia pode ser expressa como noy invegrat indefinido.

1510 &
A

th = () + [ As)ds

ot

Teorema 1.8.1 4 funcao

o) = / fltydt

onde f(1) € wma funcao somduel, é absolutamente continua,
Demonstragao. ([8], pg. 387)

Teorema 1.8.2 (de Lelbesgue)A funcio [ = F'. onde F(x) & absolutamente continua 2 € la, )],
é somduel neste seqgmento e, para bodo 2 € 0. D)

/. fWdt = F(ax) — Fla)

Demonstragao. ([8]. pg. 388)




Capitulo 2

Funcionais e Operadores Lineares

2.1 Funcionais lineares
Definigao 2.1.1 Um funcional ¢ nna aplicagio [ E — K. onde K = B( onC) o £ é win
espaco normado arbitrario.
Definicao 2.1.2 Um funcional é aditivo se:

He+y)=fla)+ fly) Ve yekE
Definigao 2.1.3 Um funcional sc diz homogéneo s

Flaw) = o f()

onde a é escalar

Definigao 2.1.4 Se f for um funcional definido no espaco linear cammplexo. este serd con-
Jugado homogéneo caso
How) =0 f (2}

onde & é conjngado de o

Definicao 2.1.5 Ao funcional acditive homogéneo déa-se o nome de funcional linear. A acli-
tividade e homogeneidade do funcional podeni-se resuinir na seguinte propriedace:

Joa+3y) = af(x) + 3 f(y)

Definicao 2.1.6 Um funcional aditivo conjngado homnogénen chama-se funcional conjuga-
do linear ou antilinear.

Definicao 2.1.7 Um funcional linear [ definico sobre o espago £ diz-se continuo s¢
Ve >0, Va, € E existe ma vizinhanga U do ponto z,, tal que

| flw) = fla)| <z VaelU
Exemplo 2.1.1 O produto escalar de dois vectores
fla)=(r.c)=x1.0 +woco + ...+ 6,0, YueR"

onde ¢ = (¢y. ... ¢,) € um vector constante de R”. representa wn funcional linear em R,

.‘)(_J
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2.2 Operadores lineares

Definicao 2.2.1 Sejuin X e ¥ espacos métricos ¢ O C X, R C Y. Chimna-se operador
A D — Raregra que associa um x € D aum valor y € R e é denotado por Az on Af)
A correspondéncia entre e y 6 representada na forme:

y= Au

O conjunto Dy de todos os valores possivels de @ ¢ denominado dominio de definigao do
operador A.
A cada ponto y € R que pode ser escritn sob a forma ¢y = Ax chana-se Imagem do valor .
Ao conjunto de todas as imagens se dencmina contradominio de A e designa-se Ty

—

Dado um conjunto £ C D. O conjunto de todos 0s valores y = Awon € E & designado imagem
do conjunto E ¢ denota-se A{E).
Note-se que a nogio de operador lnear sirge como umna generalizagao da ideia de fungao para

o caso especifico dos espacos lineares.0

Definigao 2.2.2 O operador A diz-se aditivo se :
A(my +me) = Aay - Aug Yoy €8

Defini¢ao 2.2.3 O operador A ¢ homogéneo se:

Aloz) = o(Az) Yo €N e Voescolur

Propriedades principais de operadores lineares

o Sc o operador A ¢ aditivo, entdo

A =10
o A{—un)=—-AxViec X

e Se A ¢ aditivo e homogéneo, entao

I 1

A(Z apry) = Z 0 Ay,

h=1 b=

(propriedade da diseributividade do operador)

2.2.1 Operadores continuos e locais

Definicao 2.2.4 (8] Um operador A : X — Y se diz continuo no ponto x, € Dy se
¥ vizinhanga V do ponto y, = Az, € R, . 3 vizinhanga U . do ponto z, . tad ques

Ar eV Yo elinDya
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Por outras palavras, o operador A serd continuo no pouo x, € Dy se
Ve>0 30>0 wlqueVe € Dy d{e ) < é  cumpre — se

d(Aw. Ax,) <=z

onde d e o definemr méwicas em XN e ¥ respectivamenre. O operador serd continuo se for
continuo para cada 2 € Dy

Definicao 2.2.5 Um operador A diz-se linear se {or aditivo e conriimo.

Teorema 2.2.1 (continuidade do operador) Se v operador adiivo A for contivuee num
! .
ponto X, € X entdo ¢ continuo em coda ponto do espaco N, quer dizer, & linear.

Demonstragao. Scja @, € X ¢ 2, — &, elao &, — o+ 15, — 2,
Como consequéncia da continnidade de uimn operador A no ponto .
Az, — Au+ Au, = Aluw, —w+ )

2. portanto

Aw, —Axs—0 ou Ar, — Az 1

O teorema 2.2.7 leva-nos a un critério de verificacio da linearidacde de wm operador. Para
tal. basta-nos apenas verificar o sua continuidade. por exemplo. no ponto x = (0. Jd que, para
um operador aditivo A0 = 0, entao a coutinmdade de A no ponto O significa que. se x, == ()
tambeém A, — 0. Os funcionais lineares sao uin caso particular dos operadores linearves,

Definigao 2.2.6 Um operador A : X — Y. onde X e ¥V 20 espacos funcionais. se diz local
se os valores de ¢{t) = (Ax)(1) em qualquer vizinhanca de 1 = 4 dependem apenas do valor de
(1) na mesma vizinhaga,

2.2.2 Exemplos de operadores lineares
En seguida apresentam-se alguns exemnplos de operadores lineares mais conuns:
Exemplo 2.2.1 O operador unitdrio (ou identidade)
lr=uw VaelX
Exemplo 2.2.2 O operador nulo

Or:=0 VYecX

Que estejn claro gne o 0 do primeiro membro representa wm operador enganto que o do
segndo membro ¢ o cletento zero do conjunto R,
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Exemplo 2.2.3 Sejam D =R =N =Y = Clu.b). Para qualquer fingao K2 R* — C defi-
namos o operador A 2 Cle, b)) -= Cla, b] por:

b

(Af)(z) = / Kz, ) fy)dy 9f e Clol) 2.1)

n
A ¢é designado operador linear integral emn Clo. b enquanto gue A& o micleo desse operador,
Observacao: Perceba-se bem a diferenga dos significados dos paréntesis do primeiro membro
da equagao 2,10 ¢ definida uma fungao (A f) pela afinnagao de que o sen valor ens . (A f) ().
& dado peto integral do segundo memhro.

Exemplo 2.2.4 O operador % de diferenciagao € nn dos mais ilustrarivos exemplos de oper-
adores locais pois. sabe-se uito bemn gne a existéncia da derivada nom dado ponto depende

nito do valor da funcao dada na sna vizinhanga,

2.2.3 Operadores limitados

Defini¢ao 2.2.7 Um operador A X = X diz-se¢ lmitado sc 3C = const tal que
Az < Cllz)]. Yre XN
Teorema 2.2.2 Um operador aditive € linear se ¢ somente se este for limitado.

Demonstracao.

1. Da necessidade
Seja A um operador linear ndo linitado. Por conseguinte, Vo >0 3a, € X tal que

Az, || > nfjr (2.3)

Pode-se ver que Aw, #£ 0. ¢ também @, # 0

1 ki
Suponhames que @, = =5

oz, il
IS Wl — 1
}.;IH.(IO ”.L”” =4 - {)
Por outro lado, como consequéncia da homogeneidade de v operador linear

, 1
Ar, = w—fl—wA.':;,,
THEM|
oy . : . i -~ -

De (2.3) segue que ||Awx, || > 1 e, por isso.Az, nao wnde para 0. o qne contradiz a
continuidade do operador AL Prova-se, assim, que A ¢ limitado.

Da suficiéneia
Seja A um operador aditivo limitado, 1s5to-¢,3C

[Az]] < Cfl]]

Se @, — 0, isto é, ||, || — 0, entio de (2.4) segne que [FAz, | — 0. ist0 ¢ Arx, —
como A ¢ coniimuo no powo 0. de acordo com o teorema (2.2.1), ele é lincar.
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Definigao 2.2.8 O valor minimo da constante C' que satisfaz o condigio (2.2) é designado
norma do operador A ¢ denotado [|A]].
Deste modo

|A] = sup [|Az]l

=l <

[Ax] < JAlllle]] ¥ € X

Da homogeneidade do operador lnear pode-se dednzir a seguinte fdrmla;

IA|| = sup ||Ax]|

[lrl|=1

2.2.4 Espago de operadores lineares

O objectivo desta abordagem € a definicao das principais operacoes sobre operadores.

Sejam dados os conjuntos X e ¥ que sio subconjuntos de mn dado espaco linear ¢ seja S
0 espago de todos os operadores lineares que actuam de N em Y. Este espaco sera denotaco
por S(X,Y). Sejam dados. também. os operadores A, B € §(N.Y).

Definigao 2.2.9 A soma dos operadores A ¢ B, denotada por A + B. ¢ mn aperador C
definido como:

Co=Ar+Bx. VYrelX

enquanto gque o produto do operador A por v escalar(real) o serd também. un operador
C desta feira definido como:

Cr=0(Ar). Vre X
U

Definigao 2.2.10 Sejam dados os operadores A - N —= YV ¢ BV — Zonde N Y e 7 sio
subconjuntos de wm espaco linear. O operador produto BA : X — Z ¢ definido por

(BA)z = B(Az). Vae N VAzeY

O produto de operadores ndo goza da comutatividade. isto é:
(BA) # (AB)
Propriedades do produto de operadores
o C(AB)=(CA)B
o B(A; + A;} = BA, + BA,
e (B, +B;)A =B;A +B,A

No geral, tém particular interesse o operadores gque actitam sobre espacos de Banacl,
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Proposicao 2.2.1 Sejun N e Y espacos normados. O conjunio de todos os operadores -
itados X — Y & wm espago normado com as operacoes de adicdo e maltiplicagao por escalar
defiiidas anteriormente ¢ a norma tanhém. definido anterviormente. Este espoco sevd denotado

por B(X,Y). Se N =Y teremos B(N, X'}

Demonstragao. Provemos, antes, gue B(X. Y} ¢ nm espaco linear. Se A.B € B(X.Y),
entao Vo, ¢, d, e escalares ¢ .y € N teremos

(A +dB)ex +by) = cAlew+by) + dBlew + by)
ceAr + chAy -+ deBu + dhBy
e{cA + dB)a + bcA +4dB)y

aproveitando-nos das operacoes de adicao. muliplicagao por escalar e ainda da linearidade dos
operadores A e B. Cousequentemente o operador ¢A + dI3 & linear. Portanto

HeA +dB)z|| = |[cAx + dBua|
< JellAsl+{d] B
< (el FAf T4 TIBID=]

Vo € X seguudo a definigao (2.2.8). Concluimos que cA + dB é lhmirado e

(A +dB)z| <fetl[Afl+ 4B} =

r

A proposicao anterior tem extrema nilidade na definicio de séries convergentes de poréncias
de operadores.

Defini¢o 2.2.11 Sejam ), #a, ... elementos de un espaco normado. Diremos que a série > x,
converge absolutamente se a série nmérica Y ||z, ]| converge.

Note-se que a convergéneia absoluta da série Y, ¢ ludependente da sua convergincia o
sentido da norma.  Contudo, num espaco de Banach, o convergéncia absolura implica con-
vergéncia no sentido da norma.

Teorema 2.2.3 Uma séric absolutamente covueryenic v espaco de Banach é convergente.

o e
Demonstragdo. Deve-se provar que, se > {lz,|| converge, entio 3x @ > x, — z, ou se-
ne=l nzl

Ja, se
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Usando o critério de convergéncia de Canchiy, 1eremos

Fi-+ rivkg

Snsp = sull = || Z w|| < Z el = O quando 1 —0

=) =

pois _ [lo,]| € convergente. Consequentemente. {s,} é mna ancessio fundamental mnm vspaco
de Banach convergindo. assitn, para wn elemenio desse mesmo espaco.®

Proposicao 2.2.2 Os termos de wina série absolutamnente convergente de operadores lincores
linitados podem ser reagrupados e multiphicados entre si bermo a termo.

Falemos. agora. das séries de poténcias de operadores. as quais sé podenn ser definidas an

B(X. X)

Proposicao 2.2.3 Sejorn A, B € B(XN. X). entio o operador AB é linmitadn e lineur o,

IAB] < [[A][IIB] (2.6)

[

Demonstragao. Aplicando a fdrmula (2.5) duas vezes, teretnos
IABe] = [ A(Ba)| < [AIIBa] < JA B[]

Teorema 2.2.4 (Séries de poténcias de operadores) Sejo A € B(N.N) e {c,} nma sucessio

wumerica. Se o série
ja ol

Y Al
n=()

converge absolutamente, entao a série
™

S A"

n=fl

de operndores converge absolutamente pare wn elemento de B{N_ N).

Demonstragao. Segundo a designaldade (2.6) {|A%|] < JA|%. Por conseguinee [|A%] <
TAIFHALD < TA® por af em diante e, gencralizando

A" < [|A]"

o0 2

Porém. dado que 3 |e,|||A]]" converge conclui-se que S ile, Al rambém converge . Por isso
r=M w=0

.

Y. A" converge absolwtamente ¢, pelo voorema ( ) esta mesma série converge para um
n=0 .

elemento de B(N, N).®
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2.2.5 Operador inverso

Definicao 2.2.12 Um operador A : X' — Y se chama invertivel sc Vy € R, o cquacio
Ar=y
tem solucao unica.

Se A é invertivel, a cada y € R associa-se wn ico z € Dy que ¢ solucio de Aw = g
Ao operador que permite realizar esta correspondéncia chama-se ingerso de A e denota-se por
A=l

Teorema 2.2.5 Um operador A7V iwverso do operador linear A, ¢ fanhém linear.

Demonstragao. Sejam o= A y = Arn. Entao. para quaisquer escalares oo

AT GAE + dAY) A HeAL +dAR)
ATYAC + Adn)
ATTA(cC 4+ dy)
£ + dyy
cAT & u’.Awly

Teorema 2.2.6 Se A . N — Y 6 ivvertivel. entio A~ & invertivel ¢

(A7)'=A

-1

Demonstragao. Se A™! existe, entao. worna-se dhvio que exite wina relacgio de mm para um

entre X ¢ Y.H
Teorema 2.2.7 Se A - XN —= Y ¢ invertivel. entio
AAT'=T1: N =N ¢ AT'TA=1V =Y

Demonstragao. A primeira parte segue da aplicagao de A na equacao y = A" lx com Ay = .
Para a segunda parte, toma-se © = Ay na equagio y = A~'c.l

Teorema 2.2.8 Sejo A : N — Y wm operador invertivel. Se B 0 Z — Y. entin AB ¢
muertivel ¢

(AB)"' = B-'A""

Demonstragao. Vo € ¥ dly € N o = Ay e 3z € Z: y = Bz consequentemnente.
2= ABz. Temos ainda 2 = A~y ¢ y = o portanto 2 = BT'A™"w quando 2 = ABz. o que

Prova s ecplacao (2.7),
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Proposicao 2.2.4 Secjmm A : N — Y ¢ B Y — N Sejaw tombéinm AB = 1) e BA

Entio A e B sao inversiveis ¢, além disso, cumpre-se
A'=B ¢ B'=A

Demonstragao. vx € Y Jy € N Ay = 2, vomeadamente y = Buo Se y & ral que
Ay =z entao BAy = y = By, assini y ¢ unicamente determinado por a.g

Teorema 2.2.9 Seja A - X — Y wm operador aditivo. As duas afivmacins sdo equivalentes:
Lo Aw = [ possu solugao dnici:
2. Az =0 possui solucdo trivial.

Demonstragao. Suponhamos que Az = 0 ndo tenha solucao mivial. isio ¢ 3§ 0 AL = 0.
Suponhamos. também. quen é solucdo de Ax = f. Entao E44 ¢ solucio de Az = [, Realmente,
: S| . . Q) 4 )

AlE+n)=AS+Ay=0+f=/f

Logo. se £ # 0. a solngio de Az = f ndo é dnica.
n

Teorema 2.2.10 A condigio necessiria e suficicnte paro o existéncia e lincavidade do operador
fnuersa ¢ o sequimnte:
Im >0 VaeeXN |Ax|] > ml

e, aldm disso

1

A=) = —

I
Teorema 2.2.11 (operador inverso) Seju A X — X, wm operador linear lanitado. onde
N 6 wm espogo de Buanach. Se |A| < 1, entio 1 — A € invertivel (1 — Ay~ @ limitado ¢
cimpre-se

1
1= Al

Demonstragao. Construimos o inverso usando uma série binomial. Dado que ||A]] < L
= )

i1 - A <

oc
STA converge absolutamente. Consequeniemente. pelo teorema (2.2.4).0 3 A" converge
n=( n=n0
para i operador lnear lhimitado.
o ol o
T—A)> A" e (Y AM{T = A). concluindo que sao ambos ignais a /. Gonseqnentemente
=0 n=0

o)

(I-A)"' =) A"

n=0N

Daqui teremos.pela fornmila (2.6), |(I-=A) ) =1 3 A" < 3 A7) < Z A" e Z A" =

n=f() n=f) n=n

T-A)'m




CAPITULQ 2. FUNCIONAIS E OPERADORES LINEARES

Coroldrio 2.2.1 Sejam A ¢ A, = A+ A operndores lincares limitados. com ||A7YH] € o ¢
Al <4, onde o6 < 1. Se x ¢ w, satisfazem

Ar=0 ¢ A,n,=D

entao

Demonstragao.

(A, —A)— A"
(I-A'A) —1A

(T~ AT = AT A AT
ATTAT - AT A)”

Consequentemente

o= < IIAJ’IIIIL}-IIII(I—A.T‘A)"Illl-‘f:ull
o)

izl
L=ilA A

Servindo-nos da férmula (2.6) e do teorema (2._ 11}, notarmos ¢ue

ard

|l — | < || ||

I — oo

A férmmla no coroldrio anterior é a estimacao do erro. Como se pode ver. id ponea ldgica
na inclusao dos valores de o e 4. Pordin, estes valores vém cobrir. pars muitos casos. a {falra de
conliecimento ou dificuldade do cilculo da norina de dado operador. Com o uso desta [drmula,
precisamos apenas da infortnacan sobre o operador aproximado 4, e da solucio aproximada
ELq. Deste modo, consegue-se uma forma il e rigorosa de estimacao do erro. inesmo quando
se desconhece a solucao exacta x o ainda o inverso do operador A

2.3 Operadores de contraccao

Virias equacoes da Matematica Aplicada podein ser escritas na forma de equacies operacionais
Hin espaco metricao. Tais equacoes podem tomar. entre onrras, » forma especial:

o= Aun
Outras equacdes podent ser manipuladas de modo a possuiren a forma (2.8).
As solugoes da equacao (2.8) sdo denominacdas pontos fixos do operador A.
Defini¢ao 2.3.1 O operador A @ £ — £ sendo (£.d) uin espaco méirico. ¢ denominade
operador de contracgao se existe o < 1 que satisfaz a seguinte condicao:

d(Aux, Ay) < od(n.y). Yoy e E
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I evidente que o operador de contracgido A é sempre continuo, Com efeito. se x, e, forem
escolhidos da regiao de existéncia do operador A e x, — 2. entdo, da desigualdade

d(Am,. Az, < od(u,. o, segne que Awm, — Ar,

Teorema 2.3.1 (de Banach) Se A ¢ win operador de contracodo ew E (espago mélvico com-
pleto), entdo:

1. ewiste wm nico ponto fixo
2. Pura qualquer w, € X, o sucessio {w,} definida por v, = Aw,, conierge para .

Demonstracao. Seja u, € £ um ponio qualquer. Da formula iterativa 1,2, = Az, ¢ da
formula (2.9). temos para qualguer » :

A(psrsan) = d(Ax,. Aw, 1) < od(a,,m,_))
Por svwa vez, d{x,, -1} < ad{a, - %,-4). Prosseguindo n vezes obtetnos:
Ay, ) < ad(a,, 2, 20) <o d(e,_.ox,) < o< od(ey. )

Vamos, agora provar que {x,} ¢ ma sucessao de Canchy.
Seja 1 > 0, entao

d‘(”:m- "I;n) nr( i m—l) =+ ‘("( Lim—1- m—’) ..
- ) , E
(o' am? e+ oYy m,
(o u]
( g o )y @)
i=1
(.l'”'
. (w2,
I —ao
Nota-se que d{:w,,, «,) — O quando mon — 0 Como (E.d) é i espaco méirico completo.
entao a sncessao {a, } converge para un iz que serd o nosso ponto fixo.
A miicidade do ponto fixo segue da condigao (2.9): Se 2’ e =" 530 pontos fixes. entio

d(a’. o) = d(Ax'. Ax") < ad(x' 2

Por conseguinte, J{:’, clel ' ="

Pode-se abservar ¢que o teorema de Banach € valido para min zubespaco fechado F e £ se
o conjunto de valores do operador pertencer a F.

Exemplo 2.3.1 Se considerarmos a fungio f{(x) = 2 + ™ como um operador que actua do
M . -+ -3 . . . f . - . J.- . ~ H =~ .
conjunto R™ cru i mesno, vamos notar que f() ndo ¢ operador de contraccio pois nio satisfaz

as condicoes da definigao anterior. Comn efeivo. Va. y € BY temos

Lf Gy = Sl = 1 () = flydy = | = . S = =l ()
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para o < z < y. pelo teorena do valor médio. Suponhamos que do < 1 que satistaz a condicao
(2.9), entio teremos

17 () = Fnll = o = wlllf (2)] = e = yll-(F =€) > allr = g

—a)

: 1 N T ‘. -
para @ e y (¢ portanto ) maiores (ue — log( o que contradiz 2.9, Conseguentemente, nao

existe ¢ que satisfaca (2.9).

Exemplo 2.3.2 Seja f(x) uma fungio real diferencidvel . definida no segmentn {0 0] C B, L
oo b — Ja bl Pretende-se resolver o equacio @ = f(a). o que equivale a achiar o ponto de
inrersecgao do grafico de f{x) com a vecta y = .

A fungao f(2) ¢ um operador actiando no segmento [, 6] que ¢ mn conjunto fechado do espaco
R. Se |f'(#)] € o < 1, entao o operador [ é de courrarcan. Com eleivo. pela formila de
Lagrange, Vo' a” € [a. 0]

V('Y = L= (e (o — 2™ < oldal ~ 27

onde ' <o <’

O reorema de Banach ¢ aplicavel. Por conseguinte. o operador f tem i inico ponto fixo que
pode ser obtido a partir de qualquer ponto iniciat 2, € [0, 6], Esse pouto fixe sard a solugio de
flm) = .

Exemplo 2.3.3 Consideremos o operador do espaco n-dinensional em si mesio. definido pelo
sistema de equacoes lineares

n

Ui = E i+ by

=1

Se A ¢ um operador de contracygio | podemos aplicar o mérodo de aproximacoes sucessivas
para achar @ na equacao © = Am. A escolla da méirica em N definird se A ¢ on ndo um
operador de contracgao . Em R” podemos cousiderar rrés métricas possiveis. cada wma dag
(uals tera as suas condicoes de contracgao:

a) Se d(x, y) = 11253::‘\;' |z — il

dy . gy = maxly, —y; | = max| Z n,,-_,-(:u; - ::;;)| < max Z | ,,||(:; — ‘:)l <
' L L
1 "
thax Z gl max (o — a7 )] =
J
(max Z Jeri; 1yl (e’ )
!
J

donde podemos deduzir a condigio de conrraccao

O fuh) <a<

i
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b} Seja

Pela designaldade de Canchy-Buniakovski, teremos:
(") = Z(Z n?-j(ﬁ;;- - 1;))2 < (Z Z r'f?}-)rfz(.a:’. o
i i P

e nos leva a condicao de contraccio

(Z Zu:ﬂ-) <o <]

dx, y) = Z i = 15
=1

= Z i =i | = Z | Z r:,_,-(:::;- - r';)| < Z Z ]u,—l,-||(_.'r;llj- — .’f:‘;-')l'S
i P o
< (max Z f ) (™)

! .
i

donde podemos deduzir o condicio de contracgao

Consequentemente. se se verifica wna das condicées (2.10). (2.11) ¢ (2.12) . existe un e 1inico
ponto @ = (@ 29, ..., 1) tal que

n
= Z (I.;‘j.'l.'J + b,‘ (F =1.2..... H.)
J=l

Além disso podemos ter aproximagoes sucessivas na forma

.’L'(ﬂ)

= (:r:(,ﬂ}.:::.gm... M)

vl

(:::(j” (lJl B ,!.m)

iy
Lo .
2 S

cdonde
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¢ M pode ser qualquer ponto de B, Qualquer uma das condigoes (2.10). (2.11) ¢ (2.12) &
suficiente para gque o operador A seja de conyracgao.

Nenhuma das 3 condighes € necessaria para que se possa aplicar o méiodo de aproximacoes
sucessivas. Se ;] < Locutuprem-se as 3 condighes e é aplicivel o inérodo de aproximacoes
sucessivas. Se |ag;| = - Cas 3 sonmas sao Igials a | e o metodo de aproximacoes sneessivas nao é

aplicavel.

Exemplo 2.3.4 Vamos obter o teorema de existéncia e unicidade da solucin de nia equacao
diferencial a partir do teorema de Banach. Consideremos a equacio

com a condicao inicial
U|:r:=:r.n = Yo

onde f(ux,y) € contina no rectiangulo Afle = a,| < oy —y,| <) e [ flay)] < Al e floy)
satisfaz a condigao de Lipschitz em relacio a variavel g le.

N >0 |fleg) = fle )] S Klgp— il Yy el {2.15)

A condigao de Lipschitz ¢ satisteita . em particular. se a funcao f{z, y) wem. em . mna derivada
parcial Titada e relagao a y, ie, [g—“ <K

Se ¢ satisfeita a condigio (2.15). pode-se provar que é possivel achar b > 0. suficientelente
pequenc . tal que no segnmento & = [z, — I, @, + I exista uma mica solugio da equacio (2.13)
e que satisfaca a condicao inicial {2.14). A

i
Para tal. fagamos [ y'de = y — y, e. portanto,

W
"

Y=Y, + / flt y)dt

Ty

A equagao (2.16) € equivalente & equagao (2.13) com a condicao inicial {2.1.),

Consideremos o espago Cle, — hox, + h] e denotemos & = Clu, ~ b, +h) e £ Cho
conjunto das tunghes y = y(x) para as quais @ € &y, — b < y(z) < ya + .
No espaco C, o conjunto F ¢ uma bola fechada de raio b ¢ centro ¢ = y,(constante). Conse-
quentemente F ¢ wm conjunto fechado.
Definamos o operador z = Ay, le,

() = yo + / flt-ylthdt ted

Vye F

Verifica-se que todos os valores do operador A pertencen a £ ¢ A ¢ wn operador de contraccan.
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Se y € F. entao Va € 0, o ponto {m, y(2)) € A, Consequentemente o segundao membro da
equacio (2.17) tem sentido e z € C. Além disso [ f(x y(x))] < M el portanto. Ve €4

z(z) =y = | / Flt gy dt] < Ve —m,| < Mh < M’—?

e

Consequentemente z € F.
Sejam y,y € F. = Ay, Z= Ay. Usando a condicao de Lipschitz. Vo € d, temos:

I—I/HJ et //I'r et <

< | / fleulx)] = fle g(z)de] < K| / ly(x) — G| daf <

< Womax [y(a) = y(e)||e —wa] < Kply.idh = coply. )
FED

onde o= Kh < |
Consequentemente p(z,2) < aply, ¥).
Portanto, o teorema de Banach € aplicdvel para o operador A e este tein i ponte fixo gue ¢

inica sohicdo da equacio (2.13) no segmento 4.

2.4 Equacgoes integrais

Comecaremos o nosso estudo com as nogoes de operador integral.
Seja K(2.y) uma fngao complexa de varidveis reais: KN(x.y) é definida no quadrado a <
.y <bhoaeb poden serinfinivos. Esta funcio gera a transformacao imegral:

h

He)=Ap = /1\(’.’, yoly)dy

n

A funcao K(u. y) ¢ denominada nicleo do operador (2.18) .

O operador A € linear, quer dizer:
Lo Ao+ ua) = Apy + A
2. Aloy) = aAg

Designa-se Equagao integral a qualqner equacao que envolve wma funcio 200, desconlieci-
da, ¢ 0s seus integrais, resolvida em fungao de (a). As seguintes equacoes. para 2(5) ¢ A dados

h

Ac=f isto é / K (x, U) (y)dy = fle) u < <D (2.19)

(£}
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b
Ao =)\g isto ¢ / Ka ye(dy = M) a <o < (2.20)
h.
Ao = o+ [ isto ¢é / K{a, )e(dy = Nz + fle) a<u<h (2.21)

a0 conhecidas como Equagoes integrais de Fredholin'. Note-se que nas equaches inte-
grais de Fredholim os limites de integragao sao consrantes.

As equacaes (2.19) e (2.21) sdo wdo homaogéneas enquanto que o equagao (2.20) ¢ homogénea.
Apesar da equacao (2.19) poder ser obtida de (2.21) para A = 0, hd razoes suficicites para a
distingao do tratamento de cada uma delas.

A equagao (2.20) ¢ considerada wm problema do autovalon:

o Para a maior parte dos valores de A, a tnica solucio é ¢ = O(solugao trivial).

o Os valores de A para 03 quais existe a solugao nfo trivial sd0 denominados autovalores
¢ as fungdes () correspondentes sao as auto-funcoes.

Se variarmos o limite superior do integral para b = = teremos uma equagan conhecida como
-~ <} -~ - . . - -
Equacgao de Volterra®. que nio é mais do gue wn caso particular ila equacan de Fredholin

cotn nucheo:
-, (1, y> o o
K{x.y) = . . 2.9
() { KN(ny). y<u. : ( )

As equagoes integrais de Volterra subdividem-se e dois tipos:

e Equacao integral de Volterra de 1% espécie - quando a fungao descontiecida se
encontra somente sob sinal integral,

—
[ Rois
(R
i

N

flx) = / K (a8 2(t)elt

e Equacao integral de Volterra de 2% espécie - quando a funcan desconhecida se
encontra tanto dentro como fora do sinal integral.

£

o) = fu) + A / N (e tyo(h)dt {2.24)

~
onde f(2). N(w, t) 300 fungdes conhedidas e (@) ¢ a funcio neognita.
Propriedades

1. A equacao (2.21) 1em. no minimo. wina s0ligao. a menos que o equacao (2.20) venha uma
solugao nao-trivial.

Erik Ivar Fredholin(1866-1927)-matematico russo
TVire Volterra(186G0- 1949)- nuatendtico italiano
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2. Se v e v sao auto-fnedes correspondentes an mesmo autovalor A da equagao (2.20). cnrao:
a4+ 3
¢ também uma anto-fungao correspondente a A

Chama-se solugao da equagio integral (2.23) ou (2.24) a funcio 2{u) que. ao ser substituida
na referida equagio a transforma numa identidade{em relacio a x},

Exemplo 2.4.1 <{(x) = 3 ¢ solugio da equagio integral de Volierra de 12 espécie 2 =
N

- 2
e = 1) 2 {t)dr
n B . Nl
Com efeito. ao Sl.ll_'JSEJl'.l.lll'l'HOH:' Lereis:
&
it = [ = )7 3dt = 2t = —(x — 1)L, = 27 que & realmente. mma idemidade,
0

Pode-se aplicar o 1eorema de Banach para s equacio de Voltorra de 22 espicie
L

wle)y = flz) + A / K {w. t):{)dt (2.25)

Suponhamos que K(x y) e 2(x) sio continnas quando z.y € [o D). Por conseguinte
K (r )l < A,
Seja A - Cla, b) — Cla. b] definido por g = Af.
Tercmos d{g, g2) = max|g(x) — ga(x)] < IAMD — a)ymax|fi{x) — fa(r)] o que worna A
operador de contracgao (uatido

1

A < M{b = a)

Portanto. quando A ¢ definido pela expressio anterior. a equacgao {2.25) 1em solucio tnica.
As equacoes integrais podem ser resolvidas usando diversos metodos. dos quais se destacan:
1. Método das resolventes
Método das aproxinacoes sucessivas

Seja dada a eqnacao

NN

o) = fla) + A / N {a. ) ()t
i
onde Az, 4) é continua para 0 < <o O0<E<we fla) ¢ cominua para 0 < o <.
O método das resolventes[1(] consiste e

I, Procurar a solucao na fonia

o) = o) + Aoy (@) + Neozg ()
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Achar a funcao
x

Rz, t; A) = Z AR, (:,8)
=0
denominada Resolvente{ou micleo resolvente) da equacio integral (2.26).
Na equacao (2.27)
K
Koofe )= / N, 2)Kou(z t)dz,
'.'

Ny(w, t) = Kz t)

3. Achar a solugao na fornna

3

oln) = flay+ A / Rz b N) f(tydt {2.29)

B

0 método das aproximagoes sucessivas consiste e achar a solugio da equacao integral
(2.24) comor

w(x) = lim ¢, (=)

=D

onde iz, () ¢ determinado iterativamenie
Il'.'-
cp(m) = fle) + A / K ea () n
0

sendo o funcao f(u) frequentemente atribuida a 2, (%) pava iniciar o processo de iteracio.

A maioy parte dos métodos aproximados de resolucao de equacdes integrais basciasse nos
meétndos das resolventes e das aproximacoes sicessivas, Ten-se. como objectivo principal obier
um micleo resolvente aproximado ou as funeoes ireradas numa forma especifica e facil de ma-
nipular. Destacam-se os segnintes métodos aproximacdos:

1. Substituicao do nicleo por um niicleo degenerado
Consiste na substituicao do nicleo A (a. 1) por um wicleo degencrado Lis.1).
Chama-se nucleo degenerado ao micleo que pode ser escrito na forma:

n

Z ap ()b (t)

=1

onde as fungoes ap () ¢ bp(8)(k : n) san conrimias no quadrado o < @ f < he
linearnneute independentes.
Se. na equacao
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substituirmoes i (z, £ pelo micleo degenerado L{w. £) passaretnos a el

HH
n

;\Z(U‘.(.'I)/b;(f) ( fledt

k=1 0

Itrodnzamos as notagoes

Entio. a equagao {2.30) tonia a forma

o(w) = flo) + A Z Crin:(2) (2.31)

fe= 1

sendo €. constantes desconhecidas.
Deste modo, a resolugio de mua oqnac_au mregral com micleo degenerado se rednz a achar
as constantes Cj,  Qubstitnindo a equacio {2.31) na wma equacao (2.30).

LeFEINS

Z{C”' - /bm t T/\ZCLH; (."f u,,,( =10

m=1 =1

Devido & independéncia linear das fungdes a,, ()0 = 1. 2., n) se deduz gue

KA

C, — /hm /\ZCLM (’H = ()

i ez

Ol S8
A

Chn— A Z Cr / ap ()b, (L)t = / b (1) f (1)

= 0 0

Introduzaimos. para simplificar a cscrita. ag notagoes

WA N

U = /-u.k(f)h,,,(f.)(ﬁ,, f = /'h,,,(f.)_['(l)rif

() 0

Obtemos. entao

m — A E ”mef

=1

que ¢ o mesmoe que
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(J - )\rfn)c'l — /\nl-_.Cg - ... /\(I‘;,,C'”
/\"-"_;[c'] - (] - /\('If_)g)clf_) - /\(J-_,,,C,,

/\”'H]C'l + ’\”‘H?C‘? - ...+ (1 - ’\”'rm)c'n

Achemos o determinanie A{A) do sistema (2.32)
].—;\(I]] ’\”l'_’ /\H["
AN = Adiay = Aeras L Aoy,

Ay Allya oo = Ny,

-SU A )\ 0 4} HiSL(:l'llH 232 Le S(i)lﬂf"r-l(')'l‘l]'li(,'?'l C' . C"J _G, e ')U(](' s ”}:I[.if]'d ')f':l(.)
. " | M n 1
méaétodo de Cramer

1 — /\U-]] L ""'/\”-];‘-_.lj‘} - /\””‘-H:,i BN ’\”‘IH
/\”-_31 “ —,\fl-'_);‘._lfg - /\(fgk_;_] Ve /\Hg“

’\”'Hl v —/\”'nk—l.fn - ’\”'H}r-j—i b= ’\”uu

Finaltnente. a solucao da equacao integral (2.30) serd o funeio o(x) dada pela expressao
Y l Ny (=] R T

H
Py = fla) -+ A E Crop ()
Método de Bubnov-Galiorkin Congiste na busca da solucao na forma

n

,,,,(.‘r:) = Z g ()

k=1

onde o sistema de funcdes {m, ()} ¢ escolliido de mado que seja complero no espaco
Lola. b} ¢ as funcoes a(n), wa(a). ... w,{) 520 linearmente independemes para qualquer
.

Os coeficientes ay,(k o ocon) sao determinados comm ajuda da seguinte formnla;

b

() () + Af / N (e, 152, (E)ddt g (1))




Capitulo 3

Elementos da Teoria de Equacoes
diferenciais funcionais

3.1 Introducgao

A teoria das Equacdes Diferenciais Funcionais(EDF)[13] 1eve sen inicio nos finais do séenlo
NV através das investigacies de Bernoulli', Laplace® e Condorcet’. Este ramo teve 1mio
pouca apreciagio por parte dos investigadores no séeulo NIN ¢ nos priveipios do séeulo XX
SG u partir da 38 década do séeulo XX € que se retotiou e, comn mais afinco. o interesse pelas
EDFE. Em vdrias aplicacoes o comportaimento fuinro dos fenémenos ¢ associado as solucoes de
nima equacao diferencial ordindria, quer dizer, o futnro comporiatmenta de uma dada varidvel ¢
definitivamente amarrado ao presente e considerado independenie de qualquer esiado anterior
on posterior. A ideia das EDF surge para cobrir esta lacuna. Nas EDFL o passado o o futaro
podem ter wina inflnéncia significativa sobre wm estado presente de mna certa variavel. £ 0 caso
das equaches com retardamento e avanco- Verifica-se que nmites modelos podemn ser methor
representados usando EDF em vez de cquagoes diferenciais ordindrias, A aplicacio das EDF
estencle-se para vérias areas desde o Biologia. Fisica. Econoia até as Teleconnuiicacoes.

3.2 Nocgoes basicas

Aures de detallies sobre ag EDF. apresentareinos alguimas noracoes que reinos nsar 8o lango
de nossa abordagem[15).
O operador diferencial serd representado por

, d
£(t) = o

O operador A* ¢ o operador adjunto do operador A.
O conjunto de solugoes linearmente independentes da equacao Az = 0 chama-se espago nulo

Ulohn Bernoulli(1667-1748)-matemdtico alemao

a . s — B - PR . -

2Plerre Simon Laplace(1740-1827)-matemdtico frances

SMarquis de Condorcet- mateldticn, filosofo o revoluciondrio franees

49
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ou nicleo de A e denota-se por kerA.
A dimensao do conjunio linear M denota-se ding M.
Defini¢ao 3.2.1 Diz-se que o operador A : X' — Y ¢ noetheriano se:
1. ¢ normalmente resolavel. quer dizer. o conjunto R{A) é fechado:
dimbkerA < o<
3. dimkerA” < o

Ao nimero

ind A = dimberA — dimker A°

chamaremos indice do operador A.

Um operador linear A, actuando de X em wn produio Yy x Yy € denotaclo por win par de
operadores Ay 0 XV — Y e Ap 0 X — Yo, de modo que A = {Ayz. Ayt r € N Portanto,
este operador serd denotado por
A = lA 1. Ag]
Contrariamente. o operador que actua de X; x Xo em Y.oonde Xy, Xy ¢ ¥ sio espacos de
Banach, tal que
Almy, ) = Ay + Agne. 5 € N g € N

sera denotaco por

A = {A] . Az}
onde Ay = A, 0} Agy = A{0, uy}

racdor linear que actna de B> R” em D, onde B.R” « D si0 espacos de Banach, serd definido
pelo parde operadores A 1 B — D e Y R — D, e tal forma g

{A YN8 =Ax+Y3 zeB deR"

Reciprocamente, o operador linear actuando de D e B »x R” serd definido por
d:D—Ber:D—R" de hodo gue

[d, v = {d v}, e D

Se o operador hmitado {A Y} @ B R" — D for inverso do operador .v] : D — B » RB",
Entao
@ = Adx + Yru (3.1)

com
rfA+Y) =9 {:.8}¢€ BsrR"

€. conscquentetnente

Ad : A=t oY =0 rA=0. rY =1

I Vamos particnlarizar estas notaches para casos conereros que utilizaremos adiane. O ope-
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O operador finito-dimensional Y : BxR" — D serd identificado por nm vector (i
D, onde

ft
Y= Z yii A=col(3.. ... a4
i=1
Os componentes do vector-funcional r sao denotados por r,
Sel =2 0 0 D — R ¢ um vector-funcional. X' = (w5 o) & veetor cujos
v € D.entio LN denota a o x pematriz cujas colimas sao valores do vector-fimeional 7 sobre

os componentes de XN = ('x))
Definicao 3.2.2 Diz-se que nma equagao é diferencial funcional(EEDF} se esta possut a

forma

a=Fx (3.2)

onde F é mm operador definide no espaco D das funcoes absolutamente continaas,

Uma das mais tieis e simples formas que pode tomar a equacho (3.2) ¢ a segnimer

3.2.1 Classificacao das EDF

A dlassificacao das EDF pode basear-se em virios aspectos tais como: a dependéneialefeito)
temporal do processo em estudo, a sua linearidace, & posigao do argumento. enc,

Definicao 3.2.3 A equacio (3.3) diz-sc linear sc
flt.o)y=g(t.o) + h(t)

onde a funcao g(i. @) é lnear em g. on seja g(f. ady + Gog) = avglt.o)) + Jg(t o)

Por sua vez, a equagan

flt. o) = qg(t.d)+ h(t)

. Imear homogenea, se
2. linear nao~-homogénea

3. Autonona, se
f{t o) = u{o)
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Definicao 3.2.4 Umia EDF chana-sc integro-di r/lcml quando o variavel independente 4

do segundo membro da @(t) = f(#, (1)) se encortra sob sinal integral.
Além da linearidade e da posicio da varidvel independente. podemos classificar az EDF de

acordo com o seu efeito temporal, a saber:
. eqnagﬁes cotn retardaimento
— concentrado;
— distribuido.
® equacoes neutras;
o conaches pos-efeito.

Definicao 3.2.5 Diz-se que uma EDF ¢ mna equagio diferencial com arguminento retardado
se esta Tiver uma dependéncia explicita nune estado passado. Possuem a seguinte representacao

(3.4)

gerak:

Defini¢do 3.2.6 Uma EDF diz-se equagao diferencial neutra se. para além da sua de-
pendéncia em i estacdo passado, tenn tanbém mna dependencia remporal na taxa de variagao
do fendmeno em cansa. isto €, sua cquagho represeniativa iem a forma:

)y = f{tw(t = 7). (= 1)) > ()

Defini¢ao 3.2.7 Chama-se EDF equagio diferencial pés-efeito(on com argumento avangado)

a equacao do tipo

x(t) = ft.aft+7)). >0 (3.6)

Definigao 3.2.8 Denomina-se EDF mista aquela que pode englobar tante caracioristicas de
NINA e(UACAO COM argunento avancado como as de uma cquagao com argiunento retardado,
Entretanto. « EDF mista apresenta a seguinte estrutina

a(t) = flb,a(t = thalt+7)). >0

3.2.2 Exemplos de EDF
En seguida seriio apresentados alguns exemplos de EDF (e esclavegan o classificacao anterior

bem como alguns que ficaram historicamente conhecidos devido & sua importancia.

Exemplo 3.2.1 A equacao
()= —axlt—7). 7>0

é um caso de uina equacio diferencial linear comn argnmento retardado,
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Exemplo 3.2.2 A equacao
b

(i) = / K{t. s x(s))ds

(,
¢ uma equacao integro-diferencial.
Exemplo 3.2.3 Tomemos a equagao

)y =oxlt — 7y = 3ult = 7). 03 {3.9)
Esta representa uimna EDF neutra.
Exemplo 3.2.4 Uma das mais simples vepresentantes de wma equagan avancada & a seguinto

ylr) = ;‘;(:' +7) (3.10)
ot
Exemplo 3.2.5 Naturahnente. podemos exeraplificar wma equacao nasta atraves da egiacio
wt)=awlt—7)=08x(t+7). 7>0.020.9%0 (3.11)
Exemplo 3.2.6 A equagao integro-diferencial
0.
N1y =[5y = nNa(1) - / Fy(=#)Not + 6)dhN {1

1]
*2o A+ v Ny (1) + / Fo(—60)N1 (1 4+ )] Na(1)

onde N ¢ Ny representam. respectivamente. o nimero de presas o de predadores, ol usada por
Volterra para representar o todelo predador-vitima.

3.3 Equacoes lineares e problemas lineares de fronteira
Consideremos a equacao do tipo
n=Fu
com o operador F definido no espago D das fungdes absolutamente contimuag o+ fa b — R".
nomeadamente, as que se poden representar na formea
ro
w(t) = / Hsyls+ 03, e l. HeR”

ri

onde L ¢ o espago das fungdes sonrdvels = fo. b — R™ e para fixar ideins podetnes considerar
4 = ux(a).

(O espaco D ¢ isomdrfico ao produio directo L » R" e. rorna-se espaco de Banach cony a normea:

hellp = 1&]|L + Yu{ed]ize (3.1:3)
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onde a norma do espaco L ¢ dada por:

b

Iell = [ (sl

i

Na teoria da equacao (3.2) . o facto de o espaco L ser tambén de Lebesgue ¢ nsado apenas
para perinitir a representacio clara dos operadores e algimnas de suas propriedacdes neste espacgo.
Porém. quando se substitui o espaco L por wm espaco B. de Banach. na equacao (3.2). muiros
cdos fundamentos da teoria geral de (3.2) permanecem.

A generalizagio em calsa temn en vista a aplicacao de alguns teoremas e conhecimentos da
111

H

Andlise bem como a substituigao de operadores locais por gerais actuando de D= B« R
B

O isomorfismo, nesie caso, J 0 L x R" — D serd definido por:

Nesse caso

/:(s)d.s: (YIS =E.  on

.ﬂ
sendo £ a n % p-matniz identidade.
A teoria das EDF lineares abstractas baseia-se nos teorenias sobre equacoes lineares em espacos
de Banach. Os teoremas aqui apresentados nao serao. na sua maioria demonstrados, podendo
a sia demonstragao ser encontrada em [15]{Azbelev. Maksimov e Rakhmatullina. " Merhods of
the contemporaneous theory of functional differential equations™ ). Para cada teoreima ennnei-

aclo serd indicado o correspondente do referido Hvro [15] entre parénresis.

Teorema 3.3.1 (Teorema 1.8) O operador linear lmitado {A, Y} 1 Bx R* — D possui wm
mierso limitado, se ¢ somente se sdo satisfertas as cowdigies sequintes:

O operador A . B — D ¢ noetheriano e indA = —un
i kerA =1}
. Se Al A" é base de kerA” e A = [\ M) entdo detAY # 0

Teorema 3.3.2 (Teorema 1.9) O operador lineor limitado {6.v] @ D — B 2 R possui wm,
merso imitado, se e somente se sio sabisfeitas as condigoes seguintes:

1. O operador d . D — B é noetheriana ¢indd = n
2. dimkerd = n

3 oseay.oom, dhase de kerd ¢ No={m oo ) cntdo detr X # 0
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Defini¢ao 3.3.1 A equagao

L=/
designa-se EDF linear abstracta se LD — Béum operador linear. D ¢ B sio espagos de
Buanach e D é isomorfico ao produto B x R” (D~ B xR").

O problema

(L)1) f i) = P()m(i) = f{t) ale)=a. L€ [ D] {3.16)
& chamado Problema de Cauchy.
Segundo o exemplo (2.3.4), a equagao (3.16) é unicamente resolivel para gqualquer o € R ¢
7€ L se os clementos da 13 n-natniz P forem somaveis.
A solugio do problema de Cauchy pode sar representada na forma

sendo N a matriz fundamental tal que X (a) ¢ matriz identidade. A equacin (3.17) @ denontinaca
formula de Cauchy.

A formula de Cauchy é a base para a investigagao na teoria das cquacoes diferenciais or-
dindrias. Porém, o problema de Canchy para. EDF nao 6. e goral. resolivel mas alguns
problemas de fronteira podem ser resoliveis. Entretanto. os problemas de fromeiva desempe-
nham o mesio papel nas EDF ¢ue o problema de: Canchy nas equaghes diferenciais ovdindrias.

Sejal = 11,17, 1m0 D — R uny operador vector-funcional limitado, o = col {[a' a® o™} €
RIH
O sistena
La=f lu=o0 (3.18)
¢ designado Problemna linear de fronteira.
Para 0 ¢aso em que | = r. o sistena (3.18) sera chatnado Problema principal de fronteira.
! i p
Assumiremos que £ D — B é limitado. Podemos aplicar £ e ambos os membros da
equacao (3.1).
L L{Adx + Yra)
LAdw + LYru

obtendo a decomposigao

L= Qax+ Arx

ondle :
Q = LA : B — B ¢ a parte principal de L.
A =LY :R" — B én parte finita-dimensional de L.

Teorema 3.3.3 (tearcma 2.1) Uni operador L0 D — B é noetheriano se. ¢ somenle se, o

prte principal Q © B — B for noetheriana, Neste caso:

indL = ind@Q 4+ v
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3.4 Existéncia e unicidade de solucoes

Nesta secio serao apresentadas algnmas condices para a existéncia e unicidade das solucoes.
De salicitar que os métodos usados para provar a existéneia sio generalizacoes dos métodos
encortrados 1na teoria das equagoes diferenciais ordindrias.

Ao vector X = (x,....m, ), enjos componentes constituem a base para o micleo de £
chamaremos vector fundamental da equacao Lo = 0 ¢ aos seus componentes x,. ... .1, Sis-
tema fundamental de solugdes desta equacao.

A questio de resolubilidade do problema hnear de fronteira
Lr=[f Ir=na (3.20)

quando (L) = B e dimker £ = n veduz-se a resolubilidade de i sistena linear de equacoes
algébricas com a matriz

T (Ho N o —
IN=(u;).e=1,
A afirmacio anterior ¢ evidente pols a solucdo geral da equaciao Ln = [ wem a forma
R k o [ y .

n

= E (,'J'.'.'."‘; -+

J=1

onde v é qualquer solucao desta ecquacho e ¢y .. .. Cpp 380 constantes arhitrariag.
O problema (3.20) & resoliivel se, e somente se. o sisterna algébrico

1
E lae, =0 =1,
J=1

¢ resoluvel em ordem a ¢ ... e,
Neste caso. o problema (3.20) tewn solugao iinica ¥V € B.oa € R” se. e somente se. m = n o
detl X # 0 onde detIX ¢ o determinante do problema (3.20).

Teorema 3.4.1 [13] O problema proncipal de frontei

Lx=f re=an (3.22)

£ undcamente resolivel se, ¢ somente se, a parte principol Q 0 B — B de £ ticer wm fngerso
limitado Q=Y : B — B,

A solugdo @ de (3.22) terd o representagaic
2= AQTNf + (Y — AQ™'A)r
Demonstracao.[15] Se Q ¢ invertivel entao, nsando a decomposicao
Lo=Qor + Arx
reesereveinos 4 equacao (3.22) ua forma

Qo+ Arn=f. re=a
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P.‘—i.‘i.‘i?il'lﬁlll()ﬁ a ter

Qo= —Arx. re=ao
Qb = [ — An
n=Q ' -Q 'An
Aplicando A a esta equagao. teremos

Adz=AQ7 ' —AQ 'An

Visto que Ad =T - Yr
(I-¥rz=AQ"f - AQ 'An
Im —Yre = AQ™'f — AQ 'Aa
r-Yoa=AQ 'f —AQTAa

resultando em
r=AQ7 f+ (Y —AQ 7 A)a

Poréu, se Q nio é inveriivel & y ndo ¢ wina solngao nao-nrivial da equacio Qu = 0, 0 sisteins
homogeéneo .
Le=0 ra=1{

rera inna solucao nao-trivial o, por exemplo x = Ayl
Facilimente podemeos verificar que o vector X =Y — AQ7TA ¢ hundamemal o r.X = [
Teorema 3.4.2 (teovema 2.53) As sequinbes afirmacies sio equivalentas:

1. R{L}=B

Cdimkerl = n

S Ewxiste wn vector funcional Unear 1 D — RB" pura o gual o couacae (318) ¢ resolivel
) 1 f) [, {
pora cada f € B, o € R". '

3.5 Operador de Green

Sueja

Lo=f li=nqa {(3.2:4)
onde o=, sendo oo muinero de condigdes de fronteiva. Se este problema for unicamente
resoliivel ¢ [£.0]70 = {G, X}, entiio a solucao x do problema (3.24) terd a representacio

=G+ Xo
onde & : B — D é chamado operador de Green para o problema (3.24), N = (), ... .x,) ¢

o vector fundamentad para a equagio Lo =0elN = F.
Note-se que A é o operador de Green para o problema dx = f. rao = a.
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Teorema 3.5.1 (teorema 3.1) O operaden linear lovitado G @ B — D ¢ de Green para o
problema de fronteira (3.24) se, ¢ somenbe se:

1. G é noetheriann, ind G = —n

2. ker G = {0}

Teorema 3.5.2 (teoremo 3.2} Seju o problema (3.24 ) wnicamente vesolivel e G oo operador de
Green pura o referido problema. Seja aindo U = (uy. ... wn ).t € D, 1 = E Enido o uector

N=U-GLU

¢ fundamental para o equacio Lo =0,
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Capitulo 4

Construcao aproximada do resolvente
para equagoes integrais no espago L

Neste capitulo propoe-se um método para a determinagao . com precisao garantida. da solucao

aproxiniada da equagao integral do tipo

!.
(Qz)(t) = =(1) = / Kt s)z(s)ds = fi). Le[0.T] (4.1

",]

O operador linear K L" — L define-se pela igialdade seguinte:
,.
(Kz)(t) = / N (b 5)z(s)ids
0

O mérodo agqui exposto terd Como sustento o método dag resolventes descrito na seccao (2.4},

refercnte as couacodes NLegrals,

Com o auxilio da aproxitagio do micleo A'{#. ). substini-se o cquag Ao (4.1) pela egnagao:

(Q){1) = =(t) — / K. s)z(s)ds = f(t). 1 e{0.7] (4.2

onde K (¢ s) é o micleo degenerado definico por:
N

'3) = Z A [f.-i'w]](f‘) Z [\-",ff\'ifj_l-f.f]('f)
i=1

i=1

onde =1, <t <... < Iy <fyey = T.
o hte [0 B):
Nie () = { 0. &0 b

¢ N} ¢ mina matriz constante de dimensao n > .
Para o sistema (4.2). omresolvente R(t. £) do nicleo degenerado N1 sy pode ser conseruido de

mma forma explicital 1]
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4.1 Construcao do resolvente R(t,s) do micleo K(t,s)

\f';;lmos' di\'i(‘lil' o segniento [0.7] em N+ 1 partes iruais com o auxilio dos pontos 4.

+ 1 tals que
h < ... < In.. o= U baay = T

¢ designenios by — & = /.
Emn cada quadrado

def
Oy = (hitig) x (o1 15)

substituinmos o matriz de K (£, 5) por ulia 1 X p-atiiz colstaiite I, ¢ Supomos que as 04 -

matrizes AR sao conhecidas tals ques
J 1

IN@.s) = K A< AR, (Ls) el =18 j=1. i (4.4)
onde. para a matriz 4 = {0} . o simbolo LAl significa matviz {Jo®]}. Finalmente o sisteina

(4.2) toma a forma

N

() - Z Nityti] / (Z NN Zo ) )) (s)ds = f(1)

i=1

Tiiciemos a construcao do resolvente R(t. s} do micleo K(t. s)

Seja
(.rrf
(!'.' Z"r\u\lj 1!] )

O sistema (4.5) deverd tomar a forma:

=3 Vi) / gils)z(s)ls = F(1)
il

i=1

Designando no sistema (4.7)

Resulta. entao

Calenlemos. entao A1 =
Seja /= 1. Entao
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1
/Z[\I;\’[z r,| hels = /[\II\[.'( r.l ) (5)ds
0

J=

lf_: f-'_f 2 N
/ (12(-‘5)2’(5)(1-‘5 = / Z v 2 \I’J i- f)] ! Z Aftrtes I] s
. 'n =1 f=1

L

. {s 9
/Zf‘ 2Nty (5) () st /Z""'z.f.\ TRENIC Z\[M,n PUVIE
. /) 5

."-: 2 N .
]\f};,\[.'J 1r,] f'n”ﬁ"f- / Z \fyj\“J ],)l Z Xty I( )r\;(,’g_l,
'n i=1 h 4= =1
x
/Z:A:’J'\[’J—l-h Z\i’ tani(5)Apids =
o=
to

/ S Kapxreg(5) /() + [ Ko} ()
Iy |

) e -

/Z!\ 2 N0t - L () (s)ds + KA |, /ZI\ aiNi, ()L (5 )ls + i Ay

; ;

AN
/ gi{s)z(s)ds = / Z Ky Njrsya(s + Z \ {f-x-.u--ui('“")‘\’-} s

n 0 k=1

/Zh'?\l'; ltil ds_—/zl\”\”_; 1"1] Z\“J by ll \"”,"

N

/ ZI\”\“J ];,] ff‘%-‘- / zf\ )f\l"J Lty Z\‘i,k‘,l._‘_d(.‘:‘).’\;,f‘fﬁ + ...t

- k=1

/Z]\”\[,J (s Z Vit teey) (5 ARds =
LY

L

/Zh”\”? B /( s A1 / !\’ii,\[f.-l.t.]( )\[: ( A ils

Loy

". l
/Zf\';,-i,\f[f._,_l,:.,}(5')./'(5)(’-"'+ A RNGA L =
] =
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ya
/ Z Kojxp, () f(s)ds + oo+ IGA; .
S

Portanto

fy .
A= hlNpAy +Fh KA + o+ hRGA L + / Z Ki&',\'i!‘-..z-!x-]('7"))] flsyls. i=1.....N
! k=1

1]

Obtenmos, por conseguinte, o sisteinq

¢
i _ ' [\'”"‘\/E“i-—|<"'§(S):| j'(.s)rf.s.
*l’l.]\rg;}!\] + ’\ [\-f_;;;,\’[,;_l_,‘_:[(-‘i):t /(‘3)(’%

f J
—h KNy — DAy + Ay [ Nt Aty i) (5 )] f(s)ds

\

Para escrevermos o sisteina obtido na forma compactac introduzamos os seguinies siniholos:
E 0 0

— h [‘:22 1: 0
—hiyy  —hiy £

K an =W yq —h K gy

g = /Z\[,L CHOINES

HI\Y g k=i

0 ()
Koy Koo 4]

Seja também F = | har Na Ky

Koy Ny KNy o0 Naw
Kr(f,. ‘*) = l’\',‘j (f S‘) S D,_J;

Cousequentemente. o sisteina (4.9) tomard a forma

HA = Fp3
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resultando, deste modo. em

A= H'FA3

Varmnos substituir os A;, 7 =1, .., N na equagao (4.7} resultando em:

~(f) = Z ,\’.[r.,-.r.,-+1}(t) / [Z Z Bi.,i]\'_,i.",\',ir.;\.-,..'L.]("")] /(")d‘z‘ + f(’l)

.(] k=1 j=Fk

Definamos o oparador R L7 — L por
I

()0 = [ Filts) s

sendo .
Rit,s) = Z Nl (1) Z R ¥t ei()
=] fo=z |

ondle _
R,‘;r = E B,‘j I\'_.‘,-,‘.
i

A equaciio (4.12) terd a forma

(1) = / R{t.$) [(s)ds + () (4.14)

Por analogia & equacio (2.29), R(1, s) serd, precisaiente. o niicleo resolvente para a equagio
integral
t

(Qz)(1) = =(t) — / Kb s)e(syds = f(1). Le(0.7) (4.15)
0 .
4.2 Avaliacao do erro

Vamos avaliar o erro cometido na aproximacao do resolvente ao se substitair o micleo K4, s)
pelo respectivo micleo degenerado aproximado K {4, 5).
Sejn AK : L” — L" o operador mtegral definido por:
f
(AK:z) (1) = / AR(t. s)z{s)ds
i

onde

AR (L s) = Nt s) = K (. 5)
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Vamos supor que

e

5N AKT = K)o =|| AK(T+R) |roero< |

Com base no teorema (2.2.11) sobre o operador inverso. obtenos a seguinte avalingao
- ~ ri he
A=K = (I-K) ™ lprepr=| R =R || < T N1+ B la_to

o simplesmente
- ) -
IR-R{n—rr< TS T+ R |o—rn (4.16)
Portanto, a avaliacao efectiva do segundo membro da designaldade (4,16} pode ser obtida da

seguinte forma:

Para || AK ||n_pn. terenios

T
| AK || n—p»< vraisup / | AK(t. s} || dt
,‘.e'[n.'ij ,

Sendo assim, designando

D,_L,‘ = {(f 5) = [“T] H [UT] . f._,',__] S <t

Supomos. também, que sao conheciddas as nxn-matrizes AR ;00 = 1o V41 Dagni, teremos
que
I[\—(f,: ‘1)' S AI\';_L,‘: (?‘ .S) E D,‘_]_,'.n" =1... N + 1

Por conseguinte. da equacao (4.4) ¢ (4.17), secue que
O l K} T (=]

N

N1
| AK {0 < :=|“m§-|(z W AK€ 0 A-_}“H’k_'.m(; | AN e |l (4.13)

i=
Para a avaliagao de 8, notamos que o operador
A AK(I+R)
tell A representagao

i

(Az)(t) = / At s)z(s)ds

onde

!
Ls) = AN s) + / AR TYR(7. s)dT
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Designemos, ainda, 7 o matriz de dilnensao nxin com eletentos nao negativos, tal gie
|R(T..~;)|§ Foim (ros) ey pi=1H N+ K e (d.201)

De (4.20} e de (4.19) implica
i
A, s < ARy + 0 ST AR 7 (hs) €0imiy i= N+ b=1
J=k
Por ultimo rem lugar a desigualdacde

N+ P—

l
| Afjpnpn<h A=}:||§*](Z | AK,_ g+ h Z AN
=i i

B .=L.

Note-se ue

| Rllr—rn< b max
b=l N2




Capitulo 5

Matriz de Cauchy.Construcao com
precisao garantida

Neste capitulo descrevemos um algorinmo de construcao da maiiz de Canebiy conn precisio
garantida e o método de avaliacio da exactidao da aproximacao obrida,

5.1 Equacgoes com argumento desviado

Consideretnos o problema de Cauchy
] 3

fe
ZP, e[l (1)]

i=1

:

onde:

¢ As colunas da matriz Py {0, T] — B"*" ¢ ¢ [0.T] — R pertencen a L.
o Os retardamentos by [0, 7] — R sio funcdes mensuriveis.

e = ¢ uma fungan definida de modo que a funciao

I8
| _
-'.-ZP, r,,

i=1

pertenga a L'

A funcao 4 é denominada funcao inicial ou pré-histdoria e rem como finalidade o determi-
nagao de i para os valores de £ nao pertencentes a 0. 77,

Usando a notacao do operador de superposicao

B b)) bty € 0. T):
(Su)(t) = { 0. hit) < 0.

GG

.
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(1) = (). h{t) € 0. T]:
vk = =[h(8)). h(t <0.

Feeserevenos o equacao (5.1) na forma operacional

(La)(t) = (1), £ &€ n.)
onde £ D" — L™ ¢ um operador linear limitado gue actua do espaco 27 das ilmmu A'n-oln—

ramente continuas z - 0. 7] — R" para o espago LY das fungdes somaveis 20 [0 7] —

Portanto. (5.1) toma a forma

IS
(L)) i) = > PB)(Swi)(t) = f(0)

i=1

onde f{1) = o( Z Pty
O operacor Sh : D" - " tem a representagao
".
{Sh,x)(t) = / A (s yi(s)ds + yp, (£.0)(0)
0
onde Ap, (4, 5)- fungao caracierisiica do conjunto {(t.5) € 0.T} =« [0.T] : 0 < 5 < hi(t) <
T i=1,....k}

O valor do operador de superposigio Sy sobre a fAunicio o serd. algumas vezes, designado

Th
A matriz de Cauchy C{#.5) do sistema (5.1) permite escrever o solncdo do problema (5.1)

ta forma

[

w(t) = C(t. O /CISZH st ff~-1—/Cfa s, tel0.T]

O sistena (5.1). gracas ao isomorfisiio dos espacos D? ¢ L" » B" que ¢ estabelecido por

!

x(t) = / a{s)ds + 2 (0)
0
ten a representaca
(Lx)(t) = (Qu)(£) = A{t)a(0) {5.6)

onde @2 L — L™ ¢ mmn operador lnear. produto do aperador £ e do operador imtegral

(-}
(Qu)(-) = L / y(s)d5)
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A=CLFE
() é a parte principal do operador L.

O sistema (5.1} tomard a forma

at) — -

onde

Kt s) = (k.9 Z (k- 5YPA)
(1) 4 PD"(1) Z\,, (t-5)PAL(0), g€ L”

i=1

n’u
E(t.s) = xpglsi-fungio caracteristica do conjunto [o.b].

Assiin, para o sistema (5.1), a parte principal Q tem o forma Q = I — K. onde o oporader K
¢ definido por

7 .
C a 3 ~f o :
o L) ST R NI
‘f) =1
Nestas condigies. a cquagdo (5.9) terd como casos especials 45 seguintes classes de equacies:
1. Equagao Diferencial com retardamento concensrado

=g(t). e [0.7]:
cenT)

0=«

(m(l( ( ) 0, T] — R (hi{8) < t). i F sao funcoes mensuraveis
+Z,— P(f'~"()—/()f€
11

() nicleo K (. s) da cquacao (4.11) toma a forma

K(tsy= au(t)Pi(0)

=]
onde yy, (£ s)- fangao caracterfstica do conjunto

{(t.s) €T 0<s<h(8) LT}

2. Equagio Diferencial com retardamento distribuido

w(1) — /( dor(tsyu(s) = f(1). 1 €0, 7]
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onde os elementos 741 8) da matriz 7{1.5) sd0 nensurdveis no conjunto § < s < <7
7 8) € L para cada s € {00, 17,

Var [79(i. )] = (). p(1) € [
‘E[n‘}ﬂlf (t.8)] = p”(t). p¥ (1)

er(t,t)=10

O operador

(1) — /( N{t, s)z(s)ds

. 0
Q: L7 — L” é invertivel e o seu inverso Q7' tem a forma
{

Q') = (1) + / R, s)z{s)ds

It

onde R(i.s) ¢ o nucleo resolvente para K(t.5).
A nwvertibilidade do operador Q constitui o critério de resolubilidade cdo problema de Canchy

Lx=f a(0)=a (5.14)
para qualquer [ € L' ¢ o € R”

Conformie vimos, a solugao do problema de Canchy pode ser representada da sequinte forma:

2
x(t) = C(t.0)a + / CE 5)f(s)ds {5.15)
0 '
sendo a funcdo G, s) o mawriz de Cauchy para o sistema em catsa,
Uua propriedade caractenisiica da matriz de Canchy é (ue a derivada da solncao define-se por

!

wt) = Ci(t.Ma + / Co(t ) [ (=)ds 5 C(E 1) f{1)

Cy(bs) f(5)ds + (1)
Comea foi demonstrado em [2):
’.
Clt.s)= F + / Clt. ) 0<s<t<T

ki

Cilt.s)=R(t.s). 0<s <1 <T
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sendo B - matriz identidade
R(1.5) - nicleo resoivente correspondente ao micleo K(1.5) do operador K @ L — L, definido

por:

(Kz){t) = / K (1. s)z(s)ds

O micleo K(1.3) ¢ dado po
L.
K(t.s) = it 5)Fi(t)

j=]

Da igualdade (5.16) ¢ das relagoes (2.27) e (2.28) ol dim-se
f'-
Cllh ) = / ClL TN (o s)dr + N(1s) 0< s <1< T (5.20)

As relacoes (5.16). (5.17) ¢ (5.19) constitnern a base para o mérodo que propomos sobre a
construgao da matriz de Cauchy com precisao garantica.

A martriz de cauchy desempenha wn papel muito importanie na investigacao da resolihilidade
de problemas de fronteira. problemas sobre solugdes periddicas assim como na avaliacio da

exactidao das sohicoes aproxinadas,

Exemplo 5.1.1 Ui dos métodos tradicionals mais usados na obtencio da exactidio das
soluches aproximaclas é bascado na utilizagao das desigualdades integrais. Entretanto. este
meétodo frequentemente. nao condnz a wn resultado satisfardrio. De facro, consideremos o
problema de Canchy para equagoes diferenciais ordinaring
Lozt = Pty = f(1). te[0.7)]
+{0) = a
olide as colunas da matriz 2 pertencem a L7
Para a solncao z(#) deste problema tetnos a cquagio

(t) = P(¢t) / a(s)ds + P+ (1), L €{0.T]

0
Se i é solucio aproximada do problema (5.21)-(5.22). com z(0) = . entio

L

?(f) = P(1) / :?:(.s)ris + Pta + [{1) - g(t). L€i0.7]
0
onde g{t) ¢ a correspondente diferenca Lo — L
Seja
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Para z(t) temos
f

(1) = / Pi)z{s)ds + g(1)

O método tradicional de avaliacio de z(1) ¢ haseado na desigualdade integral

=] < / 12N =(s)lds + [g(L)]

de onde. com base no lema de Gonalu-Bellnan., weni-se

OF PO [ exol [ IPEDla)s + lo(o)l. 1€ (0.7

A presenca do factor exponencial no ramo direito da desigualdade (5.25) conduz wo error mesime
quando g{t) é extremanente pequeno a parte direita da desigualdade (5.25) pode tornar-se
extrematnente gratde. o que podera conduzir & uma avaliacao incorrecra,

Exemplo 5.1.2 Nog propomos ¢ usaremos outro procedimento. cuja ideia central consiste
na uiilizagao da matriz de Cauchy para a investigacao das questoes nencionadas, Para a
materializagao deste nétodo propomos um algoritino de construgao do aproximanre C(h.s) da
matriz de Cauchy C(£4. s) com precisao garantida, tal que

IC - C| < Ac

oude Ag = const & C.C: L" — L™ sio operadores lineares de Volterta. definides por

(ChH () = / Ct.s)f(s)ds. (Cf) (t) = / C(f s)f(~)els

Se 7 é solucho aproximada do problema de Cauchy
L= [ :'::(f)) =(r
substituindo-a na equacao obtemos
Li=[f—y¢.

onde g(4) é a diferenga Lo — L.
A diferenga @ — @ rem a representacao [2)(Maksimov(1977) pag. GO1-606 )

{

[
= /CA'(f,-S).fI(-ﬁ)dS: / {C'(‘f...s)-.‘- AC(. s)| g(s)ds
0 '

1]

i r
= /C—'(t.s)_r,r(s)ds-%— /L\C’(f..s)y;(s)rﬂ.‘;
0 0
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onde

C(t, ») - aproximacao da matriz de Cawchy (const ruida);
AC(L, s) = Cft. s) — C(t. 5) - erro da aproxiniacio .

A avalincau o — @ (4

) =301 < [ ICEMals)ids + A [t (5.26)

e Ae = const e JAC(L 5)|| < Ag
Daqui conclui-se que por mais pequeno gue seja g(f) ndo hd necessidade de ter AC( 5) ex-
tremainente pequeno. O mérodo proposto é efectivo até quando AC{EL. ) ¢ compardvel a C{1. 5).

5.2 Matriz de Cauchy. Construcao aproximada e avaliacao
do erro

Neste paragrafo. descrevemos o algoritino para a goustrucao da matriz de Cauchiy comn precisac
garantida ¢ o método de avaliagao da precisio. O aproximante da matriz de Cauchy pade sor
obtido seguindo os seguintes passos:

1. Consrrngao do micleo K4, 5){aproximacao parcialmente linear do wicleo K{1. s)):
2. Construgao do nicleo resolvene aproximado R{4. ) do nicleo N ).
3. Verificagio da veracidade da designaldade

8N AR 4+ R) | po_pn< 1

ondle

[R5 s) = Kt $)]z(s)ds
Ut s)z(s)ds

4. Construgao da aproximacao C(1. 5)

5. Avaliacao do erro da aproximacao C(t. s).

Etapa 1

O wicleo aproximado K (1, s) serd huscado na forma degeneracda

N i
[\'(f': ") = Z 1\_if.j.f,j.'..}](’l') Z !\-'f_,l'/\ {"*_j—l-”j](ﬁ)
=] Jj=1
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sendo K ouina matriz constanie consiruida conforme ¢ descrivo no capitulo 4.

Etapa 2
O micleo resolvente aproximado R(%. 5) serd construido aplicando o método dag resolventes que
visa a busca da solugio da equagio

{

(Qz}(t) = (1) — / K (L. s)i{s)ds = f(t)

0

na forma f
a(t) = / Rt s)f(s)ds + f(1)
0

No caso em que n = 1. a equacao (5.28) ¢ escalar pois as funedes W0 S) (1) e g(t) sao
escilares.

Etapa 3
Para a verificacao da desigualdade

-((

o "”_\/\([—*‘R ”-’"-/” |

remos que achar a norma. usando a relacao

N

FA | pr_gn<h L ax Z W AR+ h ZA)’\,_U )

i=k

onde A 2 AK (I + H) e supdeni-se conhecidos os valores de AR er

i J

Etapa 4

Usando a relagio Ci{t. s) = R{£.5).0 < 5 <1 < T definamos C(1. 5) o Rt s).
Ohemos, de acordo com a equacao {5.16)

Hes B3 4

= Z Z Z Niivtic) B KXo 0108}

i=t k=l j=k

¢ os valores de By sdo intermédios no método dag resolventes.
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Etapa 5

De modo a proceder a avaliagao do ervo da aproximacao da matriz de Canchy, enunciaremos
03 teoremas sobre a avaliacao do erro de aproximacao da matriz de Couchy para o caso e = |
e para n gqualquer.

Para n.=1 ¢ valido o seguinte teorema:

Teorema 5.2.1 Seja

L def - =
O = AR+ R) loson—opr< |

Entido cumpre-se o sequinte desiqualdade

. x, ) .
|C(t.s) - C(t.5)] € T“__Hr"):Hf + Bl =T

Demonstragao. Sendo ¢ < 1, entao com base no teorema (2.2.11) sobre o operador inverso
LEIeINOS: .
. ~ 0 ~
720t s) = Bt s ovorj— st < T | 1+ Blvjorieripr
Pelo teorema (1.13) ([3]. pag. 107) temos

T .
[iR(1. s) — I_i’.(t:.s)||,-,1i(,j-;_,,,;{r,_ri = \-'ruisnp/ |R(1. 5) — R(i.s)|dt

7]
)

Das formulas

Lemaos
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Ol seja

9~ Cs) /IR )= A )| vesein

Da designaldade (5.33) obtemaos

’C’(t.s) — C(t.5)| < vraisup / ‘R

=£[0.T}

A parte diveita da desigualdade (5.34) define o norna de operador (R=R) - L'[0. 7] — L'0. 7.
Das relagoes (5.31) e (5.34) segue

. i) . .
IC'(f.: H) - C(f.. S)I S l_?(_)”] -+ R”LI{Q_T]__.LI[(J_T}. 0 S b S { _<_ T a

Considercinos o caso geral, isto ¢ para o qualquer. Este caso reduz-se para o caso n = 1{[d].
pag 108-112) do seguinte modo;
Seja z; (1) = 25(4). enrao terelos a couagao

‘g:; T Ruls) o Rl

- ) Ko(ts) - Rl )

omde as fungdes sao wensuravels ¢ V(4 <) e
| s)] < geogeg LT

As fungoes ¢;(t) e (1) sio somdaveis.
A equagao (5.35) pode ser rednzida ao caso escalar através da introducio das seguinies
funcdes -

ZWy =z ~(~DT) teli~-0TiT). i =
Fioy=ft-06G-0Ty, teili—-1)T.iT].i=
Kit.s)=K,;0—(i-DTs—(G-1T). bel(i-DTiT). jel(j- W T ij=1,

Portanto, o mtervalo de definicio passa o ser [0.nT]. pussando a equagan (5.35) a ter a forna

escalar:
{

Z(t) — / K. s)Z(t)(s)ds = F(1). t € [0.nT] (5.36)
i
O operador R, ; LY. nT) — LY. nT] ¢ definido por

2

(RF) = / Rt 5)F(s)ibs

0
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I. A norma de win elemento L'[0, nT] serd definida do seguinte modo:
Seja z: {0,nT] — R'. Entio

nT nT .
[zllroary = / |2(t)]elt = / ]Z NiG=nrer{tyzlh = (i = O)T)di =
0 o o=l
n]:" "
/ Z Ni-nrar (=t = (i — 1))|edt =
.ﬂ i=1

1 HT‘ n T
z / |zt = {F = YD)jl = Z / Lz ()i
=ty =t
= S el
i=1

1. A norma do operador em L'{0), nT] ¢ definida do seguinte mode:
E sabido que :

”KHI‘EOT L] = vraisup / FA(F s)]edt
~£{0.7)

Assiny, se K ¢ L0, nT] — L0, 0T, entao

HK||I.1[(J.HT}—-L1[ﬂ.uT] = "I'Hib'“l)/lf\-(f--*f”(”'
~g[nT] .

\misnpz / ‘Z\ G-nrir ()Rt = (0= 1T s= ({4 - DTt

e[f]nT]
Yi-nT 1=

MAX Vraisup /|l\,, (t. s)dt
1€ i<n ‘:[“TI
=1

Deste modo

K it = Max vraisup / Kt s)|dt
it pami—ipury = max se[nT) > | 1K)

{=

Teorema 5.2.2 Seja
- def . ~ )
o = || AN+ B) |loparjmiipom < 1
Entao

a -
— &t 8)) <€ T———Il—f—]ly;l\” \1;;(1)31;})2/|:,,f sY|eft) <<t <T
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Demonstragao. Seja 6 < 1
Entio, pelo teorena (2.2.11) sobre o operador inverso tenos:

IIR(f“) - f?()‘q)” < “]*T;)‘ H I+ R ”!'m nTi— LT[0 117]<
)
1_-__(” ! “I Hn.nTi— L 0.aT) + “ ‘F' ”J"[fl aTi—Li nf])

de onde wem-se

T
max {vrai Sl_l]‘)z [rij(.s) — gt s)idiy <

<j<n -
= B i — ;

.
5 n .
< —{h-:(l + lll‘rL‘\'(\’l‘tiiSll[)Z / bt s))

R 1<j<n seln Tl o7 -
T

Teremos, entao
n H T
> Heij(tos) = Gt < > / |rij (£ 8) = Fig (1)l
i=1 i=1 'f]

Da 1liima desigualdade obrém-se
T
n .

11%1;1:\”2 i (1. s)—Cij (k. s} < 11;1;2\:’\1(\10571“1]]:21./ it s) =7 (b s)jdi = | R =Bl oo —L1jeT
=t
(5.44)

De (5.42) e (5.44) temos

T
i

X (vral s_u.pz / |7, (1s)]))m

1<i<n =
- ENTE iy
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5.3 Programa para a construgao aproximada da matriz
de Cauchy

O progrania a seguir inplementa o alZoriting Proposto para.a Consirigan aproximacla dia maiviz
de Canchy. hem cotno a avaliagao do erro da a proximacao ohtida,

Requisitos do programa

o Minimo de 136 MB de HD para instalar o Maple 8 on mima versao mais avancada:
o Minimo de 128MB de memdria RAM:

A primeira parte do progratna CONStil a seccao de entrada de dados. Sao introduzidos os val-
oves de N P e dos revardaientos 7 (0). Segue a sercan do processamento onde sao calenlados

os diversos valores intermédios tais como A e fi.
Inicio do programa

Introduza os valores de n(inteiro). N(inteiro) e T(real ¢ positivo) segnidos de ponto e virgnla
>

> ='t7;8:=78";

Se n for ignal a 1, introduza a funcao P na forma P:=t->"funcao(t)” (Ex: P=1->3%;)
> Pi=t->
> P:=Matrix(n);f:=Matrix(n,1);

Se 1 for maior que L. Introduza os elenientos da matriz P oua fortna Pli.j]:="funcan™: (Ex:
P[1,2]:=3*t:)

Os valores dos indices 1 e j variam de T a n. Podem ser inseridos varios elementos s mesing

huha

> P:=t->unapply(P,t);

Introduza os elementos da funcao §na forma fj01="Tmeao®™ (Ex: {4 1]:=3%1:)
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Os valores dos mdices 1 ¢ j vartam de 1 a n. Sen for igual o 1. teremos a funcao
f:=t->"funcao(t)’ ;

> if n=1 then f:=t-> else

> if n>1 then

> f:=t->unapply(f,t);end if; end if;

Introduza o revardaimeno hit)
> h:=t->

chi:=(t,s)->piecewise(0<=s and s<=h(t)
and h(t)<=t and
t<=value(T),1,0):

hs:=T/{N+1); ti:=i-»ixhs;

Metodos auxiliares

> modulo:=proc(M) A:=Matrix(n); for i from
1 to n do for j from 1 to n do if n=1 then
M1[1,1]:=A[1,1];:A[1,1):=abs(M1[1,1]); else
Ali,j]:=abs(M{1,j]);end if;end do;end do;
if n=1 then return
A{1,1),else return A;end if; end proc;
comparaMatrizes:=proc(M,Q)
b:=boolean;b:=false;
for i from 1 to n do
for j from 1 to n do b:=evalb(M[i,jl<=Q[i,j]); if not b then
return evalf(b) end if; end do; end do; return evalb(true); end
proc;

K:=unapply(chi(t,s)*P(t),(t,s));

>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>

with(LinearAlgebra):

delta_K:=Matrix(N),; Kij:=Matrix(N),
maximizarK:=proc(ki,kj::integer,step:ffloat) global delta_ X;
maxstep:=trunc(hs/step); if n=1 then

delta_K[ki,kj]:=0; else delta_K[ki,kjl:=Matrix(n); end if; -
min:=K(ti(ki},ti(kj~1)); maxi:=K(ti(ki),ti(kj-1)); for il from 1
to maxstep do t:=ti(ki)+il*step;

for j1 from 1 to maxstep do s:=ti(kj)+il*step; actual:=K(t,s);
for i from 1 to n do for j from 1 to n do

if n=1 then if actual<min then min:=actual end if; if actual>maxi
then maxi:=actual end if; end if ; if n>t then if
actual[i,jl<min{i,j] then min[i,j]:=actualli,j]; end if; if
actual[i,j)>maxili,j] then maxi(i,j]:=actualli,jl; end if; end if;
end do; end do; end do; end do; if n=1 then

delta_K[ki,kj] :=abs(min-maxi)/2; else
delta_K[ki,kj]:=modulo(min-maxi)/2; end if; return .S*maxi+.5*min;
end

proc;

VIV IV V VYV VOV

VoV VV VYV VYV VY

acharKij:=proc() global Kij;
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for i from 1 to N do for j from 1 to i do
Kijli,j]:=maximizarK(i,j,0.1); end do; end do;
return Kij; end proc;

acharKij();

eta:=(1,t)~>piecewise(i*T/(N+1)<=t and (i+1)*T/(N+1)>=t,1,0);
H:=Matrix(N,N);B:=Matrix(N,N); B_AUX:=Matrix(N,6N);
for j from 1 to N do

for i from j to N do

if 1=j then

Hii,j]:=Matrix(n,shape=identity); if n>1 then
Bli,j]:=H[i,j]}; end if;

else if j>i then H[i,j]:=0;

else

H{i,j):=~hs*Kijli,j+1]; end

if

end if

end do; end do;

if n=1 then B:=MatrixInverse(H); else if n>1 then
B_AUX:=H;

for k from 1 to N-1 do

for

i from k+1 to N do

VVV VY VOV VIV VYOV VY YV Y Y

for j from ! to k do
Bli,j]:=-B_AUX[i,k]).B[k,jl+B[1,]]

end- do;

end do;

end do; end if;

end if;
R:=Matrix(N,N);r_ap:=Matrix(N,N);if n=1
then R_ap:=0;C_aprox:=0;C_ap:=0; else

R_ap:=Matrix{n,n);C_aprox:=Matrix(n,n);C_ap:=Matrix{(n,n);end
if;3:=j;k:="k’;

VOV VYV VYV Y Y Y

for i from 1 to N do for k¥ from 1 to i do
Rli,k}:=sum(’B[i,j] .Kij[j,k]l’,’j’=k..1); end do;end do;

R_ap:=(t,s)->sum(’eta(i,t)*sum(’R[i,u]*etalu-1,s)’,’u’=1..1i)",’i’=1_.
N); print(R);
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normMatriz:=proc(M,dim) maxi.=0;

for j from 1 to dim do

soma:=sum(’abs(M(i,j1)’, i’=1..dim};

if maxi<soma then maxi:=soma;end if; end do;

return

maxi; end proc;

achar_Norma:=proc()  j:='j’; 1:=’17;

norma:=Matrix(N); soma:= Matrix(N); for k
from 1 to N do for i from k+1 to N+1 do
soma[i-l,k]::delta,K[i-l,k]+hs*sum(’de1ta_K[i-l,j].modulo(R[j,k])’,’j
=k..i-1); if n>1 then norma[i-l,k]:=normMatriz(soma[i—1,k],n);
end ;

end do; end do; if n=1 then

return hs*normMatriz(soma,N);else return
hs*normMatriz(norma,N);end

if; end proc

3

VVVVVVVVVVVVVVVVV

norma0P:=achar_Norma();

acharNormaR:=proc() soma:=Matrix(N);

for k from 1 to N do for i from ¥ to

N do soma[i,k]:=normMatriz(R[i,k],n); end do; end do; return
hs*normMatriz(soma,N); end proc;

if norma0P< 1 then

if n=1 then

C_aprox:=(t,s)->1+int(R,ap(tau,s),tau=s..t);
Delta_Cauchy:=normaOP/(l-normaDP)*(1+normMatriz(modulo(R),N));else
if n>1 then
C_aprox:=(t,s)->Matrix(n,shape=identity)+int(R_ap(tau,s),tau=s..t);
Delta_Cauchy:=normaOP/(1-normaDP)*(l+acharNormaR()); end if: end
if;

VvV VIV VIV VY VIV VY

if  normalP>=1 then print("A norma do
operador DeltaK é maior que 1. Nao h& pento fixo"});

end if;

K_aprox:=(t,s)—>sum(’eta(i,t)*sum(’Kij[i,j]*eta(j-l,s)’,’j’—l..i)’,’i
'=1..N);

5.4 Exemplos de construgao aproximada da Matriz de
Cauchy
Apresentam-se, em seguida, alguns excmplos de coustrucao aproximada da marriz de Canchy.

Oz resuliados usacdos nos exemplos foram ohiidos a partir do programa eriadn apos a sergan
da matriz P. da funcao [ ¢ dos resardamentos b Estes restltados podenm ser ViZLos DO anexos
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1. 2 ¢ 3. Nos anexos foram incluidas apenas as secgoes de introditgao e salda de dados ©endo
sido omitida a restante parte correspondense a0 processatinento.

Exemplo 5.4.1 Usando o algovitiie proposio achemos o matriz de Cavehy aprozimada prro
o problema:
() = P(ay, () = 1. 1 €10.5)

x(0) = (}

ol R a[h()], h(t) € 0. 5);
uride wn(t) = { 0. h(t) €0, 5].
P(t) = x1(8) = 2x2(1) = 2s(£) + 3xa (1) = xa(t) — x7(8) + dys(t) + 4xu(t)

B(E) = 0431 (1) + 0.9x(8) + 0.1 ygl1) + 0.7 xalt) = xa1) + 0.2x(8) + \5(1) + 2xa(1)

Resolugao:

Vamnos dividir o segmento {0, 5] e 11 partes iguais. considerando que 8, < 1071 Sendo assim.
teremos N = 10. Os resultados que se segnem podern ser vistos no anexo 1,

Usando a férmula (4.18) podemos determinay

95
IAR] < =
29

Para avaliartos ||/ 4 R pnep» fazemos a sexuinie comparacao:
1+ Bllrese S W+ 1R er
Usando a féormula (4.21) reremos
1T+ Rl <1 +0=1

Agora podemos achar

. i = - %
o= ||A]\ ||/_l___[‘!||[ -+ R”L‘—-—L‘ = = X 1= By

que ¢ nim valor mnito superior a 1. Neste caso. nao é possivel obrer o aproximacao da mairiz
de Cauchy. Portanto. nao prossegiuimos coin o nosso algoritimo.

Se atentarmos o wimero de divisoes para 51, 1eremos N = 50, obtendo. egundo os resultados
que podern ser vistos nas Ulthnas linhas do anexo 2:

IAK]| <0 resultando entio em AR = 0

Neste caso, teremos

1+ Rl ST+0=1

IAK(T+ B =tx(0+1)=0
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O erro da matriz de Canchy terd a aproximagao
IC = Clin—r £

O que significa que nao hé diferenca entre a aproximagao obtida e o resilvacdo real da marriz
| 5 i N %
de Cauchy. Neste caso. usando a formula

2

Gl s) = E + / R(r. )t

LEIeNIos, para O caso = L
(

Clt.s) =1+ /()df, =1 (5.46)

Exem lo 5.4.2 Usandu 0] aleoritmo proposto. 'rl(;'ll()n'l(')::i dALEY (.l(-: Celllt:]l\’ H ')!‘(':.\’illmllﬂ d(_:
o ar [
]'n‘(;abl(ﬂlna e C?ll.l(:h}_f

w(t) — Pt )u.( ) = [ ten.d]

(D) = ( 0

P(f,) = {Pij(t)}i.j=l.',3 .'l.‘;,(f,) = (,‘(')l(.’!:}”

cnele

Pry(t) = 0.1y, (8)=0.2x2(8) = 0.2, (£)+0.03 0 (£) +0.3x: (1) =0.01 x6 (£) = v (1) + 0.4 vu(£) +0.4 xu (1)
Pro(h) = —0.00xa(t) = 0.2y (1) + 04 xa(8) = 0.3x5(8) + 0.05 1 (£) = 0015 (1 +0.2x5(1) + 0.4 v (1)

n( ] = (h 1\[.(f) —U.ﬁl,\'l( Y= (06N (1) +0.2x4{8) + 00335 (8 + Ut ya (1) + 0.5\ 6(8) = 0517 (1) —

I (1) = 04y (8) + 0.9x2(8) + 0.1 xa(1) -+ 0.734(F) — s+ 0 2x6(0) +

Da(t) = Gy (£) 4+ 0.9xa(8) + 0. xa() +0.7xa () = xalt) +0.2x6(8) + 17 01) +

Vi = Ninainagan(t) 0= 0.9

fi{t) =1
./'2("') = —1

Resolugao:
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Vamos dividir o seginento [0.5] ein 3 partes iguais. considerando que A, < 1071 Sendo assimi,
veremos N = 2. Usando a fdromla {4.13) determinaios
AR < 0.225000000
Usando a formula (4.21) teramos
I/ + Rllo—p <1+ 0.125000000 = 1.125000000
Agora podemos achar
§= |AK ||+ Bl = 0.225000000 » 1125000000 = (.2531250000 < 1

O erro da natriz de Cauchy terd a aproxitnacao

0.2531250000
— 0.2531250000

X (1 +0.125000000) = (L.3812761500

. i .
iC—Cllp—w £ *]““"_—(}-H[ + 0| = 1

A matniz de Cauchy aproximada foi obtida com base na formula (5.46) que. para n = 2

tomara a forina
L

Ct.s) = ( :] (1' ) + / R(t. s)elt

O resultado dessa matriz é apresentado no anexo 3.
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Conclusoes e recomendacoes

O mérodo nsado para a construcao da matriz de Cauchiy possui mma precisao muito
aceltavel para diversos probleinas da actnalidade que envolvem equagoes difercnciais fun-
ciomais lineares com retardamento;

Quanto maior for o ndamero de divisoes do secmoento [0 7] maior serd o procigao obtida
3 1
para & maitiz de Cauchy e, consequenteiente. mais refinada serd a sobhicao obiida

Recomenda-se que o prograina aqui desenvolvido seja melhorado de modo a rednzir a sua
complexidade temporal ¢ a oferecer um interface amigédvel;

Recomenda-se. tambén, o nso de mna ferramenta gue permita a Compuitacao para nm
mimero maior de divisdes do inrervalo do dominio de definicao da EDF comr menor alo-

cacan de memoria possivel;
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Anexo 1

Insroduza os valores de n{inteiro). N(inteiro) e T(real e positivo) segnidos de ponto e virgnla
> n:=1;

> t:='t’;s:="8’';

L0

T:=5
chil:=(i,t)->piecewise(T*i/10<=t and t<=T*(i+1)/10,1,0};
vectorl:={a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,t)->a*chil(0,t)+b*chil(l,t)+c*chil(2,t)
+d*chil (3, t)+e*ch11(4 t)+f*ch11(5 t)+g*chil{6,t)+h*chil(7, t)+1*ch11(8
t)+j*chil(9,t);

1 1 , ,
Nli=(1 1) — |')i{)('.'f;“.\"i>§(3(i—(—) Ti<tandi < 10 T+ 10.1.0

vectord = (u, b cod e, fog b g ) = ax (0 0) by 4) +ox 120 8) = d v1{3.10)
Fex{d )+ FylB 0+ 9316, )+ h (T )—-r\l(S £+ xH901) ‘

Se n for ignal a 1. introduza o funcao P na forma P:="funcao(t)’ (Ex: P=3%)
> 1if n=1 then P:=t->vectorl1(0,1,-2,-2,3,3,-1,-1,4,4,t): end if;
Pro=t = vectort{0. 1, =2.=2. 3.3 ~1. ~1. 1. 4. 8)

Introdnza os elementos da funcao { na forma ). 15="Tuncao” (Ex: {[4.1}:=3%0)

& Os valores dos indices i ¢ j variam de 1 a n.
> 1f n=1 then f:= 1; end if;

Introduza o retardamento hit)
> 1f n>1 then
> h:=t->vectorl(0,.4,.9,.1,.7,-1,.2,1,0,2,t); else
> h:=t->vectori(0,.4,.9,.1,.7,-1,.2,1,0,2,¢t ),end if;
hoi=t = vector {0 0.4, 0.9, 0.1, 0.7, =1, 0.2.1, 0. 2. f)

O resultado do processamento & o seguinte: -

“A norma do operador Deltald E mator cque 1. Nao ha ponro fixo”

Sendo assim. o Progratng NAO [Hrossese,




Anexo 2

Introduza os valores de n(inteiro). N{inteiro) ¢ T(real e positivo) segnidos de ponto o virgula
> n:=i;

> t:='t’;s:="s’;

50)

T:=5
chil:=(i,t)->piecewise(T*1/10<=t and t<=T=(i+1}/10,1,0);
vectorl:ﬁ(a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,t)—>a*chil(0,t)+b*chil(1,t)+c*chi1(2,t)
+d*chi1(3,t)+e*cnil(4,t)+f*chil(5,t)+g*chil(6,t)+h*chil(7,t)+i*chi1(8,
t)+j*chil(9,t); _

L I :
vl={it)— ])ii-:c(—:\\-'ise(mﬂf’i <tand ! < 0 T+1) 1.0

vectord = {a. b c.d e fog hoio gty — a0y by {1 i)+ e 12 4) -+ d IRIEA
ext{d ) el ) F a6 L)+ h LT ) +Hinv 1S t)+ jal(0.1)

Se 1 for igual a1, mwroduza a funcao P na forma Pr="funcao(t)’ (Ex: P=3*)
> if n=1 then P:=t->vectori(0,1,-2,-2,3,3,-1,~1,4,4,t); end if;
Pi=t — vectorl(0, §, =2, =2, 3.4, —1. 1. 4.4 1)

Introduza os clementos da funcao § na forma fj.15:="Tuncao™ (Ex: {[4.1]:=3%1:)

O valores dos indices 1 e ) variam de | a n.

> 1if n=1 then f:= 1; end if;

introduza o retardamento h(t)
> 1if n>1 then
> h:=t->vector1(0, .4,.9,.1,.7,-1,.2
> h:=t->vectorl(0,.4,.9,.1,.7,-1,.2

hoi=t — vectorl(0. 0.4, (.




Resultados

nerma_DeltaK =10
nermfi = ()

C.aproxim = 1.
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Anexo 3

Introduza os valores de n(inteiro). N(inteiro) e T{real ¢ positivo) seguidos de ponto e virgula
> n:.=2;

> t:='t’;s:='s’;

T:=5
chil:=(i,t)->piecewise(T*i/10<=t and t<=T*(i+1)/10,1,0);
vectorl:=(a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,t)~>a*xchil(0,t)+b*chil(1,t)+c*chil(2,t)
+d*chil(3,t)+e*chil(4,t)+f*chil(5,t)+g*chil(6,t)+h*xchil(7,t)+i*chil(8,
t)+3j*chil(9,t);

L., ] _ .
Nlo=(i 1) — pieu—.‘\\’ise(m Ti<tand! < m T+ 1),1.0)

vector! = {a. b, c.d. e, [ g, b i, 3.8y — ax 1O, 8) =03 1{1.1) F ey 1(2.8) +dvi(3.1)
+exi(d, t)+ FxUE )+ gy 600 = b LT 1)+ 7 v1(8 ) 4 5 xHO. 1)

Se 1 for miaior que 1. nkroduza os clementos da matriz P oua forma PlLj]i="funcao® (Ex:
P[1.2]=3%:)
P

Os valores dos indices 1 e j variam de 1 a oo Podem ser mseridos varios elemenios na mesima

linnlia

if n>1 then .

P:=t->Matrix(n, [[vector:(0,.1,-.02,-.2,.03,.3,-.01,~-1, .4, .4,
(-.01,-.2,.4,-.3,.05,-.01,0,0,.2, .4,t)], [vector1(.2,-.5,0, 0,
,.08,-.034,-.4,t),vector1(.1,-.4,-.06,.2,.03,.4,.5,-.5,-.6,~.
end if;

t),vectorl

)
3,-.7,.02
7 t)}])

P =t — Matrix(n, {{vector1{0. 0.1, =0.02. =0.2, 0.0, 0.3, =0.01, —1. 0.4, 0.4 4).
vector1(—0.01, —0.2, 0.4. —0.3. 0.05. =0.01. 0. 0. 0.2, 0.4 7))

vector1 (112, —(.5. 0. 0, 0.3, —0.7, 0.02. 0.08. —(L034. —0.4. 1),

vector (001, =04, —0.06, 0.2, n.n._.. U 0.5, =05, 0.6, —=0L7. H]})

Introduza os elementos da funcao £ oa forma {,1]:="hmcao™ (Ex: 4.1 =3%w)

> if n=1 then f:= 1; else f:=t->Matrix(n, [[1],{1]]);end if;
Os valores dos indices 1 ¢ j variam de ! a n.

Introduza o retardamento i)




Introduza o retardamento h(t)

> if n>1 then

> h:=t->vector1(0,.4,.9,.1,.7,-1,.2,1,0,2,t)

> h:=t->vectort(0,.4,.9,.1,.7,-1,.2,1,0,2,t);end if;
9, 0.

) ,t); else
h:=1t — vectorl(0, 0.4, 0.9, 0.1, 0.7, ~-1,0.2,1, 0, 2, t)

Resultados

norma_DeltaK := 0.225000000
normaR := 0.12500000000
O resultado da matriz de Cauchy aproximada encontra-se na pagina a seguir.




- C _aproxim :=

5 5
3.750000000{ | \© 5t S0ands-7r<0 [0 0} Heaviside(s — 3.750000000) +

. 0. 0
0. otherwise

0., < 1.250000000

-0.01000000000  0.2000000000
) -0.03000000000

[-o.omoooooooo 0.2000000000
* 0. -0.03000000000

-1 .250000000[ ]Heaviside(s)

lecaviside(s) t

-0.01000000000  0.2000000000

N
0. -0.03000000000]Hea‘"f“de(5 1.250000000)

+ 1.250000000 {

| {-0.0IOOOOOOOOO 0.2000000000

aviaide - 2 =
0. _0.03000000000} Heaviside(s — 1.250000000) 7 , 1 < 2.500000000

5
-y <Oands—-=<0/|-0.01000000000  0.2000000000
1250000000 { ' yslands = [ ]

0. -0.030000600000
0. otherwise

1 =2.500000000
-0.01000000000  0.2000000000
0. -(1.03000000000
-0.01000000000  0.2000000000
0. -0.03000000000

0. 0.
0. 0.

1.250000000 [ } Heaviside(s)

- l.’_’50000000|: } Heaviside(s — 1.250000000)

N [8 g] Heaviside(s) 1 — 2.500000000[ } Heaviside(s)

0. 0.

0. 0 } Heaviside(s — 2.500000000)

- 1. [8 g] Heaviside(s - 2.500000000) 1 + 2.500000000 [
, 1 < 3.750000000

—v<Oand s — =<
12500000004 1 s 0Oands _0[

-0.01000000000  0.2000000000 ]
0. otherwise

0. -0.03000000000

5
s < s=><0ll0. 0.
+1.2500000001 4 s£0and s -7 O[ }

) 0. 0O
. 0. otherwise

-

+ 1.250000000

5 5
1, ——s<0ands—=<01([0 0
4 2

0. O} . £=3.750000000

L 0. otherwise

-0.01000000000  0.2000000000

0. -0.03000000000} Heaviside(s)

1.250000000 [




L

-0.01 000000000 0.2000000000

-0.03000000000} Heaviside(s - 1.250000000)

- 1.250000000

+ 1.250000000 [0 " | Heaviside(s) — 1.250000000 [0 8} Heaviside(s — 1.250000000)
+ l.250000000[:

" | Heaviside(s ~ 1.250000000)

-1 730000000[ " | Heaviside(s — 2.500000000)

{- 0.5000000000 0.
0.04000000000  -0.2500000000
-0.5000000000 0.
0.04000000000  -0.2500000000

_ [-0.5000000000 0.
“1.0.04000000000  -0.2500000000

-0.5000000000 0.
0.04000000000 -0.2500000000

:l Heaviside(s) ¢

- 3.750000000[ jl Heaviside(s)

j|Ht,av151dc(5 - 1.250000000) ¢

+3.750000000 [ } Heaviside(s — 1.250000000}

0. g ] Heaviside(s — 1.250000000)

8 8} Heaviside(s — 2.500000000)

+ [8 g ] Heaviside(s — 1.250000000) ¢ - 3. 750000000[

-1 [0' 8 } Heaviside(s — 2.500000000) ¢ + 3. 750000000[

+ {8 8} Heaviside(s ~ 2.500000000) ¢ — 3.750000000 [O- 8} Heaviside(s — 2.500000000)

0. } Heaviside( s — 3.750000000)

-1 [0 0. } Heaviside(s = 3.750000000) 1 + 3.750000000 [O 0.

0. 0.
<5,

5
s g P S -0. )
1250000000 l. s<0ands 1 0 { 0.01000000000  (.2000000000 ]

0. -0.03000000000
0. otherwise

+1250000000]{ I+ T¥S0ands-7<0 [g g]

otherwise

3 5
- — " L) . - <
+1.250000000 ;- sS0ands-2<0 [0. 0}

0. 0.

otherwise

+ 1.250000000

5
~s<0ands-—<0 [-O.SOOOOOOOOO 0. }
0.04000000000 -0.2500000000

otherwise




5 5
~_s<0ands-—<0 [0.
4 2

+ 1.250000000 0

otherwise

5 15
——5s<0ands-——250 {0.
2 4

+ 1.250000000 0

otherwise

5
¢ < _ =
1 250000000 | 4 1+ S S0ands-7<0

0. otherwise

[-o.o 100000000000000002  0.200000000000000010 ]
0. -0.029999999999999999()

5

- < I
-+ 1.250000000 i. s<0ands 450 |:0. 0}

0. 0.
L 0. otherwise

5 5
1. ——s5s<0ands-—<0 [0. 0.
4 2

0. OJ +1.250000000

+1.250000000

0. otherwise

5
1. -s<0ands— ; <0 [—0.500000000000000000 0 ]

0.0400000000000000010  -0.250000000000000000
0. otherwise .

5
— < e ] )
+ 12500000004 - g mss0ands-2<0 [0 0}

] 0. 0.
0. olherwise

+ 1.250000000

15
1, —.s'SOandS——;SO {0. 0.

0. O} , 5. <t |+ 1.250000000

L 0. otherwise

-s<0ands—-—<0 l:-0.0IOOO()OOOOOOOOOOOOZ 0.200000000000000010 :l

0. -0.02999999999939999990
otherwise

5
Heaviside(s — 1.250000000) — 2.500000000{ { |- ¥ 0ands=7 =0
0. oftherwise
[-0.0 100000000000000002  0.200000000000000010
0. -0.0299999999999999990

-

J
_s< A
s<0andy 2$0 [8 g'}Heaviside(s——iS.)

] Heaviside(s — 2.500000000)

otherwise




!

5
1. g—ss()ands— <0 [0.

—3.750000000 0

0. ortherwise

5
—s <0y .=
3.750000000 L s <0 and s p <0

0. otherwise

[-o.sooooooooooooooooo 0,
0.0400000000000000010  -0.250000000000000000

g < . —
_ 3750000000 | { | TS =0ands—=0

0. otherwise

5
—5 < §s-=<
+2.500000000 |1 - s<Oands-7 <0

L 0. otherwise

5 15
——s<0ands-——<01|0.
2 4 0

otherwise

5
——s<0ands--<0 [0.
4 0

L 0. otherwise

s |
——s< s-—<
+3.750000000 , - ss0ands - 0

otherwise

5
L 3.
+2.500000000 58S Oands -~ <0

L 0. otherwise

8} Heaviside(s — 3.750000000) +

} Heaviside(s — 3.750000000)

" | Heaviside(s — 3.750000000)

" | Heaviside( s — 2.500000000)

8} Heaviside(s ~ 5.)

g} s Heaviside{ s — 3.750000000)

g} Heaviside(s — 3.750000000)

8} Heaviside(s — 2.500000000)

5 5
g~ ss0ands—5 <0 [(" 0}.s-Heaviside(s—s.)+[} 0}—1_

0. 0.

otherwise
5
] —s<0ands-—<0 [-o.sooooooooooooo

0. otherwise

Heaviside(s — 3.750000000)

- 1.

5
.  —s<0ands-—<0 FL
4 0

0. otherwise

0 1

0000 0 ]
¢

0.0400000000000000010  -0.250000000000000000

8} 5 Heaviside(s — 2.500000000) + 1.




—s<0ands—><0 [-o.sooooooooooooooooo 0. }‘
0.0400000000000000010  -0.250000000000000000.

olherwise

5 5
~_s<0ands—-<0}[0. 0. iy
Heaviside(s—5)— 1|1 4 *% Oands—2<0 {g 8]3 Heaviside( s — 2.500000000)
0. otherwise ' ’

—e<0s . =<
s<Oands——<0 {8 8]5 Heaviside(s ~ 3.750000000) + 1.

atherwise

5 _
1. —s<Oands-— Z <0 [-o‘omoooooooooooooooz 0.200000000000000010 ] )

_ 0. -0.029999999999999999()
0. atherwise

Heaviside(s - 2.500000000)

15
—5 < ¢ — — <

IRNERE s<Oands—77<0110. 0. o viside(s — 3.750000000)

(). aotherwise S

15
l. ——sSOands—:SO

"|s Heaviside(s — 5.) = 3.

| 0. otherwise

5
_s<0ands-—<0 {-o.sooooooooooooooooo 0. }
0.0400000000000000010  -0.250000000000000000

otherwise

5
-_ . =
Heaviside(s~5.)—1.|{ &+ g #s0ands—5= 0 {g g} s Heaviside(s ~ 3.750000000)

0. otherwise

- 1.

5
|| _s<Oands—~<0 [-0.01 00000000000000002  0.200000000000000010 } |
4 0. 20.0299999999999999990 |

0. ortherwise
Heaviside( s — 1.250000000 )




