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“Viva como se fosse morrer amanhd;

Aprenda como se fosse viver para sempre”

Mahatma Gandhi (/869 — 1948)

Filoésofo e Politico Indiano
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RESUMO

Neste trabalho, faz-se o estudo de um modelo de programagdo dindmica estocastica, em que se
considera um acidente, um acontecimento imprevisto ou fortuito do qual resulta um dano a coisa ou a

pessoa.

Inicialmente, faz-se a descrigdo do seguro, como um meio de defesa contra qualquer tipo de risco, até o
surgimento dos sistemas de bonus malus bem como as suas caracteristicas elementares, seguido de

alguns exemplos que ajudam melhor a sua compreensio.

Faz-se uma abordagem das principais caracteristicas ¢ algumas definigbes das cadeias de Markov que

sdo importantes para com clareza perceber a transi¢dio entre as classes do sistema.

Define-se os modelos de programagdo dindmica deterministica e estocastica e faz-se uma abordagem
em termos de acgdes e de politicas. Apresenta-se alguns teoremas sobre a minimizagiio e maximizacéo

dos custos, bem como sobre as propriedades estruturais da solugdo dum programa dindmico.

Por fim, faz-se a formulagio de um modelo de um sistema de bonus malus, aplicando a programagéo
dindmica estocastica, com base nas seguintes hipoteses:
e O condutor s6 pode ter no maximo um acidente por ano,
Um acidente tem custos aleatorios Y que dependem da gravidade do sinistro,
Perante um acidente, o condutor pode comunicar 4 companhia seguradora, neste caso sofrer

agravamento no prémio, € pode ndo comunicar, neste caso concreto obter bonificagio no

prémio.
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Os resultados principais sobre este modelo sdo que, dependendo de os custos dos acidentes, durante a
vigéncia do contrato serem compardveis com os prémios a pagar, o condutor pode suportar ele proprio
os custos do acidente; caso os custos sejam superiores ao prémio a pagar, entdo, remeter os acidentes a
companhia seguradora. Por outro lado, coloca o problema da necessidade da escala dos prémios ser

ajustada aos custos do acidente.

Para terminar, se recomenda a continuagio deste trabalho em algumas direcgdes, que ndo foi possivel
abordar neste trabalho, mas que tornam o modelo mais realista, por exemplo, seria interessante, ter em
conta que um condutor pode ter durante o ano mais do que um acidente, assim como verificar a
dependéncia do modelo em relagdo a alguns factores aleatérios como por exemplo a prudéncia do

condutor, a sua rapidez de avaliag8o ¢ de reacgdo perante determinadas situagdes, etc...
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GLOSSARIO

APOLICE
E o instrumento do contrato de seguro pelo qual o segurado repassa a seguradora a responsabilidade
sobre os riscos, estabelecidos na mesma, que possam advir. A apoélice contém as clausulas e condi¢des

gerais, especificas e particulares do contrato e as coberturas especiais ¢ anexos.

DANO
E todo prejuizo material ou pessoal sofrido por um segurado, passivel de indemnizag3o, de acordo com

as condi¢Ges de cobertura de uma apélice de seguro.

EVENTO

E toda e qualquer ocorréncia ou acontecimento passivel de ser garantido por uma apdlice de seguro.

INDEMNIZACAO
E a contraprestagido do segurador ao segurado que, com a efectivagdo do risco (ocorréncia de evento
previsto no contrato), venha a sofrer prejuizos de natureza economica, fazendo jus a indemnizagdo

pactuada.
PREMIO

E a importincia paga pelo segurado a seguradora em troca da transferéncia do risco a que ele esta
exposto. Em principio, o prémio resulta da aplicagdo de uma percentagem ( taxa) & importincia da

coisa segurada. O prémio deve corresponder ao preco do risco transferido a seguradora.

PROBABILIDADE

Em seguros ¢ a probabilidade de ocorréncia de determinado evento coberto pela apolice.
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RISCO
E o evento incerto ou de data incerta que nfio depende da vontade das partes contratantes e contra o
qual € feito o seguro. O risco ¢ a expectativa de sinistro. Sem risco ndo pode haver contrato de seguro.

E comum a palavra ser usada, também, para significar a coisa ou pessoas sujeitas ao risco.

SEGURADO
E a pessoa fisica ou juridica que, tendo interesses seguraveis, contrata o seguro, em seu beneficio

pessoal ou de terceiros.

SEGURADORA
E uma instituigdo que tem o objectivo de indemnizar prejuizos involuntarios verificados no patriménio
de outrem, ou eventos aleatdrios que nio trazem necessariamente prejuizos, mediante recebimento de

prémios.

SINISTRO
Ocorréncia do acontecimento previsto no contrato de seguro e que, legalmente, obriga a seguradora a

indemnizar.

TARIFA
Relagdo das taxas correspondentes a cada classe de risco. E de acordo com a taxa constante da tarifa,

que o segurador calcula o prémio relativo ao seguro que lhe é proposto.

TAXA
Elemento necessario a fixagfo das tarifas de prémios, célculos de juros, reservas matemadticas, etc. A
taxa € uma percentagem fixa dos bens segurados, que se aplica a cada caso determinado, estabelecendo

a importancia necessaria ao fim visado.
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CAPITULO 1

1. INTRODUCAO

Desde os tempos mais remotos a humanidade tenta encontrar métodos para se proteger contra
incertezas do futuro. Mesmo quando as condigdes de vida eram estritamente ligadas & natureza € os
acontecimentos futuros pareciam depender apenas da sorte ou de circunstincias totalmente alheias a
vontade dos homens, as sociedades mais organizadas encontraram meios para atenuar 0s riscos

envolvidos em suas actividades comerciais ou agricolas.

O medo, a incerteza do amanhd, as ameagas 4 sua integridade fisica e ao patriménio sempre
acompanhou o homem. Mas o homem inteligentemente concebeu a ideia do seguro, que foi o meio
encontrado por si para a sua protecgdo, prevenindo-o de prejuizos econdmicos ocasionados pela

destrui¢do de seus bens.

O SEGURO ¢ um dos meios de defesa contra os riscos de origem natural, humana ou outra, a que se
sujeitam os bens e interesses, as actividades do homem e as pessoas.

Exerce importantes fungdes econdmicas € sociais, ndo sé porque garante a reposi¢do de patriménios
atingidos por sinistros, contribuindo, assim para o desenvolvimento, mas, também, porque reduz ou

atenua a incerteza a um nivel aceitavel. Seguro é tranquilidade.

Com o desenvolvimento da actividade seguradora, surge nos anos cinquenta, a necessidade de se
estabelecer um "prego” justo nos seguros de danos, isto €, para além de tarifar cada segurado de acordo
com os valores assumidos por um certo numero de variaveis d priori que traduzem determinadas
caracteristicas bem definidas, existe necessidade de proceder a revisdio 4 posterior tendo em conta a
sinistralidade observada do segurado, que é o argumento base dos chamados sistemas de bénus malus.
Os sistemas de bdnus malus sdo um conjunto de regras de tarifag@o no seguro automovel que minoram
os prémios futuros das apolices que ndo participem acidentes 4 companhia seguradora num
determinado periodo (em geral um ano) ¢ que majoram os prémios futuros das apélices em situagio

contraria (Ualane,2003).
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Estes sistemas foram definitivamente introduzidos em 1960, apds que se seguiram varios estudos por
parte de Delaporte (1965), Bichsel (1965) ¢ Biihimann (1964); actualmente sdo usados em varios paises

da Europa, Asia e alguns da América Latina e Africa.

De referir que em Mogambique, algumas companhias seguradoras usam sé sistemas de bonificagoes
em apolices sem sinistros. Por exemplo, se durante uma anuidade de seguro n#o tiver havido qualquer
participagdo de sinistro, o segurado tera o direito a um desconto de 10% no prémio de renovagio; se no
decurso de duas ou mais anuidades seguidas ndo tiver havido qualquer participagdo de sinistro por
desconto passara a ser, nas mesmas condigdes, adicionado de 10% por cada anuidade até o limite
maximo de 40% no fim de 4 anuidades, mantendo-se este quanto as anuidades seguintes, até se
verificar qualquer sinistro. A principal diferenga entre os sistemas de bénus malus e os sistemas de
bonificagdes em apolices sem sinistros reside no facto de os sistemas de bénus malus majorarem ou
minorarem os prémios futuros das apdlices que participem ou ndo acidentes respectivamente; enquanto
que os sistemas de bonificagdes, s6 descontam os valores do prémio futuro em apdlices que ndo

participem qualquer sinistro.

Os sistemas de bdnus malus sdo importantes, na medida em que permitem detectar, avaliar ¢ introduzir
no sisterna de tarifagéo os efeitos conjuntos de factores considerados relevantes para a caracterizagio
do risco transferido para a companhia seguradora, mas que ndo sio directamente mensuraveis como por
exemplo a prudéncia dos condutores, a sua rapidez de avaliagfio e de reacgiio perante determinadas

situagdes, etc.... (Ualane,2003).

Com o presente trabalho o estudante pretende conceber, desenvolver e apresentar um modelo de um

sistema de bonus malus, usando a programagio dinimica estocastica.
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1.1. OBJECTIVO GERAL

Apresentar um modelo de um sistema de bonus malus, com recurso a programacdo dinidmica

estocastica.
1.2. OBJECTIVO ESPECIFICO

Definir o sistema de bonus malus (Lemaire, 1998),
Descrever o funcionamento de um sistema de bénus malus,
Descrever 0 modelo deterministico e estocéstico de programacéo dindmica,

Propor 0 modelo, formular o problema, construir o modelo e dar solugdo de um sistema de

bénus malus,
Discutir a solugio,

Conclusdes e recomendagdes do trabalho.
1.3. MATERIAIS E METODOS

» Para a realizagdo deste trabalho, o estudante recorreu as fontes bibliograficas citadas no

trabalho e algumas ligdes de esclarecimentos de duvidas por parte do supervisor.
O método descritivo de uma forma geral permitiu:

Descrever o sistema de bonus malus,

Exemplificar alguns conceitos,

Definir alguns conceitos frequentemente usados em seguros,
Classificar os tipos de programagio dindmica,

Mostrar os passos essenciais na resolugio do problema descrito.
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CAPITULO 11
2. SISTEMAS DE BONUS MALUS
Defini¢do (Lemaire, 1998):

Uma companhia de seguros usa um sistema de bénus malus quando:
* Um grupo de tarifas de segurados pode ser particionado em um nimero finito de classes, denotadas

por C; ou simplesmente i (i=1, ,5), em que o prémio anual depende somente da classe (s denota

o numero de classes) e do grupo de tarifas;

Os novos segurados sdo agrupados numa classe inicial especifica C W

Uma classe de segurados num determinado periodo de seguro (geralmente um ano) é determinada

unicamente pelo periodo precedente e pelo niimero de sinistros declarados durante o periodo.

Assim, o sistema € determinado por trés clementos:

» A escala de prémios b= (b,

* Aclasse inicial (C, )

* As regras de transi¢Bo — as regras que determinam a transferéncia de uma classe para outra

quando o numero de sinistros € conhecido.

Estas regras podem ser apresentadas como transformagdes Ty, tais que Ti(f)=f se a apolice de seguros ¢

transferida da classe C; para a classe C; quando & sinistros tiverem sido reportados. O termo 7 pode ser

escrito sob forma matricial

T = (),

i
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onde (,f,"’ =1 se Ty(i) = j e 0 no caso contrario. A probabilidade P (%) de a apdlice mover-se de C; para

C; num periodo, para um segurado caracterizado por alguns parimetros A (pela circunstancia,

frequéncia de sinistros), é igual a:

Py (A= p ()t
k=0

onde Py(4) € a probabilidade de um condutor com uma frequéncia de sinistros A ter k sinistros por ano.

Obviamente Py(1)>0e Z p;(A)=1.
=

A matriz M (4) = [Py (D)] = Z P (A)T, , é amatriz de transi¢do desta cadeia de Markov.

k=0
Um segurado entra no sistema na classe inicial quando obtém a sua licenga de condugfio. Entfo,
durante todo o tempo de vida de condutor, as regras de transigdo sdo aplicadas em cada renovagio para

determinar a nova classe em fun¢do do historial dos sinistros.

Na definigéo anterior, o sistema de bonus malus forma uma cadeia de Markov. Uma cadeia da primeira
ordem de Markov € um processo estocastico no qual o desenvolvimento futuro depende somente do

estado presente mas nédo do historial do processo ou da maneira como este foi alcangado.

Toma-se como exemplo de um sistema de bénus malus o do Brasil; um sistema em que os segurados
sdo subdivididos em apenas sete classes, com niveis do prémio 100, 90, 85, 80, 75, 70 e 65, 0s novos
segurados tém que comegar na classe 7, no nivel 100. Cada ano sem reportar um sinistro, resulta em
um desconto de uma classe, ¢ a cada sinistro reportado é penalizado em uma classe. Por outro lado,
quando um condutor atinge a classe 1, que ¢ a classe méxima de descontos, ele podera permanecer
nesta classe no caso em que néo declare qualquer sinistro, mas no caso de declarar qualquer sinistro,

terd como resultado a penalizagfo para uma classe, conforme as regras de transigéo.
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As regras de transicdio sdo apresentadas na tabela seguinte:

Classes | Prémio Classes seguintes
0 i 2 3 4 5 26
sinistro | sinistro | sinistros | sinistros | sinistros | sinistros | sinistros

100
90
85

80
75
70
65

Exemplos

1. Um segurado entra no sistema na classe 7, equivalente ao nivel de prémio 100. Caso nfo
participe nenhum smistro durante a anuidade do seguro, sofrerd um desconto de uma classe,
neste caso passara para a classe 6, equivalente ao nivel de prémio 90, todavia, se durante a
anuidade do seguro participar algum sinistro, ele se manter4 na classe 7, equivalente ao nivel de
prémio 100. Supondo que o segurado em cada anuidade do seguro ndo participe qualquer
sinistro, serd descontado uma classe por cada anuidade até que atinja a classe 1, equivalente ao
nivel de prémio 65.
Consideremos que um segurado se encontra na classe 3, equivalente ao nivel de prémio 75. Se
na anuidade do seguro, ndo participar nenhum sinistro, sofrer4 o desconto de uma classe, isto &,
transita para a classe 2, equivalente ao nivel de prémio 70, caso participe 1 sinistro, transitara
para a classe 4, equivalente ao nivel de prémio 80; caso participe 2 sinistros, transitara para a
classe 5, equivalente ao nivel de prémio 85; caso participe 3 sinistros, transitara para a classe 6,
equivalente ao nivel de prémio 90; caso participe pelo menos 4 sinistros, transitara para a
classe 7, equivalente ao nivel de prémio 100 e dependendo da sua evolugdo, podera ser

bonificado ou penalizado.
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Em geral, na implementagéo dos sistemas de bonus malus, cada pais é livre de usar a escala que lhe
convier assim como cada companhia de seguros ¢ livre de aplicar a sua escala dependendo das regras,

regulamentos ¢ ambiente adequados, isto ¢, ha paises que tém uma escala Gnica, ha outros que

permitem a variag80 entre empresas.

Vamos através das regras de transigdo do sistema brasileiro, mostrar exemplos das matrizes

— (48 : . .
Ti = (1;”). No geral esta matriz pode ser escrita como segue:

tll IlZ t13 tl4 IlS 116 tl?
[23 t24 t25 ’26 II'.'
[33 t34 I35 136 t37

Iy T lys g 1

Para o caso em que o condutor, apresenta =0 sinistros, teremos a seguinte matriz 7}:

(100000 0]
1000000
0100000
0010000
0001000
0000100
000001 0]

Analogamente, se o condutor, apresentar k=4 sinistros, teremos a seguinte matriz T}

(000010 0]
0000010
0000001
0000001
0000001
0000001
0000001]
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CAPITULO 111

3. CADEIAS DE MARKOV

As cadeias de Markov proporcionam modelos matemaéticos para uma variedade de sistemas que ao
longo do tempo, se movimentam através de um conjunto enumeravel de estados. A evolugdo desses
sistemas € regida por um mecanismo probabilistico cuja caracteristica principal esti na forma de
dependéncia entre o comportamento passado e futuro, do sistema, relativamente a um instante fixo.
Especificamente, o comportamento futuro do sistema a partir de um instante fixo depende de seu

comportamento passado apenas através do estado que o sistema ocupa naquele instante.

Definicao:
Um processo aleatério com pardmetro #, X (1) , é um processo de Markov se o futuro do processo dado

o presente € independente do passado. Isto é, para os instantes arbitrarios,

<D< . <LE<lg:

Pl 1) = Xpes 1/x(e) = Xt X()=X1] = P[x(ths 1) = X (ka1 )x(te) = x4], se x(£) assumir os valores discretos;
Pla < x(tes) < bIx(ty) = xp,...x(1) = x;] = Pla < x(teer) < bix(ty) = xi,se x(f) assumir os valores

continuos.

Definicio:
Uma cadeia de Markov em tempo discreto {X,} é um processo de Markov com espaco de pardmetros

discreto e espago de estados discreto.

Defini¢ao:
S80 designadas probabilidades de transigio num passo, a probabilidade do processo estar no estado I

no instante n+/, se estava no estado 7 no instante # ¢ é representado por:

P:."f"” =Prob { Xy =X, =1},
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Definicdo:
Diz-se que uma cadeia de Markov ¢ homogénea (com probabilidade de transigdo estacionaria) se as
probabilidades de transigdo num passo, forem independentes do tempo #, isto é, p;"’*' = p, que ndo

depende do tempo n.

As probabilidades de transigéo podem ser representadas matricialmente:

Poo P Poz -Pon

pe Po Pn P P

pnO pn] pnl "'pnn

Onde {0, 1, 2,...,n} € o conjunto dos estados do sistema.

A matriz P, ¢ chamada matriz de Markov ou matriz de probabilidades de transigdo do processo e goza

das seguintes propriedades:

py 2 0; isj=03 1,2,...

2Py =]
J=0

A matriz de probabilidades de transicdo em n passos ¢ a matriz, P =[p{"], onde (p1¢ a

probabilidade do processo passar do estado i para j, em # passos.

Pode-se mostrar que

PN =p'=ppPpP._..P .
\_‘V_’

nyeIes
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Exemplo

Um sistema S qualquer, pode se encontrar nos estados A, 4; ¢ A3 As transi¢des de um estado para o
outro estado ocorrem em concordincia com o esquema da cadeia de Markov homogénea; as

probabilidades de transigdo sdo dadas pela matriz:

1/2 1/6 1/3
P=(1/2 0 1/2].
1/3 1/3 1/3

Esta matriz diz-nos que, se o sistema se encontra no estado A,;, ap6s um passo, ele ficard no mesmo
estado com a probabilidade de 1/2, e transitard para o estado 4, com a probabilidade de 1/6, e para o
estado 43 com a probabilidade 1/3. Contudo, se o sistema estivesse no estado A, entdio apds um passo,
poderia ( com igual probabilidade) encontrar-se somente nos estados 4; e 43, pois nio pode transitar do
estado A para A;. A ultima linha da matriz mostra-nos que do estado 4; o sistema pode transitar para

qualquer estado possivel com uma e mesma probabilidade de 1/3 ( Gnedenko, 1978).
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CAPITULO IV

4.1. MODELO DETERMINISTICO DE PROGRAMACAO DINAMICA

O modelo deterministico de programagdo dinimica é usado em problemas de decisio deterministica
onde € possivel prever o futuro estado do sistema sendo conhecido o estado inicial e a sequéncia das
decisdes.

A exposigdo de programagdo dinimica que se segue, guia-se por Hinderer (1991).

4.1.1 DEFINICAO BASICA

Definigdo -
Consideremos os conjuntos B e C ndio vazios e seja M < BxC.

O conjunto M{(b) = {c:(b,c)e M} chama-se b-sec¢do de M.

M(b)

Fig. | : M(b) é secgiio de M
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Definicdo :

Um modelo deterministico de programagio dindmica, é um vector (S, 4, D, T, r, Vy, B) onde:

a} §¢um conjunto ndo vazio, chamado espago de estados.
b) A € um conjunto ndo vazio, chamado espago de acges.
¢) D ¢ um subconjunto de S§x 4 tal que todas as secgdes D(s) de D ndo sdo vazias.
D ¢ chamado conjunto restri¢do ¢ D(s) € o conjunto de ac¢des admissiveis para o estado s.
T ¢ uma fungio de D em S, chamada fun¢do de transicio.
r ¢ uma funco finita em D, chamada fungdo compensatéria num estagio.
Vo € uma fungéo finita em S, chamada fung¢do terminal compensatoria.

g) B ¢ um nimero real positivo, chamado factor de desconto.

Mediante qualquer problema, o primeiro passo para encontrar a solugio ¢ modela-lo através da escolha

de S A4, D, T r, ¥y ef, onde o mais dificil é a escolha do espaco S.
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4.1.2 FORMULACAO DO PROBLEMA DE OPTIMIZACAO DO MODELO DE
PROGRAMACAO DINAMICA

4.1.2.1. FORMULACAO EM TERMOS DE ACCOES
Definicdo -
Dado um estado inicial arbitrario sy, afirmaremos que a sequéncia de ac¢des (ag, ay,
admissivel para sy, se
a4, € D(sp),
a; € D(sy), onde s;:= T(sg,ap),

a; € D(s7), onde 5= T(s,,ay),
an.g € D(SN.[), onde SN = T(SN.Q,aN.z)

Colocando sy:= T(sn.;,an.;), a sequéncia (s;5z...,sy) € chamada sequéncia de estados gerada pelo
estado inicial sy e pela sequéncia de ac¢des admissiveis y = (a, )y .

Note-se que s, € uma fungdo de s e y: 5, = Spy(50).

O conjunto de sequéncias de ac¢des admissiveis para o estado inicial s, sera denotado por 4%(sg). Em

particular, se D(s) = A para qualquer s, entdo 4% (sg) = 4" para todo s,

A equagdo:

Spr1 =T(Snan), 0SNE N -1,

que para quaisquer que sejam sp e (a,))” € AN(so) dados , determina a evolugdo do sistema, ¢

chamada equagdo de estado ou equagdo do sistema.

Para cada estado inicial 55 € S e cada sequéncia de acgSes y = (@)™ e AV {sn), 0 garnho ao fim de

N periodos ¢ definido como o nimero real
N-1
Viy(so) = Zﬁn r(s,.a,)+ B Vo(sy),
=0

onde (s,)]" =(s,,(s,)); ¢éuma sequéncia de estados gerados por s, ¢ .
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A primeira formulagio do problema de optimizagio € a seguinte:

Calcular a recompensa mdxima ao fim de N periodos, sup {VNy(so) yed” (54) }, para o

sistema comegando em s.
Encontrar, se possivel, uma sequéncia de acgdes optimas geradas por s, isto ¢ o ponto

maximo da fungio y—V, (s,).

4.1.2.2. FORMULAGCAO EM TERMOS DE POLITICAS

Esta formulagdo € particularmente Gtil para uma apresentagdo sucinta do procedimento da solugdo

basica ¢ que se torna indispensével quando deparamos com um modelo de programacio dinidmica

estocastico.

Uma politica pode ser vista como um plano que especifica a decisdo a ser tomada em cada estagio para

cada estado que possa ocorrer nesse estagio.

Politica 6ptima ¢ uma politica que maximiza (ou minimiza) o ganho (ou custo) ao fim dum certo

numero de estagios.

Definicao :
I. A fungio ®:5— A4 tal que D(s) € D(s) paratodo seS é chamada regra de decisdo.

Uma sequéncia 7 = (®,,®,,...,® v-1) de N regras de decisdo é chamada politica de N periodos.

O conjunto ndo vazio de regras de decisdo sera denotado por £; F” é o conjunto de todas as politicas de

N periodos; ele ndo depende do estado inicial. A condigio ®(s)e D(s) para a regra de decisdo @, que
¢ equivalente a grafico de @ c D, garante que a decisdio tomada, quando a politica de N periodos é

usada, selecciona para cada estdgio e cada estado somente ac¢des admissiveis.
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. . e N-1 ~
Se o sistema comecar no estado sy ¢ aplicamos a politica 7= (®,)," " € F", entdo este move-se

sucessivamente através da sequéncia de estados

51 = T(sg, @y(sy))

5, =T(s, ®,(5)

Note que s,, 1 Sn< N, dependede spede 7 :s, =5, (s,). Assim, a equagdio do sistema tem a forma

Spa =T(s,,D,(s,)), 0<ngN-1.

Chamamos (s,)" a sequéncia de estados gerada por sg e pela politica = ¢ (®,(s,)))™" a sequéncia

de accies gerada por so e 7 ; obviamente (s,) é também a sequéncia de estados gerada por sy e pela
sequéncia de ac¢des (@, (s,))s". Associada ao desenvolvimento do sistema a partir do estado inicial

So, esta a recompensa ou ganho total ao fim de N periodos sob a politica 7 definida por
N-]
VNIr (SO) = Zﬁ” r(sn’an)+ﬂN VD(SN’) .
m=0

A segunda formulagéo do problema de optimizagdo ¢ a seguinte:

Calcular a recompensa méxima ao fim de N periodos, isto &,
sup { Ve (sg):me FY } para o estado inicial .

Encontrar, se possivel, uma politica 6ptima comegando no estado sy, isto ¢, o ponto maximo

da fungdo 7 =V, _(s,).

Encontrar, se possivel, uma politica dptima, para cada estado inicial s,.
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4.1.2.3. RELACAOQO ENTRE AS DUAS FORMULACOES

Proposi¢do : Seja 5o um estado inicial arbitrario
I. E valida a seguinte igualdade
sup {VN), (s,): Ve AN(so)}——-sup { Vi (5):me FY }= Vo (5,).

., . ’ . L ~ . -
II. Se = ¢ uma politica de N estdgios e se y é uma sequéncia de acgdes geradas por sp e pela

[ g . -~ * P . * ror - -
politica r , entdo m ¢ 6ptima para spsse y ¢ 6ptima em relagdio a sy,

Nota: O nimero V(sg) — que pode ser igual a + oo, é a recompensa maxima ao fim de N periodos. A

fungdo V,,:S— R é chamada fung¢do do valor do modelo de programag¢do dindmica de N estagios. E de

salientar que V(sy) € finita se existe uma sequéncia de acgdes dptima em relagio a s,

Demonstragéo:

Para cada 7 € F" passaremos a denotar por flx) a sequéncia de ac¢des geradas por sp € 7. Seja
y:=(a,); " uma sequéncia de ac¢des arbitririas admissiveis para s, e seja (s,)) a sequéncia de

estados gerados por sp e y. Seja

N-1 N-i
Viy(sa):= 3. B"r(s,,a,)+ 8" Vy(sy) € Van (50) = D Br(s,.a,)+ B Vy(s,).

m=0 =0

Para provar que ¥y, (s0) = Vg (s0) € suficiente mostrar que 7(s, a,) = r(sn D (s,)). Colocando, para
0<snsN-1,

a,,se s=s,

¢ uls) = {

arbitrario em D(s), para outros casos

é claro que, y = f{r) para 7:=(g,))"
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4.1.2.4. MERITOS E DEFEITOS DE CADA FORMULACAO

Problemas tedricos sdo mais faceis de formular em termos de politicas do que em termos de

sequéncia de ac¢des. Por outro lado, a solugdio de um problema pratico € geralmente formulada em

termos de sequéncia de acgGes.

Maximizar sobre um conjunto de sequéncias de acg@es, & primeira vista parece mais facil que
maximizar sobre um conjunto de politicas. Esta impressio ¢ reforgada pelo facto de que em geral o
conjunto F de politicas de N estagios possui uma cardinalidade maior que os conjuntos 4”(sp).
Consequentemente, existe uma maior abundincia de politicas Optimas em casos onde ha

relativamente poucas sequéncias de ac¢des dptimas.

Em modelos de programagio dindmica estocasticos os estados momentineos e acgdes tomadas em

geral ndo determinam dum modo tnico o futuro. Neste, caso, a formulagio em termos de politicas é

apropriada.
4.1.3. METODO DE SOLUCAO RECURSIVA BASICA

Vamos de seguida fazer a formulagdio do método fundamental de solugio do problema de optimizagio

dum programa dindmico de N periodos.

Lema : Sejam S e A conjuntos ndo vazios e v uma fungdo definida no conjunto D < Sx A4 tal que

D(s)# ¢,V se8§. entdo

sup v{s,a) = sup sup v(s,a)
(s,a)e D sed a € D(s)

Em particular, se D =Sx 4, entfio

sup v(s,a) = sup supv(s,a)=sup sup v(s,q)
(s,m)e D seS aed aeA se§
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Vamos usar o lema descrito na pagina 17, para uma abordagem recursiva dum problema num certo
estagio n, para n 2 2. Usando a formulagdo em termos de acgdes, 0 método serd descrito do seguinte
modo:

Assume-se que € conhecida a recompensa maxima no estagio n-1, ¥,.)(f), para qualquer estado inicial ¢.

O ganho maximo esperado V,(s) para o modelo no estagio n com o estado inicial 55, ¢ um nimero real e

pode ser calculado recursivamente através da iteragio de valor:
Va(s) =max { W,(s,a):a € D(s),neN, seS}
W= r(s,a) + V. (T(s,a),
Portanto, a recompensa V,(s) serd obtida, maximizando a fungio w,(s,.).

Consideremos um modelo de programagdo dinimica. Se o sistema estd no estado s num certo instante » e

aplicamos uma regra de decisdo fe F, entfio a fungdo ry sera definida do seguinte modo: r(s) := r(s f(s)).

Se f ¢ uma regra de decisdo € o= (u, y2..., 4ns) € uma politica de n-1 estagios, entio (f o) é uma

politica de » estagios.

De referir que em programagio dindmica, hd disting@o entre estagio e periodo, pois os periodos
contam-se de trds para frente € os estigios de maneira contraria, assim, quando se fala de estagio 1,

significa que falta um periodo para chegar ao fim, ou seja estamos no periodo N-1J.
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4.14. TEOREMA BASICO PARA UM MODELO ESTACIONARIO DETERMINISTICO
DE PROGRAMACAO DINAMICA

O teorema basico para um modelo deterministico, é usado para o problema de maximizagdo de ganhos,

¢ € enunciado como segue:

Teorema -

a) Evilidaa iteragdo de valor:

Va(s)=sup {r(s,a)+ fVai(T(s.a)) } = sup {rds) + BVai(TLs) },
aeD(s) SfeF

ondes € Sene N,

b) E vélido o seguinte crifério de optimalidade: Se f,(s) ¢ um ponto méximo da funcso

a—->w,(s,a)=r(s,a)+ PV, (T(s,a)), para 0<n <N es e,
entdo a politica de N periodos 7” :=(f,),, ¢ 6ptima. Além disso, para s, =5, € S, se (s7)" ¢ gerada

e * ~ a . ~
por sp € pela politica 7, entdio a sequéncia de acgdes

a, = fy_.(s,), 0<n £ N—1, ¢ 6ptima para so.

Defini¢do: O conjunto D, (s) dos pontos méximos da fungio a —> w,(s,a) € chamado conjunto de

acgdes optimas.
A regra de decis@o f€ um maximizador no estagio n se f{s)e D'(s) para todo s € §.
Nota: A regra de decisdo /¢ um maximizador no estagio n se W,{(s f(s)) = Viu(s).

Com a definigdo anterior o critério de optimalidade podera ser enunciado duma forma mais curta como

se segue:

Se, para 1< n <N, f, ¢ um maximizador no estagio n, entdo a sequéncia (f,)} é optima.
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E importante salientar que uma politica Optima ndo precisa de ser composta por maximizadores.
_ 1 At e e - P :
Neste contexto, se 7 = (f,), é uma sequéncia dptima, entdo f,(s) ndo é necessariamente elemento do

conjunto D; (s).

4.1.5. TEOREMA BASICO PARA MINIMIZACAO DE CUSTOS
Para o problema de minimizagéo dos custos, o teorema basico € enunciado como segue:

a) E valida a iferacdo de valor:
Cus)=inf {-r(s,a) + BC,(T(s,a)) } = inf { -rfs) + BC,.(Ts)) },
ae D(s) feF

ondes e Sene N.

b) E valido o seguinte critério de optimalidade: se para 1<n <N, f, é minimizador no estagio n,

entdo a politica 7' = (f,)}, ¢ optima.
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Exemplo (Hinderer, 1991)

Alocaciio entre consumo e reinvestimento:

Uma companhia promovendo um projecto, dispde de K € R" unidades monetarias. No inicio de cada
periodo de tempo N, n = 0, 1, 2,...,N-I a companhia deve alocar o capital monetério entre as seguintes
possibilidades: Consumir (para a directa promogdo do projecto) ou reinvestir. Assume-se que o consumo
de b € R. unidades, resulta, numa utilidade numérica u(b) € R. e que i € R' & a taxa de lucro por
periodo de reinvestimento. Assim, y:= [+ i ¢ o factor de lucro. Como podera o capital ser alocado no
inicio de cada periodo de tempo N, no sentido de maximizar a soma da utilidade num estigio?

Quiéo grande ¢ esta utilidade total maxima?
Solucdo:

Vamos dar uma solugfio detalhada para o caso especial em que a utilidade num estagio é de u(b):= Vb

3

que € a recompensa terminal da formula Vifs) = dos para qualquer dp € R e que o factor de desconto
$ para o consumo € arbitrario. Os mais interessantes parecem ser os dois (2) casos onde o capital final

ndo consumido, ¢ retirado (dy = 0) ou valorizado como o consumo (dp > 0). (note-se também que no caso

geral, u(b) = c\/b para qualquer ¢ € R" ¢ facilmente reduzido para o presente caso, substituindo d, por

dy/c.)
Primeiro resolve-se o problema de um estégio (para o primeiro estagio) usando

a:= proporgdo da quantidade do capital consumido

[Vas + pr,rs,ap] - swp | Jas + pa, isG-a)]

a

[+ eT=a]

onde colocamos ¢ := ﬂdn\/; de modo que ¢ € R- . Se ¢ = 0 entéio
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a->gla)= Ja + el - a,a€[0,]], tem como ponto maximoa =1.Esec> 0 entdo,

gay=1/2Ja)-c/21-a) ac(0,)).

Obviamente, g’ ¢ decrescente ¢ g'(@’) = 0 se @’ = 1] + ¢®); note que a & (0,1). Dado que g é

continuo no intervalo [0,1], sabemos que a” é o ponto maximo de g. Segue que para ¢ > 0,

S o fits)=1/1+) = 1+ [i‘zdozy) ¢ 0 maximizador no estigio » = 1. Além disso, obteremos

facilmente de

Vis)= s. g(a) = 1+ Vs que, Vi(s)= 1+ g% Vs,

A solugdo do problema de um estagio, mostra duas caracteristicas notdveis:

(1) O maximizador f; ndo depende do estado. Esta é uma situago muito rara. Note que teriamos obtido

um maximizador fi(s) = 1/(I + [’d,’y). s neste caso, foi definido d, Ndo para ser a proporgdo, mas sim

a quantidade do capital consumido no tempo ».

(1)) O valor da fungdo ¥; dum estagio é da mesma “formula funcional” como Vs nomeadamente
Vi(s) = d; Js ;onde d; € R..Consequentemente, substituindo d, e dy acima, obteremos Vi(s) = ng;

para qualquer d» € R. ¢ um maximizador constante f; etc. Mais formalmente por indugdo em # e

Vits) = 1+ B*pd?s . s, obteremos que:

(1) ¥, esta sob forma de

Va(s) = dys, s € R, para qualquer d, € R, , que satisfaz a formula recursiva

dy=\l+ B’y ,ne N
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(1) A regra de decisdo

fo = 1/d, & um maximizador no estagio n, donde vem que (f,)), ¢ uma politica éptima para

N estagio. A equagdo recursiva descrita na pdgina anterior, ¢ facilmente resolvida e da:

n=1
d’ =Y (B +d}(B).

=0

As somas tais como a descrita acima, quando ocorrem, serdo abreviadas da seguinte forma:

(1-x")/(1-x), xe R-{1},

n, x=1.

o, (x)= nz_llx" =

A equagdo recursiva d, = |1+ 7% , n € N ocorre frequentemente e a sua solugdo pode ser

escrita como segue:

Lema: (solugdo linear da equag#o da diferenca de 1% ordem)
Se a sequéncia (b,), de nlimeros reais satisfaz

by =c +ab,;, n e N, paraqualquer ¢ e o reais, entdo segue que

bp=c.oxa)+a" . bpne N.

n-1
Assim, a expressdo d,” = Y (8%)" +d, ()", assume a forma:
v=0

d*=0,(B%) +d ().

n-l
As equagdes, Vu(s) = a‘,,\/;,ﬁ, = l/d, e d’= Z(ﬂzy)" +d *(By)", constituem a solugdo do

v={
problema. como fy(s) ndo depende de s, a computagio de uma acgdo sy dptima da sequencia (a, )y,
ndo requer os procedimentos anteriores, assim teremos a quantidade do capital consumido no tempo »

como segue: a. = fy, = 1/d nm
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4.2. MODELO ESTOCASTICO DE PROGRAMACAO DINAMICA

O modelo estocastico de programagdo dinimica, ¢ usado para situagdes em que o resultado de cada

decisdo ndo € completamente previsivel, mas pode ser observado antes que a préxima decisdo seja

tomada.

O caso mais simples de um modelo estocastico de N periodos é aquele em que a transigdo de s, para
Sn+1 € especificada pela fungdo de transicfio T a qual é “perturbada™ por alguma variavel aleatdria X,,.;
tomando valores num conjunto finito M, e onde as variaveis X’s sio independentes e identicamente

distribuidas (i.i.d.). Em muitas aplicagdes deste modelo o espaco de estados S sera contavel ou mesmo

finito.

A lei de transigdo para este modelo estocastico € uma fungdio 7 de DxM em S com o seguinte
significado intuitivo: se num instante » estamos no estado s, e tomamos a acgdo a, e se a disturbincia
X+ toma o valor x,+; entdo o sistema move-se para o novo estado aleatério s,.; = T(Sp O Xne1)s

0<n<N-1; esta equagdo deve ser entendida do seguinte modo: dada uma politica de N periodos

T = (@,))" e um estado inicial sy, 0 préximo estado do sistema ¢ uma variavel aleatoria Coe definida

recursivamente pela equagdo estocastica 4+ 5 = T, (Com Xns1), 0SS N-1,
onde T, (o Xovt) = T (Gone @allnn), Xu<1), @ € F com a condigio inicial (= s.
Note-se que:

Cax € uma fungdio do vector aleatério ¥ :=(X ,),N , mas ndo depende de X+ y,..., Xy. Portanto (€ Xpeg

sdo estocasticamente independentes.

Para sy e 7 fixos, {,z apenas assume um nimero finito de valores, j4 que M ¢ finito.
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4.2.1. DEFINICAO BASICA

O modelo estocastico de programagio dindmica é um vector (S, 4, D, M, g, T, r. Vp, B ) com as

seguintes caracteristicas:

a) S, A D, r. Vy f t€m o mesmo significado ¢ interpretagio como no modelo deterministico de

programacéo dindmica.
b) M & um conjunto finito cujos elementos sdo valores de disturbdncia
c) g ¢ uma fungdo de densidade de probabilidade das disturbéncia i.i.d

d) 7€ uma fungdo de Dx M em S, chamada fun¢do de transicdo estocdstica.

A recompensa ao fim de N estagios, quando o sistema comega em sy é a varidvel aleatdria real

Run(5,0):= Y B r(Lons @ o)) + BVollra)s ()

h=0
onde ¥ :=(X,); e Vo({nz) € 0 ganho terminal no fim do processo.
Além disso, o ganho esperado ao fim de N periodos ¢ definido pelo nimero real
Vie () =E[R,, (5,})]= Z Ry, (s,).P(Y =y),para o horizonte N. A funcdo de valor
yEM""

Vy :S = (~o0,00] ¢ definida por s — ¥, (s)=sup{V,, (s): 7eF",Ne|N }.

Lema : O ganho esperado ao fim de N etapas ¥y, pode ser obtido iterativamente para cada horizonte N

e cada politica 7 do seguinte modo:
Vn(j"a)(s)":rf (S)+ﬁE[Vn-l,o-(Tf (S,X))], nz 2s(fso-) € F X F”_] *

Vi (8)=r,()+ BEIVo(T, (5, X)), f € F, s €.
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Demonstragdo: consideremos o caso n> 2, parase S fixo e 7 := (f o), onde
0 =(Qn Q2. 0n-1)s Y2:= (X2 Xs,...,.Xn), V2 := (x3,x3,...,x,), entdo,
P(Y= (x;, y2)) = P(Y>=y5).P(X;=x;) uma vez que as disturbincias X, sio i.i.d.

A partir de (**) obtemos R, (s5,¥)=r,(s) + AR, , (T,((s,X,),1;)) . Segue-se que
Vir (8)=r (s)+ BE[R,_, ,(T,(5,X),Y,)]. O segundo termo pode ser escrito como

2 [ R (T X)L 1) P, =y, )] P(X, = x,)

=2 Vet T (5. P(X, = %) = EV,, (T, (5,X,))]
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4.2.2. TEOREMA BASICO PARA O MODELO ESTOCASTICO LI.D.

Para o0 modelo estocastico, o teorema basico, € enunciado como segue:

a)  critério de optimalidade : Sc f, ¢ um maximizador no estagio n para 1< n < N, entdo (f,)), €

Optima para o programa dindmico de N periodos.

b) E valida a iferagdo de valor
C,(s)=min{r(s,a)+ pE[C,_ (T(s,a,X))]},neN,seS,ae D(s)

O ganho obtido por periodo ¢ muitas vezes, aleatério, isto é, depende de varios factores que possam
ocorrer nesse periodo. Neste contexto, a fungdo r(s,a) sera substituida por uma fungio finita 7 (s,a,x),
onde x € o valor da disturbancia aleatéria. Portanto, 0 nosso modelo de programaciio dindmica
alargar-se-a para um novo modelo que contém uma fungdo finita, ¥ (s,4,x) sobre Dx M . Entdo a

recompensa de N estagios para uma politica &, quando o processo comega em s € dada por

Run (s 1)= Y BF(Loms@a G X)) + BVolC )

n=l

Assim IH/HM (s} := E[EN,r (s,Y)]. Este modelo pode ser reduzido facilmente a um modelo como o

anterior com a ajuda da seguinte proposi¢io:
Proposicio : Seja o modelo de programagdo dindmica com r(s,a):= E[F (s,a,.X)}

Entdo V, =V, paraiodo o n e z. Como consequéncia, os dois modelos de programacio estocasticos,

terdo a mesma fungdo de valor, o mesmo conjunto de maximizadores na etapa n, ne N, € 0 mesmo

conjunto de politicas Optimas.
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Exemplo

Problema:

Tem-se um recurso renovéavel, por exemplo peixe, que pode ser capturado em N periodos sucessivos.
Assume-se que o recurso ¢ medido numa determinada unidade e o produto de captura é vendido no

mercado.
O problema é: qual deve ser o plano das capturas de modo a que no fim o lucro da venda seja maximo?

Formulacdo do modelo:

1. Espago de Estado : S € o espago de estados, s € a quantidade do recurso existente; claro que s > 0.

2. Espaco de Acgdes: 4 € o conjunto de acgdes a, sendo a a quantidade de recurso que fica depois da
captura; claro que a <s.

A

0

Fig. 2: Componentes do modelo
3. O conjunto de restrigdes € D = (5,a): onde a < s}

4. O conjunto de acgdes admissiveis no estado s, D(s), é {a: a < s}. Quando a = s, significa que nio se

captura nada; quando a = 0, entdo foi capturado todo o recurso.

5. Funcéo de Transiclo: A fungfo de transigdo reflecte o crescimento do recurso que é fungio da

quantidade a que ficou depois da captura e um conjunto de factores bioldgicos e ambientais governados

estocasticamente. Podemos assumir que 7(s,a,X) = a.X, sendo X uma variavel aleatéria.
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6. A fungdo de ganho € #(s5,a,.X) = P.(s-a), onde P ¢ o prego unitdrio do recurso e (s-a) é a quantidade

capturada.
7. A fungdo de ganho terminal assumir-se-a identicamente igual a 0, isto ¢, Vy(s) = 0.

8. O factor de desconto £ é um niimero estritamente entre O e 1.

Vo (s)=max{p(s—a)+pEV,,(I(s,a,X)}

A iteragdo de valor sera:
ae D(s)

, onde a esperanga matematica é

calculada de acordo com a distribui¢fio da variavel aleatéria X,
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43. ESTUDO DAS PROPRIEDADES ESTRUTURAIS DE UM MODELO DE
PROGRAMACAO DINAMICA ,

O estudo de propriedades estruturais de um modelo de programacio dindmica, consiste essencialmente
em fazer uma andlise das propriedades matematicas das fung¢des de valor V,(s) e das politicas 6ptimas

tais como, a monotonia e concavidade [convexidade].
4.3.1. MONOTONIA DE FUNCOES DE VALOR V(s)

Poucos modelos de programagdo dindmica possuem uma solugdio explicita. Portanto resultados
qualitativos sdo de grande importincia e, em particular, podem ajudar na simplificagfio dos célculos.

Neste 4mbito, interessa-nos tratar questdes do seguinte tipo:

1) Quando € que o ganho maximo no estagio n, V,(s), depende monotamente do horizonte n?
Caso haja dependéncia, a existéncia de V{(s) == limn—.V,(s) € assegurada e se ¥(s) for finito, pode

ser considerado como uma aproximagao de V,(s) para um n muito grande.

2) Quando € que V,(s) depende monotamente do estado inicial s9? Se este for o caso, as solugbes
numéricas (que sempre sdo disponiveis somente para um numero finito de estados) podem ser

achadas estudando a monotonia da fungio V,,.

4.3.1.1 DEPENDENCIA MONOTONA DAS FUNCOES DE VALOR Vy(s) EM RELACAO AO
HORIZONTE

O ponto de partida para investigagio em programagdo dindmica € a iteragdo de valor ¥,(s). Portanto,
para o estudo da monotonia de #n — V,(s) vamos introduzir operadores apropriados que seréo usados

nas demonstra¢des dos teoremas.
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Definicdo :

Os operadores L, Uy, para f € F e U transformam as fungdes v sobre S em fungdes Lv sobre D,

Up sobre S como se segue:
L (Lv)(s,a) := r(s,a) + fv(T(s,a)),
IL. (U)(s) = Lv(s fs)) = rfs) + Bv(T(s,a)),
[I. (Uv)(s) == sup Lv=sup Up(s),onde g € D(s)ef e F.
Lema : Seja B um dos operadores L, Ure U. Se v <w entiio Bv < Bw.
Teorema: Se Vo <V, [ V4> V], entdo n — V,(s) ¢ crescente [decrescente] para todo s € S.
Demonstragdo: Vamos usar o método de indugdo matematica em » para fazer esta demonstracéo.
1) Vp <V, segundo a condi¢do do teorema;

2) Vamos supor que ¥y < Vi4y, para k € Np; considerando que & = n + / teremos entio

VM+1’-4r =< Vn+! = Vn < Vn+l
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4.3.1.2. DEPENDENCIA MONOTONA DAS FUNCOES DE VALOR Va(s) EM RELACAO AO
ESTADO INICIAL S,

Em muitos modelos de programagéo dindmica com Sc(—o0,+ ) ¢ Ac(—o0,+o)as fungdes de valor

e/ou alguns maximizadores sdio fun¢es mondtonas em relagdo ao estado inicial.

As vezes a monotonia de s — V,(s) é intuitivamente clara a partir da formula¢io do problema.
Por exemplo em problema de investimento de capital, a fun¢do de valor cresce em relagio ao capital

inicial.
De seguida vamos abordar algumas propriedades de fungdes crescentes.
Lema : 1. A composigio de duas fungdes crescentes é uma funciio crescente.
1I. A soma de duas fungdes crescentes, quando definidas, é crescente.
[1II. Se v é uma fung¢do crescente € ¢ € R-, entdo ¢.v é crescente.
IV. O produto de duas fungdes ndo negativas crescentes, ¢ crescente.
A fungdo v € crescente sse //v é decrescente.
Lema : ( supremo de uma familia de fun¢Ges crescentes).
Seja § um conjunto ordenado e w uma fungdo definida em D. Se a correspondéncia
§ — DX(s) ¢ crescente e se s — w(s,a) € crescente para todo o a, entdo
5 — w'(s):= sup{ w(s,a): a € D(s)} é crescente em .

Demonstracdo:
Fixemos se s’ com s <s5’. Se a € D(s), entdo também a € D(s"), desde que w(s’, a) > w(s, a).

Assim,

w‘(s) =sup { w(s,a):a € D(s) } <sup {w(s’a):a e D(s)} <sup{w(s a):aeD(s)}=w(s")
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Teorema : Seja um S conjunto ordenado € vamos assumir que
a) A correspondéncia D(.) € crescente, isto €, D(s) < D(s’) desde que s <5
b) A lei de transi¢do 7 ¢ crescente para todo «;
c)} R(,a)é crescente para todo a;
d) Vpé crescente;

Entdo s — V,(s) € crescente paratodoon e N

Demonstracdo: Vamos fazer esta demonstra¢o usando a indugio matematica.

Vo(.) € crescente pela condigdo do teorema. Vamos assumir que ¥,(.) € crescente para todo »n e N,.
Entao V,(T(,a)) € crescente e por isso LV,(,a) é também crescente pelo primeiro lema descrito na

pagina 32. Como a correspondéncia D(.) é crescente, podemos deduzir que ¥,/ é crescente.
4.3.2. CONCAVIDADE E CONVEXIDADE DE FUNCOES DE VALOR V(s)

Uma das propriedades estruturais que é também importante estudar num modelo de programagio
dinfmica, € a concavidade [convexidade] de s — V,(s) elou s — fi(s). Antes de investigar esta

propriedade, vamos fazer uma breve revisdo de alguns conceitos que julgamos necessérios para este

estudo.
Definicdo:

Seja v: [ — R definida num intervalo /, que é subconjunto do conjunto de numeros reais. Pode-se

admitir que / seja um conjunto aberto, semi-aberto ou fechado, finito ou infinito:
a) A fungio v: /— R € cOncava se vfix + (/-A)y] = Av(x) + (I-2)v(y) para todo x,
yelede(0l).
b) Se /¢ discreto, a fungdo v & concava se, se verificar a seguinte desigualdade:
2v(i+t1) > v+ v(i+2) parai, i+l e i+2 €

Nota: a fungédo v é convexa se —v é cOncava.
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Lema : (Propriedades das fungdes concavas num intervalo [)
A soma de vdria fungdes finitas concavas é uma fungio concava.
Se v é concava e ¢ € R., entdo a fungdo c.v é cOncava.

Se v € céncava entdo v ¢ linearmente limitada, 1sto é existem constantes ¢ e d tais que

v(ii)<c+di paraie [

Se ¢ ¢ concava em [, (i) ¢ uma funglio contida num intervalo J (onde J/ € continuo ou discreto se [ é

continuo ou discreto}), e se v. J — R € concava [e crescente], entdo v(f) é concava [e crescente].
Lema : Seja w uma fungéo concava definida num conjunto convexo D. Entdo
’ . m *
s — w (s) := sup w(s,.) € cOncava, desde que w <o,

Demonstracdo: Vamos escolher s, 5" € Sea € (0,1). Como D ¢ convexo segundo a condigfo do lema,

paraa € D(s)e a’ € D(s’) teremos
a(s,a) + (1-a). (s’a’) = (as + (1-a)s’, na + (1-a)a’) € D. Daqui segue que pela concavidade de w

wias + (1-o)s?) > woas + (1-o)s’, oa + (I-a)a”) = wla. (sa) + (1-a).(sa)) > a. Wsa) +

(1-a).w(s'a’).
Comoa € D(s)ea’ e D(s"), obtemos w‘(as +(1-a)s") > a.w'(s) + (l-a).w‘(s .
Teorema : Vamos assumir que
D € convexo;
D(s) € limitado para todo o s;
HI. T é crescente para todo s;
V. r e Vy sdo concavos;

Entdo V, e W, sdo finitos e concavos paratodon € N.
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A demonstragdo € similar & que foi apresentada no lema anterior.

Quando se estuda a concavidade de V,, podera também se estar interessado em saber se esta fungéo é
mondtona ou ndo. Por isso, de seguida vamos enunciar um teorema que pode servir de ferramenta para

a investigacdo das propriedades estruturais.
Teorema : (Concavidade de fungdes de valor crescentes):
Vamos supor que
D é convexo,
D(s) é limitado para todo o s;
D(.) é crescente;
T(.,a), r(,a) e Vy sdo crescentes para todo o 4,
V. T, r e Vy sdo cOncavos
Entdo V, e wy(.,a) slz“io finitos e concavos (e V, ¢ crescente) para todo #n € N.
Demonstracdo:
As suposig¢des (iii) e (iv) foram consideradas no teorema sobre a monotonia de
s — Vu(s). Vamos verificar a concavidade de V,, usando método de inducfio em ».

Pela condigdo do teorema, para n=0, Vy € concavo. Vamos supor que esta propriedade também se
verifica para n-1 € Ny. Entdo, por analogia, pode-se generalizar que Vaui(T(.,a)) € cOncavo em
D devido a concavidade de 7. A concavidade de w é preservada pela multiplicagdio V,; com uma
constante B e adicionando a fungdo concava em r. Existe para cada s uma fungéo g em D(s) tal que
w(s,.) < g. A fungio w(s,.) ¢ limitada em D(s), como D(s) ¢ limitado pela condi¢do do teorema), por
1550 Vy(s) = UV,.s(s) é finito. Desta forma fica demonstrado que V,(s) é concava pelo lema descrito na

pagina 34.
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4.3. MONOTONIA DOS MAXIMIZADORES

Nos modelos de programacdo dindmica, dificilmente se cénsegue uma solugdo analitica e, para sair
desta situagdo, procura-se obter a solucdo de programagao dinimica com ajuda do computador. Porém,
por causa das limitagdes de memoria, este método por vezes ndo é o mais vidvel. Dai que surge a
necessidade de investigar propriedades das solugdes de programagdo dindmica que podem ajudar na
simplificagiio do esforgo computacional necessario na resolugdo dum problema de programagio
dindmica. Por exemplo, quando o espago de estados ¢ o espago das ac¢des estdo ordenados € util saber
se existe um maximizador, f,, no estagio n que € crescente relativamente as duas relagdes em S ¢ A.
Se for este o caso, a maximizagdo de W,(s,.) para ¢ > s pode ser restrita aquelas accbes a € D(f) para as

quais a > f,(s).

Nesta secgdo, serdo apresentadas as condigdes sob as quais maximizadores apropriadamente escolhidos

J2(5) sdo monotonos em s efou n.

Defini¢do : uma correspondéncia D(.) de S em A € chamada monofonamente completa se s <s’, a <a’

e(s,a’) € D, (s ,a) € Dimplicaque (s,a) € De(s’a’) € D.

Lema : Seja B(.) uma correspondéncia monotonamente completa de S em A. Se f{s) for elemento menor
ou maior de B(s) para s € S, entdo f'é crescente.

Demonstracdo: Consideremos o caso em que f{s) é o menor elemento de B(s) pois, 0 outro caso &
similar. Vamos supor que f nfio é crescente. Entdio existe s’ > s tal que a:= fls) > a’:= f{s).
Mas a’ € B(s) ja que B(.) ¢ monotonamente completa e @ é o menor elemento de B(s), obtemos a <a’,

que € uma contradigio.

Se a fungéio w em D tem um menor maximizador f, entdo f'é crescente pelo lema descrito acima, sob
condi¢io de que a correspondéncia s — D'(s):= conjunto de pontos maximos de w(s,.) seja
monotonamente completa. Este resultado € inutil a ndo ser que a Gltima propriedade se verifique sem
determinar os conjuntos D’(s). Felizmente a monotonia completa de D’(.), pode ser reduzida a
monotonia completa da correspondéncia conhecida D(.), desde que w tenha diferengas mondétonas no

sentido da seguinte definigéo.
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Definigio : Uma fungéo finita w em D tem diferencas crescentes em s para todo o par de acgdes (a,a’)
com a < a’ se a fungéo s = w(s,a) ~ w(s,a’) € crescente em D, N D, sempre que o ultimo conjunto

seja ndo vazio.

Nota: A fungdo finita w em D diz-se que tem diferengas crescentes se e so se
w(s,a)—w(s,a’)Sws'a)—w(s'a’)
Um maximizador /¢ chamado o menor ou maior maximizador de w se f{s) for o menor ou maior ponto

maximo de w(s,.) para todo s.

Teorema : sejam S e A conjuntos ordenados suponhamos que
L. D(.) € monotonamente completo, isto é,se s <s',a eD(s)ea <a’ = a’e D(s)e ae D(s).
I1. w tem diferengas crescentes, isto €, se s < s'a fungfio s — w(s,a) -~ w(s,a’) é crescente.

Entdo cada maximizador maior ou menor de w € crescente.

Demonstracdo: Vamos mostrar que B(. )= D‘(.) ¢ monotonamente completo. Admitamos que s <5,
ae D(s), a’e D'(s) e a < a’. Entdo também ae D(s) e a’e D(s’). Sabe-se que a’'e D'(s) e
ae D‘(s ", como D(.) ¢ monotonamente completo. Considerando que a e a’ sdo, respectivamente, 0s
pontos maximos de w(s,.) € w(s’,.), e como w tem diferencas crescente obtemos
0sw(sa)—w(s,a)<sw(s,a)-w(s a)<0.

Isto implica que a’'e D'(s) e ae D'(s"), por isso D'(.) é monotonamente completo. Mas D'()) € o
conjunto de pontos maximos de w(s,.), € , segundo lema descrito na pagina 36, f é crescente.

A fungfio finita w tem diferengas decrescentes se —w tem diferengas crescentes, isto € se
s — w(s,a) - w(s,a’) € decrescente em D, ND, sempre que a < a’. Assim f'é minimizador de w sse f¢é

maximizador de —w.
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Coroldrio : Sejam S € A conjuntos ordenados e suponhamos que
L. D(.) é monotonamente completo,
II. w tem diferengas decrescentes,

Entio cada menor ou maior minimizador de w € crescente.

Demonstracdo: Sabe-se que a'e D(s) e ae D(s’), pois, pela condigio do corolario,
D(.) é monotonamente completo. Considerando que @ € a’ sdo, respectivamente, os pontos minimos de

w(s,.) e w(s’.), e como w tem diferengas decrescentes, isto &, -w tem diferengas crescentes obtemos

0 < (-w(s,a)) — (-w(s,a ) s (-w(s a))—(-w(s'a)) <0

0< wis'a)-w(s,a) <w(s,a)—w(sa)<0
isto implica que a’e D'(s) e @ € D'(s"), por isso D'(.) é monotonamente completo. Mas D'()éo

conjunto de pontos minimos de w(s,.), e segundo o lema descrito na pagina 36, /¢ crescente.

Se f, é crescente, a solugdo do problema de maximizagdo pode ser acelerada restringindo esta operagdo
para valores de a 2 f,(s). Esta vantagem pode ser usada se f, ¢ uma fun¢fio continua de Lipschitz com
constante k, S e A discretos.

Denotaremos por ILIP(k) o conjunto de todas as fungdes f definidas em S que sdo crescentes continuas
no sentido de Lipschitz em que £ é a constante de Lipschitz, isto ¢,

f5) <A <fls)+ (t-5).kparas, t € Ses <.

Vamos de seguida mostrar como € que esta maximizagio se processa.
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Consideremos que:

Iﬂz(S’) —Jn($) | Sk|s’—s| se s'=s+1, entdo fu(s Y — fu(s) > 0
JasFD) = f(s) Skl = fi(s+) - fu(s) < k

a) parak=1= f,(s+1) < /f(s) + 1. é evidente que

i) STls+1}Sfs) + 1 ou filst1) € { fuls), fuls) + 1},
daqui podemos concluir que a pesquisa do ponto maximo no estado s + 1 fica apenas restringida

para duas acgbes a=f,(s)e a=f,(s)+1.

b) Para k=2 = fi(s+1) <fu(s) + 2 ou fu(st]) € {fu(s), fu(s) + 1, fu(s) + 2}
Neste caso, os possiveis pontos de maximos no estado s + | serdo: a =f,(s), a =f(s) + 1 e a=f(s) + 2.

Portanto, analogamente, para qualquer &

Jo(st1} € {fu(s), fuls) + 1, fu(s) + 2, fu(s) + 3,..., fu(s) + £+ 1} ou seja, a maximizag#o no estado s + 1
tera lugar em um ou mais pontos:

a=fhs),a=f(s)+l,a=f(s)+2,a=fs)+3,..,a=f(s) + k+ 1.
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CAPITULOV

5. MODELO DE PROGRAMACAO DINAMICA ESTOCASTICA DE UM SISTEMA DE
BONUS MALUS

O método de optimizagfo sequencial de programagio dindmica é uma das ferramentas que possibilita a
analise de um sistema de bonus malus. Neste trabalho € proposto o0 modelo de programacio dindmica
estocdstica, uma vez que o acidente pode ser considerado como acontecimento imprevisto ou fortuito

do qual resulta um dano causado a coisa ou & pessoa ¢ ¢ muita das vezes aleatério.

5.1. FORMULACAO DO PROBLEMA

Sejam assumidas as seguintes hipdteses:

1. Um condutor sé pode ter no méaximo um acidente por ano. Tendo em conta o crescente nimero de
viaturas, bem como diferentes tipos de condutores, dos experientes aos sem experiéncia na condugdo, o
que influéncia muito no trafego, vamos considerar que a probabilidade de ter um acidente é 1/2 ¢ a de

ndo ter nenhum ¢é também 1/2.

2. Um acidente tem custos aleatorios ¥ que dependem da gravidade do sinistro, e as probabilidades para
que ocorra um acidente do custo K; (i= 1,2,3) sdo:

qlkr)=1/3

g(kz) =1/3

q(ks) =173

Sendo gk + q(ks) + g(k3) =1.

3. Assume-se que o condutor, perante um acidente, tem a liberdade de comunicar ou nfio o mesmo a
Companhia Seguradora.

Se ndo comunicar (0 que para a Companhia Seguradora significa que ndo teve acidente), passa para
uma classe de prémio mais baixo em relagio aquela em que se encontra actualmente; caso comunique,

passa para uma classe com prémio mais alto.
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4. Assuma-se a seguinte estrutura do sistema de bénus malus, em que teremos por um lado as
diferentes classes em que o condutor pode-se encontrar e por outro lado os prémios correspondentes,
denotaremos por i as classes e por x(i) o respectivo prémio. De referir que a classe Cs € a classe inicial

no sistemna, isto &, todo o condutor entra no sistema a partir desta classe.

Classe, (i) | Prémio de Classes, z(i)
Cy o1)= 60
C; m2)= 70
n(3)= 80
m(4)= 90
m(5) =100
m(6) =110
(7)) =120
m(8) =130
(%) = 140

Tabela I: Estrutura do sistema de bonus malus

Em seguida vamos apresentar, as regras de transigdo a que o condutor esta sujeito de acordo com a

ac¢do tomada.

Classes | Prémios
Co 140
Cg 130
C; 120
Cs 110
Cs 100
Cy 90
C; 80
C; 70
C; 60

Tabela I : Quadro de transigdo de uma classe para outra.

. Assume-se que os prémios s3o anuais e que o condutor tem ligagdo com a companhia seguradora

por cinco (5) anos, findos os quais esta cessa.

Pauline Ofigo Macitele Trabalho de Licenciatura




Madelo de um sistema de bonus malus aplicando a programagéo dindmica

5.2. CONSTRUCAO DO MODELO

1. Espaco de estados

O espago de estado S, representa as classes do sistema, isto €, S é o conjunto de todas as classes e tém o
valor do prémio correspondente. Denota-se por § = {1,2,...5,..9}, onde 1 é a classe maxima de

descontos, 9 ¢ a classe maxima de agravamentos e 5 ¢ a classe de entrada do condutor no sistema.

2. Espaco de accdes

De acordo com a natureza do sistema de bonus malus, teremos como espago de acgdes, 0 conjunto
A = {0,1}, onde a acgdo 0, representa a situagdio em que o condutor ndo comunica a companhia

seguradora algum acidente, a acgdo 1, representa a situagdio em que o mesmo informa sobre o acidente.

3. D(s), pode ser considerado o conjunto de todas as acgdes admissiveis quando o condutor estiver

numa determinada classe, D(s) = {0,1}.

4. Conjunto de Restricoes

O conjunto de restrigdes é D=SxA4.

5. Funcdo de Transicio

A transigdo de uma classe para a outra, ¢ feita por uma fungio 7(i,a), em que dependendo da ac¢do que

o condutor tomar na classe i, tanto pode transitar para a classe i+1 ou para a classe i-1.

i -1, Classe com menor prémio, sea=0

i +1, Classe com maior prémio, sea=1;

T(i,a)z{
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6. Funcio de Custo

A fungdo de custo € a base do nosso modelo, na medida em que é determinante para a escolha da acgo
Optima a tomar pois, por um lado exprime o custo de o condutor niio informar 4 companhia seguradora
preferindo pagar do seu préprio bolso e beneficiar dos descontos, por outro lado exprime o custo de

informar 4 companhia seguradora ¢ ter agravamentos no valor do prémio.

Este custo sera calculado de acordo com as probabilidades de acontecer o acidente de custo ;.

=3 j=I

r(i,a) + CustodaClasse(i - 1)+C,_, (i - I)ZZ p(J)xq(k,),sea=0

C N » I=l j=0
n(')—mnl({} 1ad j=l
U [CustodaClasse (i +1) + C,_ i+ 1)Y.>" p(j)xq(k,),sea =1 ;

lal j=0

1=3 j=I
assume-se que p(f) e g(k;) sdo independentes ¢ r(i,a) = ZZ k, xjx p(jyxg(k,)

I=l j=0

Aqui, p(j) = probabilidade de ocorrer ; acidentes (=0,1),

q(k;) = probabilidade de ocorrer um acidente de custo em & (/=1,2,3)

7. Factor de Desconto

E um ntmero aleatério que se pode escolher entre 0 e 1 (estritamente) 0 < S < 1

8. Funcéio de Custo Terminal, Cp

A fungdo do custo terminal, determina ou representa uma avaliagfio final no fim do horizonte de cinco
(5) anos, quando cessa vinculo com a companhia seguradora, isto é, serve como instrumento para de
uma forma geral, avaliar os ganhos ou recompensa maxima obtida durante a vigéncia do contrato, por
1850,

Co(i) = 0, para todo i=1, 2, ..., 9

Paulino Ofico Macitele Trabalho de Licenciatura




ot .

- - - - Py

"

|
|
I
i
1
i
|
I
|
|
I
|
1

Modelo de um sistema de bénus malus aplicando a programacdo dindmica

5.3. OBTENCAO DA SOLUCAO

De acordo com o problema formulado e as premissas do modelo, vamos apresentar dois (2) casos que
espelham as acgdes Optimas a serem tomadas pelo condutor, sendo para isso necessério, a minimizac#io

dos custos.
Para a minimizacéo de custos no modelo estocéstico, vamos usar o seguinte teorema bésico:

a} critério de optimalidade : Se f, ¢ um maximizador no estigio n para 1<n <N, entdo (f,)) ¢

optima para o programa dindmico de N periodos.

b) E valida a iteracdo de valor

C,(s)=min{r(s,a)+ BE[C,_(T(s,a,X))]},neN,seS,ae D(s)

A iteragdo de valor seré feita com base na comparagfo entre o custo de transitar para uma classe i-1 e
0 custo para transitar para uma classe i+1, donde teremos o cuidado de escolher sempre o valor

minimo que € obtido através da seguinte func¢o de custo:

=3 j=l
r(i,a}+CustodaClasse (i —1)+C,_, (i - 1)2 Z p(xq(k,),sea=0;
C,(=min

{=3 j=l
aeXs) L

CustodaClasse(i+ 1)+ C,__ (i+1) Z p()xqlk,),sea=1;

I=1 j=0

Note-se que, houve substitui¢do de:

{=3 j=1
r(i,a) = k, x jx p(j)xq(k,), que representa o custo esperado de o condutor pagar por si proprio

=] j=0
o acidente.

I=3 j= I=3 j=I
E[C, (T(,a, X)) por C,,(i~1) p(j)xq(k,), onde o E= p(j)xq(k,) , representa a

1 j=0 I=1 =0

factor de aleatoriedade no sistema.
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CASO 1

Vamos supor que os acidentes possiveis tenham os seguintes custos em unidades monetarias (I.M.):
ki=10 UM.
k=20 UM.
k3 =30 UM,

entdo, o custo médio que o condutor espera pagar do seu préprio bolso em caso de nfo anunciar o
infortinio sera:

=3 j=1

r(i,a)=2">" k% jx p(j)xq(k,)=10U.M.

f=t j=0

i=3 j=I

E =Z p(j)xq(k,) =1 e, vamos considerar o factor de desconto f=1.

I=l j=0

Substituindo na fungdo de custo e comparando segundo a acgdo tomada pelo condutor teremos a

seguinte tabela que nos indica os custos minimos por ano.

Classes (i)
3 4 5 6 7 8
Cofi) 0 0 0 0 0 0
Ci(i) 80 90 100 110 120 130
C>(i) 140 150 170 190 210 | 230
Cs(i) 210 210 220 230 250 280
Cyfi) 280 | 280 280 | 290 | 300 310
Csfi) 350 350 350 | 350 | 360 370

Tabela /17: Custos minimos ao Ano quando a classe de partida
{no inicio do periodo de 5 anos) do condutor é i

Classes (i)

Tabela /V: Ac¢des dptimas por ano
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CASO2

Vamos analogamente, supor que os acidentes possiveis tenham os seguintes custos em unidades
monetarias (U.M.):

ki =30 UM.

ky =50 UM.

ks =100 UM,
entdo, o custo médio que o condutor espera pagar do seu préprio bolso em caso de ndo anunciar o
infortinio sera:

i=3 j=I

r,a)=3. > k% jx p(j)xq(k,)=30U.M.

I=1 j=0

1=3 j=I|

E= Z p(Jj)xg(k;) =1 e, vamos considerar o factor de desconto f=1.

1=l jm

Substituindo na fung¢do de custo e comparando segundo a ac¢do tomada pelo condutor teremos a

seguinte tabela que nos indica os custos minimos por ano.

Classes (i)

3 4 5 6 7 8
0 0 0 0 0 0
90 100 110 120 130 140
160 180 200 220 240 260
250 250 260 270 300 330
340 340 340 350 360 370
430 430 430 430 440 450

Tabela V. Custos minimos ao Ano quando a classe de partida
(no inicio do periodo de 5 anos) do condutor é i

Classes (i)
5

Tabela Vi: Ac¢des dptimas por ano
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CAPITULO VI
6. CONCLUSOES E RECOMENDACOES

Deste trabailho pode-se concluir que, para todos os casos, se os custos dos acidentes sdo mais baixos em
comparagdo com 0s prémios, quase sempre a ac¢dio optima do condutor é ndo anunciar o acidente,
neste caso toma a acgdo, a=0, pois € preferivel ele proprio suportar os custos do acidente a pagar

prémios mais altos;

No caso 1, quando o condutor se encontra na classe 1 e 9, no ultimo periodo do contrato, é lhe
indiferente anunciar ou ndio o acidente, pois o prémio a pagar e os custos dos acidentes, sdo
comparaveis. Analogamente 0 mesmo sucede no caso 2, quando se encontra na classe 9, no pentltimo

periodo do contrato.

Verifica-se no caso 2, que no ultimo periodo do contrato, o condutor prefere em qualquer classe i que
esteja anunciar o acidente 4 companhia seguradora, portanto toma a acgdo, a=/, do que pagar do seu

préprio bolso.

A analise dos respectivos casos, coloca o problema da necessidade da escala dos prémios ser ajustado
aos custos do acidente, pois em todos os casos, a companhia seguradora vai receber menos em prémios,
isto €, o condutor vai pagar cada vez menos em prémios, salvo quando o condutor se encontra no
ultimo periodo do contrato, no caso 2, que ele prefere remeter os acidentes a companhia seguradora, o

que coloca o problema de se estabelecer a escala 6ptima de prémios.

Da anilise as tabelas //7 ¢ V' de custos minimos, vé-se que a fung@io C,(i) dos custos minimos esperados,
¢ uma fungéo crescente como fungao de i (n fixo) e de n (i fixo). Este facto corresponde a intui¢do: se o
condutor se encontra numa classe de prémio mais alto no inicio do periodo de cinco (5) anos, os custos
minimos esperados sfo maiores do que se ele comegar numa classe de prémio mais baixo.
Analogamente, os custos minimos esperados vdio crescendo a medida que o tempo passa, para um

mesmo estado ou classe i
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Seria interessante estudar:
a) O caso em que o condutor, pode causar mais do um (1) acidente por ano, devendo, diante de
cada acidente, decidir se comunica ou ndo o mesmo a companhia seguradora. Esta modificagdo

do modelo, aproximaria 0 mesmo a realidade;

b) A dependéncia do modelo em relagéo as probabilidades p(f) e g(k));

¢) O problema de uma escala 6ptima de prémios no sistema de bénus malus, que ndo penaliza a

companhia seguradora.
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CAPITULO VII
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