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RESUMO

A Analise Funcional estuda espagos finitos e infinitos compostos de fungdes, vectores, ma-
trizes, sucessoes e outros objectos matematicos mais complicados. Nela se unem, numa sb, a
Analise Matematica, a Teoria de Fungdes e Teoria de Conjuntos, a Algebra e Geometria, dan-
do-se uma ideia mais profunda e completa sobre dependéncia funcional. Como ramo proprio
da Matematica, a Analise Funcional surgiu nos finais do século XVIII e inicio do século XIX.
Os primeiros trabathos sobre Analise Funcional pertencem ao matematico italiano Volterra®,
a0 matematico francés Poincaré? e ao matematico alemao Hilbert® . Os espagos métricos foram
introduzidos pelo matematico franceés Fréchet! no inicio do século XX, os espagos normados
aparecem em 1922 gragas aos matematicos polaco Banach 5 e americano Wiener® .

As equacdes que contém a incégnita sob sinal de integral chamam-se equagdes integrais. Elas
tém uma grande aplicagéo, pois a maioria de problemas que surgem na Fisica, Mecénica e outras
ciéncias técnicas reduzem-se a equagdes integrais. De notar que diferentes tipos de equagdes
diferenciais reduzem-se a equagdes integrais. No estudo de equagdes integrais a primeira questao
que surge & sobre a existéncia de solugdo. Para determinadas classes de equagdes funcionais a
questdo sobre existéncia de solugao estd intrinsecamente ligada a investigacdo da actuagao do
respectivo operador em diferentes espagos funcionais.

Neste trabalho fiz, dum modo pedagogico e didictico, uma revisio bibliografica atinente

"Wito Volterra (1860-1949) — matematico italiano

2Jyles Henri Poincaré (1854~1912) — matemaético francés
3David Hilbert {1862-1943) ~ matematico aleméo
Maurice René Fréchet (1878-1973) — matemaAtico francés
3Stefan Banach {1892-1945) - matematico polaco
8Norbert Wiener (1878-1973) — matematico americano
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a alguns topicos sobre a teoria de operadores e sua aplicagdo nas equagdes integrais. De
forma simples fiz uma abordagem sobre algumas aplicagoes da Analise Funcional na Teoria
de Equacdes Integrais, tendo estudado a teoria de funcionais e operadores continuos e lin-
eares, 0s operadores compactos, colocando questoes sobre a existéncia e unicidade de solucao
de equacdes integrais. Também abordei o método de aproximagoes iterativas e construgao
da resolvente. De forma rigorosa demonstrei alguns teoremas tais, como um teorema analogo
ao teorema de Caccioppoli’-Banach sobre a existéncia e unicidade do ponto fixo para uma
aplicacio de contracgao, o teorema de Hausdorff® sobre a compacticidade dum conjunto, o teo-
rema sobre a compacticidade no espago de func¢des continuas e teoremas analogos ao teorema
de Kolmogorov? -Riesz!® sobre a compacticidade em espagos de fungoes somaveis com um peso
varidvel. Como metodologia usei a Teoria de Equagdes Integrais, Analise Funcional e Anélise

Matematica.

Maputo, Junho 2005

"Renato Caccioppoli (1904-1959) — matemético italiano

8Felix Hausdorff (1868-1942) - matematico alemao

® Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987) - matematico russo
10Fyigyes Riesz (1880-1956) - matematico hingaro
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SIMBOLOGIA

R" é o espago de vectores n-dimensionais, com a norma |1

N é o conjunto de numeros naturais

Il -{|x denota a norma no espago X se estiver claro sobre o espago X a que nos referimos,

entdo escreveremos simplesmente || - ||

| Allx-y denota a norma do operador linear limitado A: X — Y
e R(A) é o contradominio do operador A

o D(A) é o dominio do operador A

= significa “identicamente igual

o significa “igual por definigao"

C[0,1) = C & o espago de funges continuas & [0,1] — R, cuja norma é

lzllc & vraisup jz(t)]
gLt

p' & o expoente conjugado em relagio ao expoente p. /p+1/p=1(p=cc,sep=1

ep =1,sep=o00)

L,[0,1] = L, (1 < p < o0) & o espago de classes equivalentes de fungdes z : [0,1] = R

9
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somaveis em p grau, cuja norma €
/p

e, % / 2(0)|P dt
0

e a relagio de semiordenamento <:z <y, se z(t) < y(t) para quase todo t € [0,1]

e L[0,1] = Ly ¢ o espago de fungdes x : [0,1] — R (classes equivalentes) mensuréveis e

limitadas na esséncia, cuja norma €

|z, 9 vraisup |z(t)]
0<t<1

¢ a relagdo de semiordenamento esta definida como em Ly

e Iy & o operador identidade Ix : X — X se estiver claro sobre o espago X a que se refere,

entdo escreveremos simplesmente |

¢ B denota o fim da demonstragao




Capitulo 1

FELEMENTOS DA ANALISE FUNCIONAL

1.1 Nocoes gerais sobre espagos métricos

Na Analise Matematica deparamos com varias nogoes de limite e, em alguns casos, para
sucessdes compostas pelos mesmos objectos matematicos introduzem-se diversas nogbes de -
limite. Esta nogao generaliza-se para as sucessoes de nimeros complexos e vectores de dimen-
sao igual a n. Para sucessoes funcionais existem varias nocoes de convergéncia: convergéncia
simples, convergéncia uniforme, convergéncia em média e etc. Todas estas definigoes de con-
vergéncia possuem em comum, na maioria dos casos, o facto de que a convergéncia da sucessao
de elementos x, (que podem ser niimeros, vectores ou funcdes) para o elemento x significa uma
aproximagio do elemento z, para I, uma redugio da distancia entre estes elementos quando
n vai tomando valores cada vez maiores. De acordo com o modo como entendemos a distancia
entre elementos z, e  obtemos diferentes definigGes de limite. Deste modo é correcto que,

para alguns conjuntos de elementos, se dé uma defini¢io geral de distancia entre elementos

" que coincidird com os casos particulares estudados e, depois, com ajuda desta distancia pode-

mos introduzir no conjunto a nogao de transicao de limite e transformarmos este conjunto em

espago .

Definigdo 1.1. O conjunto composto de elementos de natureza arbitraria, no qual se estabe-

leceu a nogao de transigdo de limite, chamaremos espago abstracto [9].

11
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O modo mais simples, mas nio tinico, de introdugio da transigao de limite num conjunto € a

sua metrizagio, isto &, a introdugio da lei que define a distancia entre elementos do conjunto.

Defini¢do 1.2. Ao conjunto X, de elementos de natureza arbitraria, chamaremos espago mé-
trico (8], |9] se estiver definido o valor p(z,y) chamado distancia de z até y e para o qual se

cumprem as seguintes condigoes:

1) plz,y) = ply,z), para ¥V z, y € X (simetria),

2} p(z,y) >0, para z # y, e p(z,z) =0, para V z € X (identidade),

3) plz,y) < pz,2) + p(z,y), para ¥ z, y, z € X (desigualdade triangular ).
Os elementos de um espago métrico (X, p) chamaremos pontos.

Observacgao 1.1. Se para um mesmo conjunto introduzirmos diferentes defini¢des de distancia

obteremos diferentes espagos métricos.

Observacao 1.2. Qualquer subconjunto X, do espago métrico (X, p) é espago métrico com a

mesma meétrica p.

Definigdo 1.3. A sucessdo {z,}32; de pontos do espago meétrico (X, p) tende para o ponto
a € X, isto é, lim z, = a se a sucessdo numeérica {p(zn,a)}5%, converge para zero, isto &,
n—00

lim p(z,,a)=0.

n—00
Teorema 1.1. Se a sucessio de pontos {2,152, do espago métrico (X, p) converge, entao o

seu limite é anico.

Demonstragio. Suponhamos o contrario, isto &, p(za,z) = 0 e p{xn,y) = 0, = #y, entdo,
qualquer que seja € > 0 temos: p(z,y) < p(zn, 1) + p(Tn, y) < €, para valores de n demasiado
grande. Como z e y sdo pontos fixos e £ um nimero positivo qualquer, entdo a desigualdade

cumpre-se somente se p(z,y) =0,isto é, z=y. &

Definicdo 1.4. Chamaremos esfera (respectivamente esfera fechada) 8], [9], [11], {12] com
centro no ponto a e raio r ao conjunto de pontos do espago métrico (X, p) que satisfazem

a desigualdade p(z,a) < r (respectivamente p(z,a) < T).
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Vamos denotar a esfera por S(a,r) (respectivamente esfera fechada por S(a,7))-

Observacio 1.3. Chamaremos vizinhanga de z; [12] a qualquer esfera centrada num ponto

1o do espago métrico (X, p).

E facil ver que o ponto Zg & limite da sucessao {z,}%, de pontos do espago meétrico (X, p),
s6 e somente s6, quando qualquer vizinhanca de zo contém todos os elementos da sucessao
{zn}3, a partir dum certo numero N,. Por outras palavras, na vizinhanga de zy caem um

niimero infinito de termos da sucessao {za}7k1-
Observacao 1.4. O conjunto E C X & limitado se existe uma esfera que contém E.

Definigdo 1.5. Sejam (X, p1) e (Y, p2) dois espagos métricos e y = f(z) é uma fungao definida
pum certo conjunto M C X' com imagem no espago Y. Diremos que a fungdo f(z) & continua

no ponto g € M se, para qualquer ¢ > 0, existe um § > 0 tal, que para qualquer T € M,

p1(z,z0) < & temos pa(f(2), flzo)) <e.

Observacao 1.5. Da definicéo de continuidade de f{z) segue que, s€ Tn — Lo (zn, %0 € M),

entio f(zn) — f(Z0)-

Observagdo 1.6. A afirmagao contraria & também correcta: se f (zn) — f(zo}, qualquer que
seja a SuCessao {z,}%, € M que converge para To € M, entdo a fungao f{z) é continua no

ponto Tp.

1.2 Exemplos de espagos métricos

Vamos, neste paragrafo, ver alguns espagos métricos que possuem grande aplicagdo 8], 9},

[11].

Exemplo 1.1. Seja X o espago enclidiano n-dimensional En, define-se a distancia entre os

pontos = = (T, T2, o Zn) € ¥ = (Y1, Y2 ..., Yn) deste espago X pela formula
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Os axiomas de identidade e simetria sio mais do que evidentes. O axioma triangular advém

da desigualdade de Cauchy! -Bunyakovsky® (9], {12]:

n

> (e +bi)? < Zn:a,?+ ib?.
i=1 i=1

i=!

Realmente, se z = {21, 22, ..., 2») € En, entao

n mn n n

plz,2) = Z(fﬁi - z) = Z(fﬂi —yityi— )’ < Z(ﬂ‘?i -y + Z(?}i - z)%

i=1 i=1 i=1 i=1

Logo concluimos que p(z, z) < p(z,y) + p(y, 2).

Exemplo 1.2. Seja X o conjunto de fungdes continuas z(t) definidas no segmento a < ¢ < b.
A distancia entre duas fungdes z(t) e y(t) deste conjunto definimos segundo a igualdade
p(z,y) = sup |z(t) — y(t).
a<t<b
Os axiomas de identidade e simetria demonstram-se facilmente. O axioma da desigualdade

triangular demonstra-se do seguinte modo: para qualquer ¢ € [a, b} temos

l5(£) — 2(t)] = |2(t) — y(t) + y(t) = 2(B)] < |=() —w(B)] + y(t) - ()],

logo advém que:
sup |z(t) — z(t)] < sup |z(t) — y(®)| + sup |y(t) — 2()|-
a<t<b as<t<h a<i<h
Como, segundo a definigao,
def def
o(z,y) Y sup |z(t) —y(t)] e p(y.2) = sup ly(t) — 2(4)];
a<t<h a<t<h
entao:
s<u£b|:1:(t) — z(t)} < plz,y) + ply, z), istoé, plz, z) < plz,y) + p(y, 2).
a— -

O conjunto de todas as fungdes continuas no segmento [a, b} com esta métrica denota-se Cla, b].

1 Augustin Louis Cauchy (1789-1857) - matematico francés
2yiiktor Yakovlevich Bunyakovsky (1804-1889) - matematico russo
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Exemplo 1.3. O espago l; & o conjunto de todas as sucessoes numeéricas (xy,52,...) =T para

as quais a série

converge. Os axiomas de identidade e simetria demonstram-se facilmente. Para demonstrar o
axioma da desigualdade triangular vamos deduzir as desigualdades de Bunyakovsky-Schwartz®
e Cauchy-Minkowski? [1], [8]. Pegamos um natural N qualquer, entdo, devido as desigualdades
de Bunyakowsky-Schwartz e Cauchy-Minkowski para somas contendo um namero finito de

parcelas, temos:

N N N
ZISUi’yil < ZT? X Zyiza
=1 i=1

i=1

N

N N
Y (mi+w)? < D+ PR
=1 i=1

i=1

Substituindo, nas partes direitas destas desigualdades, N por oo obtemos:

N oo

Sl < | o x| ook 1

i=1 i= i=1

S e+ w)? < (| Doa | D vk (1.2)

N 00
i=1 i=1 =1

(o u} o0

Como as séries Z:cf e ny convergem, pois (z1,%2,...) € k2 e (y1,¥2,-..) € l2, entdo nas
i=1 i=1

partes direitas de (1.1) e (1.2) as somas sao finitas. Assim,

o0 oo oo
2 2
E |z:y:] < E Ty X E Yi,
=1 i=1

i=1

oo oc o0

Z(ﬂli + ) < Z::rf + Y2,

i=1 i=1 i=1

3Laurent Schwartz (1915-2002) - matematico francés
4Hermann Minkowski (1864-1909) - matematico aleméao



16 TRABALHO DE LICENCIATURA

o0
Da desigualdade de Cauchy-Bunyakovsky advém, em particular, que a série > (z; — y;)? con-
i=1
verge, quaisquer que sejam os elementos z = (z1, T2y o) € ¥ = (Y1, Y2, ..} deste espago Iy, sendo
a desigualdade de Cauchy-Bunyakovsky, para somas com um nimero infinito de parcelas. De

modo analogo, como no Exemplo 1, demonstra-se o axioma triangular.

Exemplo 1.4. O espago L, (1 < p < 00) é o conjunto de todas as funcdes (classe de fungdes )
b

z(t) definidas no segmento [a,b] para as quals existe 0 integral f |z(t)|P dt. A distancia em

a

L, define-se segundo a formula:

b
o(z,y) =7 / #(t) = y(B)lP dt.

Dois elementos de L, consideram-se iguais se eles se diferenciam somente no conjunto de
medida zero . Para demonstrarmos que a expressao anterior é distancia, temos que verificar os
axiomas da métrica. A desigualdade triangular demonstra-se com ajuda da desigualdade de

Minkowski na sua forma integral :

1 1 1
P b P b r

b
/I:c-i—yl”dt < /|m|”dt + /|y|”dt

a a
Exemplo 1.5. Seja X um espaco discreto, onde se pode definir a funcao distancia de dois

pontos z e y de X do seguinte modo:

1, sex #y,
0,sex=1y.

plz,y) =

Para demonstrar que p(z,y) é uma métrica de X iremos fazer a verificagdo dos axiomas da
meétrica. Sio evidentes os axiomas sobre a simetria e a identidade: para demonstrar a des-
ignaldade triangular faremos o seguinte: sejam z,y, 2 elementos de X, temos que mostrar que
o(z,y) < plz,2) + p(z,y). Jaque p(z,y) = 1 para z #y, p(z,z) =1 para z # z ¢ plz,y) =1
para z #y, teremos 1 < 141, isto &, 1 <2.

O espaco (X, p) é chamado espago métrico discreto [10], [12], [13].
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No paragrafo 1.1 introduzimos a defini¢ao de convergéncia num espago métrico. Vamos,
agora, esclarecer o que significa convergéncia em alguns dos espagos meétricos acabados de
estudar.

Seja X = E,,. Se zx — T, onde zx = (x(lk),:n(;), ...,a:Ef‘)) e Ig = (:r(lo),xéo), ...,:1:5?)), entao

(k}

i

0 . , .
— J‘f ), i=1,2,...,n. Daqui concluimos que a convergencia em E,

Mas, isto ¢ possivel se z
& no sentido da convergéncia das coordenadas dos pontos para as suas respectivas coordenadas
dos pontos limite.

Vamos estudar a convergéncia no espago X = Cla,b]. Se {z.(t)} C Cla,b] converge para
To(t) € Cla, b], entao

p(Zn, 7o) = sup |zn(t) — zo(t)| = 0.
a<t<b

Por outras palavras, para qualquer £ > 0 existe um N tal que para qualquer n > N cumpre-se
a desigualdade

sup |z.(t) — zo(t}] <e.
a<t<h

Porém, esta tltima condigio equivale a |z,(t) — zo(t)} < £ para n > N e para todo t € [a, b},
isto &, a sucessdo {z,(t)}3, converge uniformemente para zo(t). Assim, falar de convergéncia

no espaco Cla, b equivale falar sobre convergéncia uniforme de sucessoes funcionais.

1.3 Espacos métricos completos

Seja (X,p) um espago métrico, suponhamos que existe a sucessdo {z,}32, de pontos do
espaco métrico que converge para o ponto a € X. Entdo, p(z,,a) = 0 quando n - oo €, do
mesmo modo, p(Tn4p,a) = 0 quando n — oo, p > 0. Daqui segue p(Znip, Tn) = 0, B > 00,

p > 0 porque ATnaps Tn) < P(Znps a) + p(Tn, a).

Definigdo 1.6. Diremos que a sucessdo {zp}5z, de pontos do espaco métrico (X, p) ¢ funda-

mental [9], [L1] se p(Zpip,Ta) = 0, n =00, V>0,
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Vimos, assim, que qualquer sucessdo convergente é fundamental. Contudo, a afirmacao
inversa nem sempre é correcta, isto é, nem toda a sucessao fundamental é convergente. Por
exemplo, seja X um espago de polinémios P, (t) = ant™ + @y "7 4 - +a b+ ag definidos no
segmento [0, 1] com métrica p(Py, @m) = 05(1%121 |P.(t) — @ (2)]. Entdo, neste espago, a sucessao

n
tk . o :
{P.(1)}, onde P,(t) = Z ik é fundamental mas nio tem limite no espago de polinémios pois
k=0
n tk

t
Eﬁ —e, N —00,
k=0

isto €, €' nio & um polinémio.
Definigdo 1.7. Diremos que o espago métrico (X, p) é completo [9] se qualquer sucessao

fundamental {z,}%, C X converge para um elemento deste espago.

Exemplo 1.6. Seja X = R. Este espago ¢ completo devido ao critério de Cauchy de con-

vergéncia duma sucessao numerica.

Exemplo 1.7. Seja X = C(0,1), {za()}%, € C(0,1) & uma sucessdo arbitraria que &
fundamental. Por definicio, isto significa que para qualquer € > 0 existe um nimero natural

N, que depende somente de € tal que para n > N e Vp > 0 cumpre-se a desigualdade

sup |Znsp(t) — za(t)| <€ (1.3)
0<it<l

e, também, para todo t € (0,1). A condigdo (1.3) ¢ condigdo de Cauchy de convergéncia
uniforme duma sucessio funcional. Devido a suficiéncia deste critério existe uma funcdo z(t)
para a qual a sucessio dada converge uniformemente. Como todas as fungdes da sucessao
si0 continuas, entdo a funcdo z(t) é também continua. Assim vemos que existe uma fungio
z(t) € C(0,1) tal, que p{z,,z) — 0 quando n — o0, e isto significa que o espago C(0,1) é

completo.

Exemplo 1.8. Seja {z,}52, C lo, zp, = 2 2™ M .1, que & fundamental, por
n=1 1 Tg s Ty
definicdio Ve >0, 3Ny €N, Vn > N, p> 0:

2
pln Tass) = || 3 (507 =2l <. (1.4)

n=1}
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Consequentemente,

|z — 2| <, (1.5)

para n > Ny, p > 0. Note-se que nesta desigualdade Ny nao depende de i e ela cumpre-se
(n)

para todo 7. A condigdo (1.4) é a condigdo de Cauchy para a sucessdo x; -, sendo i fixo. Por

isso mesmo existe o limite
(n)

(0)
T i

= lim

n—o0

e isto tem lugar para qualquer i. Vejamos a sucessdo numeérica
(0) 0 —
(Il ' ﬂ?g), = Xp-

Vamos mostrar que Tp pertence ao espago lp. Seja N um nimero natural qualquer. Temos:

N

2 2 2 2
Z (mﬁo)) = z (z:ﬁ"} - xﬁ”) + 3:2")) < Z (:ESO) - zE")) + Z (zﬁ")) <

i=1 i=1 =1 i=1

2 ki 2
< (S (- e S w9
i=1I

i=1

Escolhemos um n; enorme tal, que

o o]

2
p($n1;$n1+p) = Z (Q?Em) _ $£n1+P)) <1

-
11
—-

e vamos fixa-lo. Entao,

Fagamos p — oo, logo

> (a1 - ) <1, (1.7)

i=1

Esta desigualdade é valida para qualquer natural N, de (1.6) e (1.7) obtemos
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00 2

pois /Y (:r;gn’)) < 0o porque T, € l;. Como (1.8) & valido para qualquer N, entdo ao fazer
=1

N — 0o obtemos

i (z§°’)2 < k < o0,

i=1

0 que mostra que Ty € lo. Da desigualdade (1.4) segue

N

2
3 o) <o

=1

para n > Np, p > 0. Passando para limite, quando p — oo, temos

N

2
(-7 <

i=1

Finalmente, a transi¢io para o limite quando N — oo da

oo

2
P(CCm-TO) = Z ("EE“) - xEO)) S £,

i=1

para n > Ng, donde segue que z, —= Zg.

1.4 Meétodo de aplicagdes de contracgao

Na Analise Matematica, Algebra, Teoria de Equagdes Diferenciais e Integrais e etc, 0 método
de aplicagdes de contracgdo possui grande utilidade. Vamos comegar por descrever este método

através de exemplos.

Exemplo 1.9. Na recta real ¢ dado o segmento [a,5]. Vamos contrair este segmento, o que
significa que 0s seus extremos passam a ser novos pontos a, € b;. Os pontos que antes ocupavam
a posi¢do a; e b, passam para os pontos ap e by e assim em diante. Intuitivamente, podemos
supor que no segmento [a,b] existe o ponto ¢ que se mantém fixo. Por outras palavras, cada
T pertencente ao segmento {a,b] fazemos corresponder um certo ponto f(z) € [a,b], que é

imagem do ponto z. O ponto fixo, se ele existir, satisfaz a igualdade = = f(z).
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Exemplo 1.10. Suponhamos que no segmento [a, b] & dado o conjunto F de funcoes ¢(z) tais
que |@(x)| £ M, onde z € [a,b], M & um nimero positivo dado. A funcio ¢ € E chamamos
ponto do conjunto E. Se para cada ponto v € E se faz corresponder o ponto Ap € E, entao

diremos que est4 definida a aplicagdo A que actua de E em E. Por exemplo:

1) vamos admitir que, no segmento [0, 1], é dado o conjunto E de fungbes ¢ : 1,z,2%,...
Para a funcio z* fazemos corresponder a fungdo £*+2, isto ¢, F+2 = Ax*. Vemos que A

¢ operador de multiplicagio por z?. Realmente, z**? = z2g* = Axk,

2) no segmento [—1,1] & dado o conjunto E de fungdes, E = {az" : ¢ €R, n € N}.

Para cada fungio az® fazemos corresponder a fungao kaz*'. Vemos que A é operador

diferencial . Realmente, kaz*~! = (amk)'.

Definigio 1.8. A aplicagdo A, definida no espago métrico (X, p), chama-se aplicagdo (ou

operador) de contracgao (8], [9] se:
1) Az e X, Vz e X,
2) para quaisquer dois pontos z', =" do espago métrico X cumpre-se a desigualdade

p(Az', Az") < Op(z',2"), 0< @<L

Teorema 1.2. (de Cacciopolli-Banach) Seja A um operador de contracgao que actua do espago

métrico completo (X, p) em (X, p). Entdo, existe em X um dnico ponto & tal que Az =12,
Demonstragio. Pegamos um elemento qualquer zg € X e construimos a sucessao
Ty, oy, Tnyeo
Convém observar que
Iy = .«43’:0, Iy = .A.'Bl, Ty = .Aﬂlz,. oy Lpg = .A.'L'n_l,

daf que

(@9, 1) = p(Azy, Azo) < 8p(z1,50) = Op(AZo, To),



22 TRABALHO DE LICENCIATURA

p(z3, zo) = p(As, Az1) < 0p(z9,71) = 6% p(Azq, To)
e assimn sucessivamente obtendo, deste modo, a desigualdade
p(Tnt1, ZTn) < 0" p(Azo, To)-
Daqui tiramos:
P(Znips Tn) < P(Zntp, Tnp-1) + P(Tnsp—1, Tnsp-2) + -+ p(Tns1, Tn) <

gn — gt 9
-ﬁp(«‘lﬂio,mo) < (1 — 9) p(Axg, To).

Como 0 < 8 < 1, entdo 8" — 0 e p{Znip,Ta) = 0, quando n — o0, p > 0 e como (X,p) &

n

< (7P + 672 4 67 p(Azo, To) =

um espaco métrico completo, entdo existe um elemento I = limz,. Para T temos
o(AZ,T) < p(AE, 2,) + p(@n, E) = p(AZ, Azp_1) + p(2n, T) < Op(Z, Tn) + plTn, T) = 0,

quando n — 0o. Consequentemente, p(AzZ,z) = 0, isto &, AZ = T. Suponhamos que % é outro
ponto do espaco (X, p) tal, que AZ = &. Deste modo p(z, &) = p(AZ, AL) < 0p(Z,%). Se
# # &, entdo p(Z,%) > 0 e, depois de simplificarmos a desigualdade anterior por p(Z,%} # 0,

teremos 1 < #, o que ndo & possivel. Logo, 2 =12. B

Observacgao 1.7. Este teorema ¢ habitualmente chamado principio das aplicagoes de con-
tracgdo [8], [9], [12] pois o operador A, nas condigdes do teorema, transforma dois pontos do
espago (X, p) em outros dois pontos do mesmo espago, com menor distancia. O ponto Z chama-
se ponto fixo do operador A. Este ponto fixo é solugdo da equagdo Az = z. Deste modo, o
teorema de Cacciopoli-Banach é teorema de existéncia e unicidade da equagdo Az =z, s 0

operador A for operador de contracgao.

1.5 Espagos de Banach

Seja X = {z, v, 2,..., U, U,...} um conjunto cujos elementos sdo de natureza arbitraria.
Diremos que este conjunto é um espago linear [10] se nele esta definida a soma z +y de
elementos z ¢ y € X e o produto Az do elemento T € X por A € R, que sao novamente

elementos do espaco X e cumprem-se as propriedades habituais da soma e multiplicagao:
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1) z4+y=y+2

) r+(y+2)=(z+Y) + 2

3) Mz +y) = Az + Ay;
4) (A + Bz = Az + fBz;

5) em X existe um elemento unico 9 tal que z + 8 =1, Vo € X. Este elemento chama-se

zero (10], {12}, {13] do espago e normalmente denota-se por 0;

6) para cada z € X existe um dnico elemento y € X talque z+y =10. Este elemento

y chama-se oposto de z [10}, 112}, [13);
7) lz =z, 0z =0.

Exemplo 1.11. O espago R", onde n € N, n > 1, é exemplo de espago linear. A intuigao
geométrica adquirida para R3 ajuda a estudar e visualizar outros conceitos sobre este tipo de

espago.

Exemplo 1.12. Paran > 0, 0 conjunto P, de polinémios de grau nio superior a n consiste

de todos os polinomios da forma [10]
p(t) = ag + art + apt’ + -+ + ant", (1.9)

onde os coeficientes ag, a1, aG2,..., Gp € 8 variavel 1 sio reais. Se p é dado por (1.9) e se

qlt) = by + byt -+ bpt? 4 - - + b,t", entdo a soma p +q é definida por
(p + q)(t) = p(t) + g(t) = (ao + bo) + (@ + 1)t + (az + b)t" 4+ (an ba)t",
e o produto Ap é
(Ap)(t) = Ap(t) = Aap + (Aay)t + (Aag)t? + - + (Aa)t™

Estas definigdes satisfazem os axiomas 1 — 6 porque p—+ g € Ap sd0 polinémios de grau igual

ou menor que n. Logo, P, & um espago linear.
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Exemplo 1.13. Seja V um conjunto de fungoes reais definidas no conjunto D. A soma f+g
& efectuada de forma habitual, isto &, ¢ uma fungdo cujo valor no ponto i do dominio I &
f(t) + g{t). De modo analogo, para um escalar A e uma funcdo f € V, a fungdo Af & Af(1).
Por exemplo, se D = R, f(t) =1+sin2t e g(t) = 2+ 5t, entdo (f+9)(t) =3+sin2t+5t e
(2g)(t) = 4+ 10¢.

Duas func¢des em V sdo iguais se e somente s¢ 05 se€us valores sio iguais para todo ¢t € D.
Logo, o elemento zero em V' & a fungdo que & identicamente igual a zero, isto é, f(t) = 0 para

todo t e 0 oposto de f & —f. Os axiomas 1 — 6 cumprem-se, portanto V & um espago linear.

Observagdo 1.8. Em muitos problemas, um espago linear consiste dum subconjunto apro-
priado de elementos dum espago linear mais vasto. Neste caso, somente trés dos axiomas do

espaco linear precisam de ser verificados, os restantes axiomas cumprem-se automaticamente.
Diremos que o subconjunto H do espago linear V é um sub-espago de V se:

1) o zero de V pertence a ;

2) H é conjunto fechado em relagao a adicdo, isto é, para cada u e v de H asoma u-+v

pertence também a H,;

3) H é fechado em relagdo a multiplicagao por escalares, isto é, para cada u € H e cada

A € R, oelemento Au € H.

Exemplo 1.14. O conjunto que consiste somente do elemento zero num espago linear V' € um

sub-espaco de V e chama-se sub-espago nulo [10].
Exemplo 1.15. O espago R? nido & sub-espago de R? porque R? ndo é um subconjunto de
R3.

Exemplo 1.16. Um plano R?® que ndo contém a origem nao &€ um sub-espago de R® porque o
g g

plano nao contém o elemento nulo de R®.

L]

Exemplo 1.17. O conjunto H d—_Ef t .8, tekR 3 é um SUb-ES})R(,‘O de RS_ Realmente,
)
0
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0
neste sub-espago 0= 01 cHY e H éfechado em relagdo a adigao e multiplicagdo por

0
um escalar, pois estas operagoes aplicadas a elementos de H produzem sempre elementos cuja

a terceira componente é zero (e pertencem a H). Logo, H ¢ um sub-espaco de R3.

Definigdo 1.9. Seja X um espago linear e definimos nele o valor real }|z|| chamado norma

que satisfaz as seguintes propriedades [8], [10], [11}, [12]:
1) flzl| = 0 &z =0

2) [Ixzll = [ANN=ll;

3) llz+yh < ll=ll + llvll-

Entio X & um espago linear normado.

Observagio 1.9. Com ajuda da norma, no espago linear podemos introduzir a distancia ex-
pressa por p(z,y) = ||z — yl|. Das propriedades da norma facilmente se conclui que todos
axiomas da meétrica cumprem-se. A convergéncia, no sentido da distancia introduzida com

ajuda da norma, chama-se convergéncia segundo a norma ou convergéncia forte (13|
Definicao 1.10. Diz-se que X & espago de Banach se for linear, normado e completo.

Exemplo 1.18. Denote-se por J; o intervalo (0,1), se w(t) = t(1 —t), o intervalo (0,1], se
m(t) =t ou o intervalo (0,1}, se 7(t) =1-t. Fixemos o ponto 7 € J, e definimos, no quadrado

[0,1] x [0,1], a fungdo {1

4

1— es—t.

seT<s<t<l;
7(s

1

et -1

, se<t<s<T;
(s

L 0, nos restantes pontos.

A fungio A,(t,s) ¢ limitada. De notar que 7(-)A-(:, ) é a funcdo de Green® do problema de

8Georg Green {1793-1841) - matematico inglés
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Cauchy

F+i=2z x(r)=%2(1)=0,

para (t,s) € [0,1] x [0, 1]. Deste modo, para cada t € (0,1], o produto A.(t,)z(") pertence ao

espago L,, qualquer que seja z € Ly. Seja

(=
-

(Arz(t)) = /AT(t, s)z(s)ds, (Y:B)(t) B+ B (1-e),
0

Y, (t) ¥ col {1, 1-¢"}.

Observacao 1.10. A igualdade z = Az + Y8 define para cada par {z,8} € L, x R?, onde
B = {B1,B:}, um elemento do espago D} (1< p < o0), cuja fungdo z : (0,1 — R usufrui as

seguintes propriedades:
1) z é absolutamente continua no segmento [0,1];
2) & & local absolutamente continua no intervalo Ji;
3) a fungio wZ + & pertence ao espago L.

Observagdo 1.11. O espago D7 & um espago de Banach (1], [2]. E evidente que Dy é um
espaco linear normado. A sua completeza advém do facto que ele é isométrico e algebricamente

isomorfo ao espago de Banach L, x R?.

Exemplo 1.19. Seja B o espago de fungdes mensuraveis z : [0,1] — R tais, que para cada
z € B existe uma constante M, > 0 para a qual em [0, 1) cumpre-se a desigualdade (3]

t

/ (s)P ds < M2t

0

A norma ||z|s do elemento z € B definimos do seguinte modo:

1
2

t
1
fells = sup | 7 [ lalo) ds
o<t 3
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Observacgao 1.12. O espago B estd continuamente incluido no espago L, e para qualquer

T € B temos

lzllL, < llzlis-

Lema 1.1. B & um espago de Banach [1].

Demonstragdo. Seja {z,} uma sucessao fundamental no espaco B, isto &,

tim Yz — =4 = 0.
—+00

[}

Vamos mostrar que esta sucessio converge para um certo elemento T € B. Existe um namero

ne € N tal que ||z; — ;118 < 955 3,7 2 N, entao ||Tn, — Zneeille < 35 Seja

S g (8) = 0B
k=1

fef Z | By (8) = Za (1)] -
k=1

De realcar que a sucessdo ¥, nao é negativa, cresce monotonamente e converge pontualmente
para y. Pela desigualdade triangular para normas no espago B temos ||ym||s < 1 e pelo teorema

de B. Levi® sobre convergéncia monétona para qualquer ¢ pertencente a (0,1) temos:

L

[yg(s)ds = lim y%(s)ds <,
m—o0

0

e8]
consequentemente y(s) < 00, POT iss0 MesMO a série Tn, + Y, (Tnpyy — T,,) converge de modo
k=1
absoluto, isto 6, a sucessdo {z,,} converge quase sempre para um elemento de B. Vamos
mostrar que V z € B, ||z; — z||s = 0 quando i — co. Seja dado € > 0 qualquer, como {z;} é

uma sucessio fundamental entdo 3 ng € N tal que V ¢, 7 > ng temos

o = 2l = sup / a(s) - m3(s)Pds | <e.

8Ben Gerson Levi (1915-2002) — matematico frances
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Pegamos j = ny > ng e aplicando o lema de Fatou’ obtemos para i > ng e V£ € (0,1)

t

%/kz,(s) — z(s}*ds < %/ klyl*n;ol:r:,(s) - :snk(s)l2 ds <
0 0

t

5 ~ lim mf/l::: (5) — z(s)*ds < > f lim |z:(s) —a:nk(s)|2ds <
k—o00
0

< lim inf ||z; — zo, |5 < €
k—ro0

Consequentemente, z; — 2 € B e por isso r € B, e lim ||z; —z|jp =0. A
1=

"Pierre Joseph Louis Fatou (1878-1929) - matematico francés




Capitulo 2

FUNCIONAIS E OPERADORES LINEARES

2.1 Funcionais continuos

Definigao 2.1. Sejam X e X, dois espagos lineares, seja A uma transformagdo (aplicagdo) de
X em X,. Diremos que A é uma transformagao linear [10], [12] de X em X, se e somente
se

Alaz + By) = cA(z) + fAly), Vz,ye€ X, Vo, BeR,
onde A(az + By) € X|.

Lema 2.1. Sejam X e X, dois espagos lineares normados, seja A uma transformagao linear

de X em X,. Se A é continua em zy € X, entdo A é continua em X.

Demonstragio. Suponhamos que A é continua em zo € X, entdo V& > 036 > 0 tal que
| Az — Az|| < € quando ||zo — z|| < 4. Vamos pegar um outro ponto qualquer z; € X, para
qualquer z € X temos

lz1 — zl| = llzo = (& — =1 + Zo) || < 8

donde
| Az, — Az|| = || Azg — Az — 21 + 20|l <&,

o que mostra que A & continua em z, e, porque z; € qualquer ponto de X, a transformagdo

A & continua em todo espago X . W

29
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Observacgiao 2.1. Se A é uma transformagao linear que aplica X em X;, onde X e X, sdo
espacos lineares normados, é suficiente que A seja continua em 0 € X para que seja continua

em todo X.

Definicao 2.2. Sejam X e X, dois espagos lineares normados, A é uma transformagao linear

de X em X;. Diremos que A é limitada se
IMeR, Ve X ||Az[| < M.

Teorema 2.1. Sejam X e X, dois espagos lineares normados. A transformagao A que aplica

elementos de X em X; é continua em X se e somente se A & limitada.

Demonstragdo. Suponhamos que A é continua em X, vamos pegar o ponto 0 pertencente a
X, A0 =0, entdo 36 > 0 tal que [JAz]| <1, Yz e X e izl < é. Seja |)z|| <1, temos que
||Soz]| = dllzll < & e ||A (L62)| < 1, mas A (36z) = 30Az e este facto leva-nos a afirmar
que ||Az|| = ||3.4 (L0z)|| = 2|} (467) | < %, 0 que mostra que A ¢ limitada. Demonstramos,
deste modo a necessidade. Vamos agora demonstrar a suficiéncia, isto &, mostremos que se A
& limitada entdo é continua. Sendo A limitada em X, com base no Lema 2.1 precisaremos
somente demonstrar que A é continua em 0. Seja e >0, IM eRVz € X: | Azl] € M pois
llz|| < 1. Escolhemos & > 0 tal que M <, se {[z]} < J entao || = 3lizll < 1 e, deste modo,
A < M,
= Joa ()] =4 () <ov <

o que prova que A é continuaem 0. W

Definigio 2.3. Seja X um espago métrico, diremos que A & funcional linear de X 8], [9]

se A & uma transformacéo linear de elementos de X em R e
Aoz + By) = aA(z) + BAQY), Yz, y€X, Vo, geR.

Exemplo 2.1. O produto escalar (g, f), para f e g pertencentes a L, e f fixo pode ser

considerado como um funcional linear de variavel g onde,

1) A(g + g2) = Agi + Aga, Vg1, 92 € Lo,
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2) Aleg) =cAg, Y g€ Ly, VceER,
3) IM e R, | Agll < Migll, Vg€ L
O menor dos valores de M denotaremos M4 ou ||.A|| que ¢ a norma do funcional linear.

Observagio 2.2. O conjunto de todos funcionais lineares em X & um espago linear, nele

podemos definir as operacdes algébricas (f + g)(-) = f() +g() e (af)(-) = af(), Va e R

Exemplo 2.2. Seja X um espago linear, a transformagao Az = lz||, Yz € X, ndo & uma

transformacdo linear, logo A ndo ¢ funcional linear, pois Vz,y € X
A(z +y) = [z +yll < llzll + Iyl = Az + Ay

que nio cumpre com as propriedades de funcionais lineares.

2.2 Continuidade uniforme do funcional

Vamos generalizar para o funcional a nogao de continuidade uniforme (8], [9], [22}, [13].

Defini¢do 2.4. Seja .A um funcional definido no conjunto M do espago métrico (X, p). Dire-
mos que A é uniformemente continuo em M se para qualquer ¢ > 0 existe um § > 0 tal

que para quaisquer pontos z' e z” € M, p(z',z") <6, cumpre-se a desigualdade
g
|Az' — Az"| < e.

E evidente que a continuidade uniforme num certo conjunto M do funcional A implica a
continuidade desse funcional em M. Realmente, seja zg um ponto de M, construimos uma
sucessdo qualquer {z,} de pontos de M que converge para zo. Entdo, para qualquer € > 0
existe um & > 0 tal que se p(Z,, To) < § para n demasiado grande, entdo para a sucessao {zn}
cumpre-se a desigualdade

Az, — Azp| < €.

Vimos assim que da convergéncia de qualquer sucessio T, — Zop implica a convergéncia de

I . . 1 , .
Az, — Azy. A afirmagdo inversa nao € correcta. O funcional Ax = — & continuo no conjunto
T
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M de pontos da vizinhanca do elemento nulo do espaco métrico, considerando que o proprio
ponto O do espago ndo pertence ao conjunto M : 0 ¢ M, mas a continuidade uniforme para

este caso nao se verifica.

Teorema 2.2. (de Cantor' ) Se o funcional A ¢ continuo num compacto, entdo ele é uniforme-

mente continuo nesse compacto.

Demonstragio. Suponhamos que o funcional A é continuo num conjunto compacto M do
espago métrico (X, p), mas nao é uniformemente continuo neste conjunto. Pegamos num € ¢

escolhemos dois pontos ' ¢ z” do conjunto M tais, que
pleh,zh) <1, |Azy — Azf| > e

Partimos da suposicio de que existem estes dois pontos, pois caso contrario o funcional A sera

uniformemente continuo. Vamos achar dois pontos 3 e T3 € M tais que
1
playas) <35, Az — Am| 26,

que no contexto da nossa suposigao nao é possivel. Continuamos escolhendo pares de pontos
tais que

1
plxh,xn) < - |Azl — Az, 2, n=12,....

Obtemos duas sucessdes de pontos {z/,} e {z}. Da sucessao {z!} de pontos do conjunto
compacto M extraimos a subsucessao convergente {z,,} 220 €M A subsucessdo com 0s

mesmos nimeros {zj, } converge também para 0 mesmo limite zo e, como
! i I "
£ < |Az! — Azl| < | Az, — Axol| + [Azo — Az,
g . £ .
pelo menos uma das parcelas a direita devera ser menor que 3 independentemente de n, 0 que
contraria a condigio de continuidade do funcional Az nopontozp . B

2.3 Operadores continuos

Vamos agora estudar a nogdo mais geral de dependéncia funcional [8], |9}, [13].

' Moritz Benedicket Cantor (1829-1920) — matemético alemao
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Defini¢iio 2.5. Sejam E ¢ M dois conjuntos. Se a cada elemento z de E se atribui, segundo
uma certa regra A, um ou varios elementos y do conjunto M, entao no conjunto E esti

definido o operador y = Az que tem como contradominio o conjunto M.

Vemos que a definicdo de operador se distingue da definigio de funcional pela ndo exigéncia
de que o conjunto M seja um subconjunto de R. Na definigdo de operador o conjunto M éde
natureza arbitraria. Vamos estudar operadores definidos somente em espagos métricos e cujas
imagens sio elementos de espagos métricos. Consideremos E e M subconjuntos de (X,p) e

{X1,m), respectivamente.

Definigio 2.6. O operador A, definido no conjunto E C X com contradominio em M C X,
diz-se continuo no ponto zo € X se para qualquer sucessio {z,} de pontos do conjunto E que
converge (no sentido da métrica p) para o ponto 7o € E, a respectiva sucessdo {yn} = {Azn}
de pontos do conjunto M converge (no sentido da métrica p,) para o ponto yo = Azxy do

conjunto M.

Exemplo 2.3. O integral f f(¢)d¢ com limite de integragdo variavel € um operador definido
no conjunto de fungdes continuas com imagem nesse mesmo espago. Este operador é continuo.
Exemplo 2.4. Suponhamos que no segmento [a,b] é dada a fungdo somével f (z}. O integral
de Lesbegue? f f(¢)d¢ é operador dado no espago de funges somdveis com imagem no es-

a
paco de fungdes absolutamente continuas. A continuidade deste operador depende de como

introduzimos a métrica no espago de fungoes somaveis.

De um modo geral, para operadores continuos ndo se aplicam os teoremas sobre funcoes
continuas, contudo para os operadores lineares esta generalizagdo, dum certo modo, tem lugar.
Vamos demonstrar alguns teoremas relacionados com operadores continuos (e consequente-
mente, com funcionais e funcdes continuas). Estes teoremas caracterizam uma série de pro-
priedades de operadores continuos definidos em conjuntos compactos de espagos métricos. Eis

algumas questdes que seria bom responder:

2Henri Lesbesgue (1875-1941) — matematico francés
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1) o conjunto duma fungdo continua num conjunto fechado & também fechado?

2) se uma fungdo é continua a sua inversa é também continua?

Teorema 2.3. O conjunto imagem de um operador continuo dado num conjunto compacto

dum espaco métrico é também um conjunto compacto.

Demonstracao. Seja A um operador continuo dado no conjunto compacto Ec X. Seja M
o contradominio do operador A no espago métrico X;. Para demonstrar que E & um conjunto
compacto precisamos demonstrar que de um sistema infinito qualquer Y, de conjuntos abertos
go de X, que cobrem o conjunto ¥, pode-se extrair um sistema finito de conjuntos g, que
cobre E. O sistema ), de conjuntos abertos G, sdo co-imagens dos conjuntos g, = AG, e
cobre o conjunto E, entdo o respectivo sistema de conjuntos abertos g, cobre o conjunto M.

Teorema 2.4. A aplicaciio inversa duma aplicagao injectiva continua dum conjunto compacto

é continua.




Capitulo 3

CRITERIOS DE COMPACTICIDADE EM

ESPACOS DE BANACH

3.1 Critérios gerais de compacticidade

O teorema de Bolzano' -Weierstrass? afirma que de qualquer sucessao limitada de pontos
dum espaco euclidiano pode-se extrair uma subsucessio convergente. Contudo, este facto nem

sempre tem lugar em todos espagos metricos.

Exemplo 3.1. A sucessdo de pontos
Z (1,0,0,...), 232(0,1,0,...),

est situada na esfera de raio 1, por conseguinte ela é limitada, mas desta sucessao ndo podemos
extrair uma subsucessio convergente, pois a distancia entre dois pontos quaisquer da sucessao

ép(zze) =1, 1 £k

Definigdo 3.1. Seja A um conjunto do espago meétrico (X, p). Diremos que A é compacto
se de qualquer sucessio infinita de pontos deste conjunto pode-se extrair uma subsucessao

convergente (1], [2], [8], 19].

1Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781-1848) — matematico checo
2Karl Theodor Wilhem Weierstrass (1815-1897) - matemético alemao
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Definigdo 3.2. Se os limites das subsucessoes pertencem a A diremos que A é fracamente
compacto [8}, [9]. Se os limites das subsucessoes pertencem a X e nao pertencem, talvez, ao

conjunto A, entdo A diz-se compacto no espago X.

Observacao 3.1. Desta definigao segue que, para o conjunto ser fracamente compacto é ne-

cessario e suficiente que ele seja compacto no espago X e fechado.
Vejamos algumas propriedades de conjuntos compactos.

Lema 3.1. Qualquer conjunto infinito e limitado de pontos do espaco euclidiano n—dimensio-

nal é compacto.

Lema 3.2. Qualquer conjunto compacto é limitado.
Demonstragao. Suponhamos o contrério, 1sto &, que o conjunto é compacto e nao limitado.

Neste caso pode-se sempre construir uma sucessao {zn}oo, do conjunto dado tal, que
p(a:l:mn) zna P(ff:ksmkﬂ) Z 11 k= 1121---

Nenhuma subsucessio desta sucessdo € fundamental. Esta contradigio demonstra que a su-

posicio feita é falsa . B

Vejamos agora um critério mais geral de compacticidade dum conjunto dum espago métrico,

que é justo para qualquer espago metrico.

Definigao 3.3. Diremos que o conjunto £ do espago métrico (X, p) é e—rede para o conjunto
M C X, onde € > 0 é um real arbitrario, se para cada ponto = € M existe um ponto T € E

tal, que p(x,T) < €.

Teorema 3.1. (de Hausdorfl) Para que o conjunto A/, do espago métrico (X, p), seja compacto
& necessario (e caso X seja completo é suficiente) que para qualquer ¢ > 0 exista uma g—rede

finita.

Demonstragao. Comegaremos por demonstrar a necessidade. Seja M um conjunto compacto

e ¢ > 0. Tomamos um ponto z, € M, entdo o ponto z; & uma £- rede, isto ¢, p(z,2)} <€,
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onde z é qualquer ponto de M, ou existem pontos do conjunto M que se encontram de z; a
uma distancia superior a €. Tomamos um destes pontos e vamos denoté-lo por z2. Entao
e T, formam uma &—rede para M ou existem pontos do conjunto M tais, que a distancia até
T, € Ty € superior a ¢. Continuando com este pensamento construimos a sucessido de pontos
I,,T2,..., T Esta sucessdo ird interromper-se num dado momento, pois caso contrario no
conjunto compacto M estaria contida uma sucessao infinita da qual ndo seria possivel extrair
uma subsucessao convergente, pois a distancia entre dois pontos quaisquer da sucessao é maior
ou igual a €. Assim, 0 conjunto zp,%z,...,Tx € UMa ¢—rede para ¢ > 0. Vamos demonstrar
a suficiéncia. Suponhamos que para qualquer £ > 0 existe uma e—rede finita. Seja {en}ne;

uma sucessio decrescente e &, — 0. Construimos, para cada g (I=1,2,..), 2 g—rede:

1 .1 A
Lyy Ty Thys
1 ,.2 2
I2,.'B2,...,Ik2,

Tomamos agora uma sucessio qualquer {Z,} de pontos do conjunto M e demonstramos que
dela podemos extrair uma subsucessao convergente. Vamos cercar cada ponto da e—rede com
uma esfera de raio €, com centros nos pontos da & —rede: g, xz}, ...,z - Entdo, todos os
pontos da sucessdo {Zn} encontram-se dentro das esferas construidas. Como o0s pontos da
sucessio sao um numero infinito e as esferas sao um nimero finito, entio pelo menos uma
das esferas construidas ira conter um nimero infinito de pontos da sucessdo {Zn}. Vamos
denotar esta esfera por T\ e o conjunto infinito de pontos da sucessao T} denotamos por M.
Consideramos os pontos da g,—rede que pertencem a T,. Cercamos cada uma delas com uma
esfera de raio £, e centro neste ponto. Todos os pontos do conjunto encontram-se dentro da
esfera de raio ;. Pelo menos uma destas esferas, que denotaremos por Tz, ir4 conter um
subconjunto infinito Ay do conjunto M;. Continuando este processo obtemos a sucessao de
esferas T) D Ty D ..., cuja sucessao de raios tende para zero. Escothemos pontos da sucessao

{Z,} tais que se cumprem as condigoes:

{iml = Tla jiﬂ'n ¢ TQ}: {jmg € T‘Z) jmz ¢ T3}1
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Entio, a sucessdo {Z, } ¢ uma subsucessio fundamental da sucessao {Zm} cujo limite pertence

a X devido ao facto de X ser completo, logo a sucessdo {Zn} converge. W

3.2 Compacticidade de conjuntos do espago C

No espago de funcdes continuas C existem conjuntos infinitos limitados de fungGes con-
tinuas dos quais ndo se podem extrair sucessoes convergentes (no sentido de convergéncia da
métrica em C). Assim, por exemplo, vejamos o conjunto de fungdes i, %2, T3,... , do espago
Cl0,1], onde z, = z". E facil ver que esta sucessao limitada no segmento [0,1] tem limite

igual a

0, se0<z <]

y =

1, sex=1
Podemos ver que y é uma fungao descontinua e, portanto, nao pertence a C. Qualquer sub-
sucessio desta sucessio converge para esta mesma fungao descontinua, isto &, nao ird convergir
no espago C|0,1].

Vamos agora estudar o critério de compacticidade em C. Comecamos por introduzir duas

definicdes [9], [11], [12]-

Defini¢do 3.4. As fungdes f(-) dum certo conjunto M chamam-se uniformemente limi-

tadas se existe uma constante ko para todas as fungdes deste conjunto tal que |f ()] < k.

Definigao 3.5. As fungdes f(-) dum certo conjunto M chamam-se uniexponencialmente
continuas se Ve >0 36 >0 tal que [f(z1) — f(z2)] < € se |21 — 72| < & para quaisquer

Z, e Tz e para qualquer f(-) € M.

Teorema 3.2. (de Ascoli® ) Para que o conjunto M de funcdes f(-) do espago C seja compacto
& necessario e suficiente que as fungdes deste conjunto A sejam uniformemente limitadas e
uniexponencialmente continuas.

Demonstragio. Suponhamos que o conjunta M de fungoes f(-) continuas, é compacto.

Vamos demonstrar que as funcdes f(-) sdo uniformemente limitadas e uniexponencialmente

3Giulio Ascoli (1843-1896) — matematico italiano



BETUEL DE JESUS CANHANGA 39

continuas. A limitacdo uniforme advém da limitagdo do conjunto M, pois a limitagao do
conjunto de fungdes, segundo a métrica de C, significa limitagao uniforme para este conjunto
de fungbes. Para demonstrarmos a uniexponencialidade continua vamos pegar um ¢ > 0 e
construimos para o conjunto M uma £—rede finita: fi(z), fa(z), ... , fi(x). Todas as fungdes
do espaco C e, consequentemente, todas as fungdes da £ —rede sdo continuas e cada uma
delas é uniformemente continua no segmento [, b}, isto é, para qualquer ¢ > 0 e qualquer

i,i=1,2,...,k, existe § > 0 que nio depende de = e

i) = filea)l < 3,

sob condigio de que |z, — 72} < §, onde z;,72 sio pontos do segmento [a,b]. Agora basta

tomar 6 = mind; e entdo, para qualquer fun¢do da §—rede, cumpre-se a condigao:

mwn~mmn<§

onde z;, T, sdo pontos do segmento [a,b] que satisfazem a condigao |z, — 22| < 4. Daqui,
para qualquer fungio f(z) pertencente a M e a respectiva fungio fi(z) da §—rede tal, que

|f(2) - fi(z)] < &, = € [a,b], sdo justas as relagOes:

1f(z1) = f(@2)] = |f(z1) = filw)) + filzm) = fulz2) + filza) = flza)| £

< Uf (@) = )l + |film) = M)l + 1filoa) = fle)] < 5 +5+5=¢

Ficou deste modo demonstrada a necessidade. Vamos agora demonstrar a suficiéncia que con-
siste na demonstracio de que do facto do conjunto de fungdes M ser uniformemente limitado
e uniexponencialmente continuo implica que existe, para qualquer ¢ > 0 dado, uma e—rede
finita para o conjunto M, donde advém a compacticidade de M. Tomamos um ¢ qualquer e

escolhemos d tal, que para qualquer fungdo f(z) € M verifica-se a desigualdade

fo) = fla)] < 7,

se |z, — Tz| < 8. O rectangulo a < z < b, —k <y <k noplano rQy dividimos em rectangulos
iguais:

a=2p< Ty < - < Ty =b, —k=y < < - <Yn =k,
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£
\zrer — zkl <0, |Yks1 — yk| < 1
Tragamos todas as possiveis quebradas continuas ¢(z) constituidas de diagonais dos pequenos
rectangulos. B facil ver que tais quebradas sao um numero finito. Vamos agora mostrar que o
conjunto das quebradas forma uma £—rede finita para M. Realmente, tomamos do conjunto

M qualquer fun¢io f(z), seja ¢(z) uma quebrada tal, que
1f(2) = o(@)] = |f(z) — flax) + flax) — olzi) + olox) — l)] <

< |f(@) = flae)l + 1f () — ezl + lolz) — ()],

onde z; ¢ 0 ponto mais proximo de z. E evidente que |f(z) — f(zk)}| < § devidoa continuidade
uniforme da funcdo f(z), tal como |z — x| < & e |f(zx) — o(ze)) < §,  lolze) —ol2)] < §-

Por conseguinte, as quebradas formam uma ¢-rede finita.

3.3 Compacticidade de conjuntos no espago Lp

Vejamos agora alguns teoremas de compacticidade no espago L,[0,1] (8}, [9], {12].
Teorema 3.3. (de Riezs) As duas afirmagoes sao equivalentes.
1) O conjunto K = {z(t)} C L,[0,1] é compacto.

2) As fungdes z(t) € Lp[0,1] sdo uniformemente limitadas segundo a norma em Ly[0,1] e

uniexponencialmente continuas em média, 1sto é,

1

f () dt < &, (3.1)

0

1

f z{t + h) — o(6)P dt < €, (3.2)

0

para 0 < h<d(e) eV €K,
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Demonstragao. A necessidade de que as fungoes de K sejam uniformemente limitadas & evi-
dente. Vamos mostrar que as funges de K sao uniexponencialmente continuas em média. Uma
vez que K ¢é compacto, entdo para qualquer € > 0 para este conjunto existe uma £—rede finita
2, (t), z2(t), . . ., Za(t). Como cada fungao L,[0,1] é continua em média, entédo para qualquer ¢

existe &; tal que
1

/|m,-(t + h) — z;(t}P dt < (%)p
0

para 0 < h < §;. Seja = miné;. Entao,

[l w - atra < (5)
0

para 0 < h < & e para todos ¢ = 1,2,...,n. Pegamos uma fungdo qualquer z{t) € K. Existe

uma fungdo z;(t) tal, que

[ a0 - mtopae < (5)
0

para 0 < h < 4 temos

—

1
1 P

/]:r:(t+h) _s)fdt] < /|:c(t+h)—a:,-(t+h)|pdt +

0

=

F

+ Df|z,-(t+h) _nPdt| + b[|:n,—(t)—u:(t)]”dt <

-

1
2
< /|m(t+h)—a:,-(t+h)|”dt +§.
0

Todavia,

1

/I'n(t +h)—zi(t+h))dt = f|:r:(s) —zi(s))Pds < /|a:(s) — z;(s)"ds < (%)p.
0 h 0
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Destas duas ultimas desigualdades advem que

P

f]:r:(t—l—h) _a)Pdt| <e,
1]

para 0 < h < § e como z(t) ¢ uma fungao qualquer, entdo a necessidade ficou demonstrada.

Vamos agora demonstrar a suficiéncia. Vejamos a funcao média de Steklov 411}

. t4h
zh(t) = o7 [ z(T)dr
t=h
Temos
1 t+h ] t+h -;- 1 y 1 15
)= | [ | < oomst | [roran] < (g5)" | [orer] 69
“h th 0
e
. thuth t4h X thh Lih
\zn(t + u) — 2a(t)| = o f z{r)dr — /z(f)d'r =55 f (1 +u)dr — /z('r)d'r <
t+u—h t—h t—h t—h
) t+h 1 t+h l;
_h/ (r +u) = o{r)] dr < (Qh) [|m+u)—:c( APdr| <
1 1 ¥
1\#
< | = lz(r +u) — z(7)Pdr | - (3.4)
(]

Das duas condicoes (3.1) e (3.2) e das desigualdades (3.3) e (3.4) segue que, para h fixo, as
fungdes da familia z,(¢) para z(t) € K sao uniformemente limitadas e uniexponencialmente
continuas, consequentemente a familia {zx(t)} € compacta no sentido de convergéncia uniforme,

logo & compacta no sentido de convergéncia em média com expoente p. Por outro lado,

t+h h
o(0) = (0] < . [ 1910) = st dr = g [ 1) = s+ 7 <
t—h —h

1\ladimir Andreevich Steklov (1864-1926) — matematico russo
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=
o=

h

/ |z(t) — z(t + T)|P dr
h

Daqui,

1\~
< [ —
“ (=)
h

1 1
f|:c(t)—:r:h (O dr < %f /|:c(t)——r1;(t+'r)lpd7 dt =
0 0

—h

h h
1 1
/la: t) —z{t + )P dt] dr < ﬁ-e”/d'r=s”
-h -h

pois, devido a (3.2) f|$ (t+7) —z{t)|P dt < €” se || < . Deste modo, a familia {zx(t)}

forma uma e—rede para K e como esta e—rede é compacta, entao pelo teorema de Hausdorff

o conjunto K é compacto. W

3.4 Critérios de compacticidade no espago B

Qualquer que seja fungdo = € L, vamos defini-la fora do segmento [0, 1] como sendo igual

a zero. Na fungao

t—p

onde p > 0 (o integral da parte direita existe qualquer que seja = € L} fazemos corresponder
a funcdo média z,, obtendo deste modo um operador linear definido no espago Ly, que

def
denotaremos por A,z = Z,.

Lema 3.3. O operador A, & completamente continuo e actua do espago B no espago C, sendo
4ol <111, 2]

Demonstracio. Seja z € B, mostremos que a fungao z, & limitada. Aplicando a desigualdade
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de Holder® obtemos

t t
11 . 1 1/ . / 1,
<=1= [ lz(s)ds ] <=1]-{ |z(s)["ds ] <~ su z(s)|*ds | = —||zl|z. (3.5
_p(tlfun )_p(tol()l ) pm&( (o) ds | = <l (35)
-p

Vamos mostrar que 7, ¢ uma fungdo continua. Definindo z(t) = 0 se t ¢ [0,1}, temos para

O<t<ty<],t—p2>20el<p<l:

4 t t1—p
lz,(t1) = z,(t)] % / z(r)dr — | z(r)dr =% / (T)dT — / (r)dr| <
ti—p t—p t t—p
ty ti—p
< ! (/:{:(T)d'r + / :c('r)d'r) <
P t t=p
t é 17 % ti—p % h—p %
< l( df) /|a:(r)|2d'r) -f—l /d’r) / |:r('r)|2d'r) =
g t t P t—p t—p
t 3 ti—p 7 4 3
- i(zl Y K(/ w(r)Pdr | + / w(r)Pdr| | < %(tl e /p,-(r)ﬁdf <
t t=p t

2
S ;\/h - t“I“B

IA
R
——
=+
I
o
S

[T
D\
=)
—
2
T
=,
-_‘
\__/
It
IA
T
=
I
=
.
r.-+.| -
\
"
—
2
e
[~
-%
\—-——-/

Para0<t<t; <1, 1 —p<0e0<p<1 temos:

e

froin) = 200 € Vi =1 | [ lalr)fr | < S Vi lels

De modo analogo, para 0 <t <t; <1,y —p=>0et - p <0 temos:

13,(t1) — 7,()] < -f;\/—tl )zl (3.6)

5Otto Holder (1859-1937) - matemético alemao
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daqui concluimos que a fungao z, é continua para valores fixos de p > 0. As desigualdades
(3.5) e (3.6) permitem afirmar que o operador |l Ayllpc < p~%. Além disso, este operador &
compacto porque, devido as desigualdades (3.5) — (3.6), a imagem A,M de qualquer conjunto
limitado M C B é relativamente compacto em C. Mostremos que ¥ ¢ € B, z, = A,z € B.

Da desigualdade (3.5), para valores fixos de t € (0,1}, temos:

jl:c,,()| ds < — / /|m ld’r ds——f /l:r:s+a)l do | ds =

0

1 0 t 1 0 o+t
:;/ fl:r:(s+a)|2ds dozpf /|$T1|dT1 do < - / /|:t:n|dn do <
—p 0 —p o

i
S / |IB(T1)|2 dTl,
0

implicando deste modo que z, € B e ||z,{ls < [|zllc- Isto significa que o operador A,: B = C

¢ limitado, sendo ||A,|lpc <1. B

Lema 3.4. Sejam B e B; dois espagos de Banach tais, que o espago B, esta continua e
densamente incluido em B. Suponha-se que para p > 0, o operador A,: B — B ¢ limitado,
A,B C By, o operador A, : B; — B ¢ limitado e a familia de operadores {A,} {(p > 0),
quando p — 0, converge pontualmente em B, para o operador identidade, isto ¢, para cada
T € B, para qualquer € > 0 existe § > 0 tal que, para todo 0 < p < 4, & justa a desigualdade

A,z ~ z||8, < €. Se o conjunto M C B ¢ relativamente compacto em B, entdo:
1) M élimitado em B;

2) a familia de operadores {4,} (p > 0), quando p — 0, uniformemente em M converge
para o operador identidade I, isto é, para qualquer € > 0 existe 4 > 0 tal que, para

todo 0 < p< 8 e T € M, ¢ justa a desigualdade ||A,z - z|ls <e.

Lema 3.5. Sejam B e B, dois espagos de Banach tais, que o espago B, estd continuamente

incluido em B. Suponha-se que, para qualquer p > 0, o operador linear A, : B — B &
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limitado, A,B C B, sendo o operador A, : By = B; completamente continuo. Suponhamos

que o conjunto M C B satisfaz as condigdes:
1) M é limitado em B;

2) a familia de operadores {A,} (p > 0), quando p — 0, uniformemente em M converge

para o operador identidade Ip.
Entdo o conjunto M é relativamente compacto em B.

Teorema 3.4. Seja M um conjunto do espago B, M ¢ relativamente compacto em B s e

somente 86, quando:
1) o conjunto M & limitado segundo norma do espago B;

2) para qualquer ¢ > 0 existe € > 6 tal, que para qualquer fungdo = € M, ||z — z,|ls < ¢,

para 0 < p < 4.

Demonstragio. A necessidade advém imediatamente do Lema 3.3 e Lema 3.4, a suficiéncia

deriva do Lema 3.5. B



Capitulo 4

APLICACOES DA ANALISE FUNCIONAL NA

TEORIA DE EQUACOES INTEGRAIS

4.1 Aplicagao do método de aplicagoes de contracgao

Seja C um espago de fungoes continuas. Vamos definir neste espaco a aplicagao
T
Ay = yo + f f(z,y)dr,
Zo

onde f(z,y) ¢ uma fungao continua que satisfaz no rectangulo
G={(x,y) eR*: a<z <), M <y < N}

a condigdo de Lipschitz' (9], [13] em relagdo ao segundo argumento, isto &, para quaisquer

pontos (x,11) € (z,y2) pertencentes a G cumpre-se a condigao

|f(z,9) — flzy2) < Ly — Y2l ,

onde L é um nimero ndo negativo dependente da regiago G e que nao depende da posigao dos

pontos (z,y1) € (z,y2) € G. Vamos mostrar que esta aplicagéo é de contracgo se considerarmos

1Rudolf Otto Sigismund Lipschitz {1832-1903) - matematico alemao

47
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|z — 0| demasiado pequeno. Realmente, sejam y e y1 dois pontos quaisquer do espago C,

p(Ay, Ay) = sup |Ay — Ayi| < sup /lf(:v,y)—f(m,yl)ldIS

a<z<h a<z<b

xr

< sup /Lly — 41| dzx = L |z — zo| sup fy =l = 8ply, 1),
aLr<h a<lz<h
To

onde § = L|z —zo| < 1 se |z — zo| < £. Tendo em conta que o espago C' é completo temos

que existe um tnico ponto fixo da aplicagio de contracgao A, isto &, a equacao integral
T
y=w+ [ f@y)ds (41)
To

possui tnica solugao se:

1) f(z,y) satisfaz a condigdo de Lipschitz com constante L;

1
2 - < —.
) o - 20l < 7

Uma vez que a equagdo integral (4.1) é equivalente & equacao

y' = flz,y) (4.2)

com a condicdo inicial yo = y(zo), entdo fica demonstrado a existéncia e unicidade de solugao
para a equacdo diferencial (4.2) quando se cumpre a condigao (2). Considerando a solugao da
equacio diferencial (4.2) como limite da sucessdo de fungdes y1 = Ayo, y2 = Ay, ... podemos
considerar as funcdes 1, uo,... como sendo as solugbes iterativas aproximadas. Facilmente
podemos achar a avaliagao '

n+1
v(a) ~ (o) < L I
onde y(z) é a solugdo de (4.1) e yn(z) & a sua n-ésima iteragao, p = sup{|M|,|N|}. Vamos
agora considerar a equagao

z— f(x)=0 (4.3)
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e suponhamos que a fun¢do f(z) é continua e diferencivel no segmento [a,b] e satisfaz neste

segmento as condigoes
f(x) € la,b] sez€lad), fz)<k<l

Nestas condigdes a equacao (4.3) possui em [a, b] uma tinica raiz real. Isto demonstra-se usando
o método de aplicacbes de contracgdo. Vejamos o conjunto de nimeros reais com métrica
p(z',z") = |z' — 2| e seja Az = f(x). Se demonstrarmos que esta aplicacdo & de contracgao,
consequentemente demonstraremos a existéncia de um nico ponto fixo z, por outras palavras,

demonstraremos a existéncia e unicidade da raiz da equagdo = = f(z). Seja
p(Az', Az") = |Az’ — Az"| = |f(z) — f(z"}| =
= ()] la' - 2"| < k|2’ ~ 2"| = kp(a', ") (4.4)

e como k < 1, entdo a aplicagdo é de contracgdo. Por conseguinte, a equagao (4.3} possui uma
tinica raiz. Seja xy um ponto arbitrério. E 6bvio que a sucessdo de pontos z; = f(xo), Z2 =
f(z1),... & fundamental e o seu limite z = limz, & a rafz da equagao (4.3), sendo z, a sua

n-ésima aproximagdo. Colocando em (4.4) z’' = £, 1" = Tnyp Obtemos

|:c,.—:1:n+p|§k“|:£0—1:p|Sk“|x0—m1|(1+k+---+k”).

|zo — 11

Fazendo a transicio de limite quando p — oo teremos |z, — z| < k" Tk

Seja f(x,y) uma fungao definida na regiao

Q% {(z,y) eR*: a<z<b —o00<Ly< 400},

f(z,y) & continua em relagdo a z e possui derivada f; limitada, 0 < m < fi(z,y) < M. Entao,
a equagao

flz,y) =0 (4.5)
possui uma tnica solucdo no segmento [a,b]. Vamos considerar a aplicagao do espago C' em si

préprio, dada pela expressio Ay =y — (z,y), sejam y, e Yo pontos do espago C' entdo,

1
!

p( Ay, Ayz) = | Ay — Aya| = Hyl ~ Eld—f(z,yn)] - [yz - —IM-f(m,yz)]
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m
- —
1%

onde 0 < @ < 1. Por conseguinte, para qualquer ponto yg pertencente a C converge a sucessao

= 1) = Sy e+ 0 = )b — )| < [1 = 7] I = el = ol ),

y = Ayo, ¥2 = Ayr,... € limy, = y & dnica solugao continua no segmento [a,b] e as suas
iteracoes sao as fungdes yo, ¥1, Y2,.... Dste resultado vamos aplicar no seguinte problema.
Suponhamos que ¢ preciso calcular o valor da fungdo continua y = (z) para determinado
valor do argumento z, quando o seu calculo directo & complicado, entdo escrevemos uma outra
fungio na forma implicita f(z,y} = 0, e se f(x,y) & continua e possui derivada f; limitada,

istoé, 0 <m < [f;l < M, entao

f(@yn) = F(2,9n) = F(&,9) = (W — V) f1(,60), onde o =y +8(y —ya), 0<O<L,

logo
Yo — f(2,yn)
i f;,(l',(n)-

Sendo o valor ¢, desconhecido, ele é substituido pelo valor aproximado ¢, = yn € depois usa-se

a formula iterativa

-y — f(z, yn)
yﬂ'{"l n f;(:ﬂ,yn),

Exemplo 4.1. Para determinar a raiz quadrada de um nimero real considera-se a fungio

n=12,.... (4.6)

F(z,y) =v* -z =0 e a formula (4.6) toma a forma

T
Yn+1 = (yn+—), n=12,....

Yn

4.2 QOperadores compactos

Definigao 4.1. Sejam E, e E, dois espagos lineares normados. Diremos que o operador
A:E, = E,

é compacto se ele aplica qualquer conjunto limitado do espago E, num conjunto compacto do

espago Ey.

E 6bvio que qualquer operador compacto {4], [6] ¢ limitado.
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i
Exemplo 4.2. Sejam E, = E, = C[0,1] e (Az)(t) = y(t) = /K(t, s)z(s)ds, onde K(t,s)
0

é continua no quadrado Q = {(t,s) € R2:0<t<1 0<s <1} Vamos mostrar que
o operador A é compacto. Seja {z(t}} um conjunto limitado de fungoes de C[0,1] isto &,

JreRVz €C: sup |z(t)] < r. E evidente que a fungio
tef0,1]

y(t) = f K(t, s)z(s)ds,
0

onde z(t) é fungdo continua, é uniformemente limitada. Realmente se

8= sup |K(t,s),
{t.,s}e

entdo |y(t)] < Or. Vamos mostrar que y{t) sdo fungoes uniexponencialmente continuas. Seja
£ > 0. Devido ao facto de K (t,s) ser continua num compacto, entdo ela é uniformemente
: . €

continua pelo teorema de Cantor. Assim sendo, existe § > 0 tal, que |K(t;,s) — K(t2,5)| < =
r

para |t; — to| < 6 e qualquer s € [0,1]. Entdo

ly(t)) — y(2)] < / |K (L1, 5) — K(t2,s)||z(s)|ds < ¢
0

logo que |t; — t2| < & para todas fungbes y(t) o que significa que y(t) é uniexponencialmente
continua. Assim, devido ao teorema de Artsel, o conjunto {y(¢}} & compacto no sentido da

métrica do espaco C[0,1] e, portanto, o operador A é compacto.

Teorema 4.1. [15] O operador integral A, cujo nicleo & K(t,s), actua do espago Ly (1 <

p < 00) no espago C se e somente se:
1) para todos ¢ € [0,1] a fungio K(t,s) pertence ao espago Ly, onde p' = _;0"_1_;
p=
2) a funcio (t) = ||K(t, s)l|lr, (¢t €[0,1]) é limitada,

3) para qualquer subconjunto [a,b] C {0,1] e para qualquer to € [0,1] & justa a igualdade

t—to

b b
lime(t, s)ds = /K(to,s)ds.
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Observacdo 4.1. As condigdes 1) e 2), no caso quando p > 1, equivalem & desigualdade |15]
1
/ IK(t,s)] ds < k < oo,
0

para t € [0,1]. No caso quando p = 1 estas condigdes equivalem a desigualdade

vraisup |K (¢, 5)] < k < oo, t€[0,1];
0<s<1

Teorema 4.2. Suponhamos que o operador linear A, com nicleo K(t,s), actua do espago
L, (1 € p £ o0) no espago C. Entéo o operador A & compacto s6 e somente s6 quando para

qualquer #; € [0,1] é justa a igualdade

lim || K (t, 5) = K{to, s)llz, = O. (4.7)

t—to

A igualdade (4.7), para o caso p > 1, podemos escrever na forma

t—to

1
lim f |K(t,s)— K(to, )" dt = 0.
0

Observagdo 4.2. Os Teorema 4.1 e Teorema 4.2 descrevem completamente os nicleos dos
operadores integrais que actuam de L, (1 < p < oo) no espago C[0,1]. Nao ¢ dificil fazer
a verificacio das condi¢des do Teorema 4.1. Por exemplo, o operador integral A actua de
qualquer espago L, (1 < p < 00) no espago C e é completo se 0 nicleo K(t,s) é continuo. No
Exemplo 4.2 vimos que A : C = C com nicleo continuo é compacto. Estes casos de actuagio
de operadores de C em C podemos considerar como operadores que actuam de Ly, em C ou,

entdo, de L, em L.

Teorema 4.3. Seja {An}S2, uma sucessdo de operadores compactos que actuam de E, em

E,. Suponhamos que [|A, — Al = 0, entao A é um operador compacto.

Demonstracao. Pede-se para demonstrar que A aplica qualquer conjunto limitado do espago
E, num conjunto compacto do espago E,. Seja M C E; um conjunto limitado e 7 é uma

constante tal que ||z|| = r para qualquer z € M. Para um € > 0 existe um nimero ng tal que

£
Ay — Al < =
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Seja A(M) =G e A, (M) = N. O conjunto N & uma ¢—rede para G. Realmente, pegando

para qualquer y € G uma das suas co-imagens z € M e colocando yp = Ap,x € N teremos
£
lly = woll = [l Az ~ Auozl| < A — Anlilzl] < -7 =e.

Como, por outro lado, devido & compacticidade de A, e limitagdo de M, o conjunto N &
compacto, entdo obteremos que G, para qualquer € > 0, possui uma €—rede e por iSO Mesmo
& compacto. Assim, o operador A aplica qualquer conjunto limitado num conjunto compacto,
logo A é compacto. W

Equacdes que contém a incognita sob sinal de integral chamam-se equagdes integrais 14],
6], [15]. Estas equagdes tém uma larga aplicagdo uma vez que muitos problemas da fisica,

mecanica e técnica sio reduzidos a equagdes integrais. Um exemplo de equagéo integral &

o(t) = A/R’[t, s, ¢(s)]ds, (4.8)

G

onde ¢(t) é a fungio desconhecida, K ¢ uma fungao dada, G é a regiao de integragdo, A é
um parametro numérico. A primeira questao que surge quando estudamos equagdes integrais
¢ a existéncia de solucdo para A fixo, isto &, A = Xg. Se a equagdo tem solugiio para A = Xg
¢ interessante esclarecer se existira solucdo para valores de A muito proximos de Ag, se estas
soluces sdo tnicas para cada valor fixo de X e como estas solucdes dependem de A. Estas
questdes resolvern-se usando métodos da Analise Funcional. A questdo de existéncia de solugao
para determinadas classes de equagles esta relacionada com a investiga¢do da actuagao do

operador

Ap(t) = [ Klt, s, ¢(s)]ds
/

em diferentes espacos. Viu-se que, quando o operador € compacto, a demonstragao do teorema
de existéncia de solucdo faz-se usando o método de aplicagoes de contracgao.

Consideremos a equacio (4.8) e vamos denotar a sua parte direita por Ap(t) e temos a
equagio Ag(t) = ¢(t) como sua solugio e, por conseguinte, a solugdo de (4.8) é uma certa

funcdo que se transforma em si proprio por meio do operador, por outras palavras, € fun¢ao
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invariante nesta transformacgdo. O matematico polaco Shauder? obteve, em 1927, um principio
de existéncia de solucdo: se no espago de Banach o operador transforma um conjunto convero

numa parte compacta, entdo eziste sempre um ponto firo [6].

Teorema 4.4. Seja K(t,s,p) uma fungdo continua segundo as varidveis ¢ e s numa certa

regido G e suponhamos que para todos |¢| < L, onde L & constante, cumpre-se a desigualdade

|K(t15:(r01) - K(t1 5, (92” < C‘Wl - 992‘}

onde C é constante. Entdo, para valores de A demasiado pequenos, existe uma inica solugio
continua @ da equagio (4.8) que satisfaz a condigdo |@(¢)| < L. Se ¢, € uma fungao continua

qualquer que satisfaz a desigualdade
G <L e pnlt) = A/K(t,s,wn,l)ds, n=12,. ..,
G

entdo i, converge uniformemente para @.

Demonstragado. Consideremos o operador

Ay = A/K(t,s,go)ds,
G

definido na esfera |p(t)] < L do espago de fungGes continuas. E evidente que se Ay é uma

funcaoe continua,

Al < [ 1K (65, 0)lds
G
Com base nas condigdes do teorema
|K(t,s,0)| < |K(t,50)+clel;

consequentemente

Ag| < A f K (2, 5,0)|ds + ¢ f o] ds
G (84

2 Juliusz Pawel Shauder (1839-1943) - matematico austriaco
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Uma vez que, segundo a condigdo, K (2, s,0) € uma fungao continua, entio / 1K(t,s,0)|ds < a

G
para t € G e temos que |Ap| < Ala+cL |G]), onde |G| & a medida de G. Por conseguinte,
para valores de A pequenos |Ap| < L, isto &, a esfera lp(t)] < L transforma-se numa sua parte

e além disso

sup | A1 — Aps| < /\/SUPIK(t,s,tpl) —- K(t,s,p2)|ds <
G

M/mm%-wuwdmwwrwmm
G

entdo para valores pequenos de A

p( A1, Apz) < Bp(p1; p2),

isto &, com base no teorema de Cacciopolli o teorema estd demonstrado. W
No espaco C uma classe mais geral de operadores compactos lineares Ay pode escrever-se

na forma

Aw=/K@ﬂMﬂ@,

onde K(t,s) ¢ uma fungdo continua. Salientam-se dois tipos de equagdes integrais:

olt) = 10+ ) [ Kt s)els)ds

wm=fm+A/Kwﬂﬂﬂ$

que se chamam equagdes integrais de Fredholm® e Volterra |5], [9] respectivamente. O

operador

b
Ap = /\/K(t,s)tp(s)ds,

3Erik Ivar Fredholm (1866-1927) — matemético sueco
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definido no espaco C ¢é linear. Suponhamos que y(t} converge para w(t) segundo a métrica

de C, isto é, converge uniformemente em [a, b|. Entao, podemos fazer a transigao sob sinal de

integral e temos
b

lim / K(t, s)on(s)ds = f K(t, s)o(s)ds,

n—00
a

ou
lim Ay, = Ag,
n-od
isto &, o operador ¢ continuo. Este operador é limitado. Realmente,
[ Ag|| = sup [Ap(t)] < sup |K(ts)| sup |o(t)] (b—a) <M sup |o(t)] = Mlell,
a<t<b ast,s<h a<t<h a<t<h
onde M = (b—a) sup |K(t,s)|. Facilmente verifica-se que o operador de Fredholm é com-
a<t,s<h
pacto. Seja Awp(t) um conjunto limitado de fun¢es do espago C. E evidente que

b
1Ap(t)] = [ K(t, s)p(s)ds| < MN(b - a),

a
onde M = sup|K(t,s)| no quadrado a < t < b, a < s < b As fungoes Aqp(t) sdo uniex-
ponéncialmente continuas. Para qualquer € > 0 existe 8 > 0 tal que para |t; — 2] < 0 e para

3
quaisquer s € [a,b] temos |K(t;,s) — K(t2,5)| < N Entéo,

Ap(t) — Apl(ta)] < [ K (£ s) = K(t,9)| ols) | ds < e

logo, pelo teorema de Ascoli (5}, [6], [9] o conjunto {Ap(t)} € compacto.

Considere-se a equagao de segunda ordem
Y +ai(t)y +a(t)y = F(t), y(0)=c, ¥ (0)=c (4.9)

Fazendo y" = p(t) temos

t

i
y = /cp(s)ds +e¢, Y= /(t — 8)p(s)ds + et + cop.
0 0
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Exploramos a férmula

t

jdtjdt...jf(t)dt: (nil)!/(t—s)"*lf(s)ds.

to to

n vezes

Assim, a equagio diferencial (4.9) escrevemos na forma

t t

o(t) + /al(t)(p(s)ds +ciaq(t) + [ﬂg(t)(t — s)p(s)ds + citas(t) + coaa(t) = F(t)
0 0
ou

(t) + /[a; () + aa(t)(t — s))(s)ds = F(t) — cray(t) — crtaz(t) — coaa(t)-
0

Colocando K(t,s) = —[a:(t) + az(t)(t - )], F(t) = F(t) — ciay (t) = crtag(t) — coaz(t) obtemos

olt) = [ K (t, s)p(s)ds + £(2)

0

que é uma equacdo integral de Volterra do segundo tipo |7}, (8]

t
Exemplo 4.3. Vamos construir a sucessao ©a(t) para a equagdo integral p(t) =1+ / (s)ds,
0

tendo wo(t) = 0. Sabemos que wolt) = 0, usando a formula iterativa teremos,

t

wn(t) =1+ [ Pn-1(8)ds.

Assim sendo,

t
(pg(t)z1+/@1(3)d8=1+/ds=1+t,
0

0

t
£
z,og(t):1+/cpg(s)ds=1+/(1+s)ds=1+t+5,
0 0
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continuando com este processo teremos na n—ésima iteragao

! t2 tn—? tn—l
alt) =14+ n— ds=14+t+—+-- .
#alt) /(p 1(s)ds + 2 +(n—2)!+(n—1)!
0

Poderemos escrever

_—
b o

n—

en(t) =

k

1

Fon

o
I

0

e esta soma parcial converge para e* quando n — 0o, queé a solugio exacta da equagdo integral
¢

p(t) =1+ [tp(s)ds.

0

4.3 Resolvente para equagoes integrais de Volterra

Consideremos a equagdo de Volterra do segundo tipo [7]

@sz@+A/K@ﬂMﬂ@, (4.10)

onde K(t, s} é uma fungio continua no tridngulo 0 < ¢ < a, 0 <s<te f(t) écontinua se
0 < t < a. Vamos procurar a solugao da equagao (4.10) na forma de uma série de poténcias de

A

o(t) = @olt) + Apr(t) + A%a(t) + -+ Aalt) + - (4.11)
Colocando (4.11) em (4.10) obtemos
wolt) + A1 (8) + Apa(t) + - + A"pn(t) + - = (4.12)
4

= f(t)+ A / K(t,s) [wo(s) + dpi(s) + Aipa(8) 4 - 4 Apn(s) + -+ ] ds.
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Comparando os coeficientes com a mesma poténcia de A temos

polt) = (1),
o) = [ Kt.honls)ds = [ K(oss)as,

% % . ) (4.13)
wa(t) :fK(t, s)py(s)ds = /K(t, s)/K(s 31) f(s1)ds\ds

0 0 0

As relacdes (4.13) ddo o método iterativo de defini¢do das fungdes n(2) [9], [14]. De (4.13)

segue

o) = [ K9 f)ds (4.14)
wa(t) = | K(t,3) [ K(s,sl)f(sl)d31:| ds =
[xeo]]
f S[ dSl K t S K(S s,)ds = Kg(t,Sl)f(Sl)dSh (415)
- e /

onde

KQ(t,Sl) :fK(t,S)K(S,Sl)dS.' (416)

Analogamente obtemos que, no geral,

=/Kn(t,s)f(s)ds, (n=12..). (4.17)
0

As funcoes Ka(t,s) chamam-se nicleos iterativos (7], [14]. Estas funges definem-se com
ajuda das formulas recorrenciais
Kl (t: S) = K(ta S)z

Koi(t,s) = /K(t,z)[(n(z, s)dz (n=1,2,...). (4.18)
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Usando (4.17) e (4.18) podemos escrever (4.11) na forma:

olt) = F(t) + 3 f K, (t, 5)f(s)ds. (4.19)

u=0

A fungio R(t,s;A) definida pela série
oo
R(t,5;0) = Y MKua(ts) (4.20)
pu=0

chama-se resolvente da equagio integral (4.10) {7]. Se K(t,s) ¢ continua, entao a série (4.20)
converge absoluta e uniformemente. Com ajuda da resolvente a solugdo da equagdo integral
(4.10) escreve-se na forma

t

w(t) = f(t)+ A[R(t, s; M) f(s)ds. (4.21)

0

Exemplo 4.4. Vamos achar a resolvente da equagao integral de Volterra do segundo tipo com

niicleo K (t,s) = 1. Neste exemplo vamos usar a formula iterativa

t
K,H_l(t,s):/K(t,z)Kn(z,s)dz (n=1,2,..)

K(t, S) = K1(t,8) = ].,
t

K,(t, s) =fK(t,z)K1(z,s)dz= fdzzt—s,

t

Ki(t,s) = /K(t, z)Ko(z,8)dz = /(z - s)dz = {t —25)2,

8

continuando com este processo n + 1 vezes obteremos

(t—s)"
n!

L
Ky (t,s) = /K(t, 2)Kp(z,8)dz =
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prosseguindo infinitas vezes com este processo obteremos vérios nicleos e a partir destes cons-

truimos a resolvente

R(t,s,,\)=1+,\(t_3)+f‘lt?ﬁ+...+£(_:;_s):+m___i[/\(t-s)]k'

Vamos agora supor que K(¢,s) é um polinomio de grau (n — 1) em relac¢do a s, de modo

que podemos escrevé-lo na forma

an-—l(t)
(n—1)!

K(t,S) =a0(t)+a1(t)(t-3)++ (t—S)n_l

sendo os coeficientes ax(t) fungdes continuas em [0, a). Se definirmos a funcéo g(t, s;A) como

a solucdo da equagao diferencial

d" dr-! dn?
—Q—A (ao(t)ﬁ“_"‘?'*"ai(t) g++an—l(t)g) :0:

din dtn—?

e que satisfaz as condigoes

_dg, _ _d?%¢  _ dlg .
g |t=s— Et' |t=s— = dtn_g {t=3_ 01 dtn_l - L
entdo a resolvente R(f,s;A) define-se como
1d"g(t,s; A)
t,s;A) = -—————.
Rt si2) = 37 g

t

Exemplo 4.5. Achar a resolvente da equagdo ¢(t) = f(t)[(t — s)p(s)ds. Para o caso do

0
nosso exemplo temos K (¢, s) = ap(t) +ai(t)(t — s), que & um polinémio em relagdo a s de grau

unitario e tem os coeficientes ap(t) = 0 e a;(t) = 1. A solugdo da equagao

d*g d*'g , .
EQ_ = A [ao(t)%_—]il sera g(t, 5] )\) = Act

R(t,s;A) =0.
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4.4 Métodos aproximados para resolugao de equagoes integrais

Consideremos a equagio integral

b
o(t) = F(£) + A f K(t, 5)o(s)ds, (4.22)

onde K(t, s) ¢ um nicleo qualquer. Vamos, na equagao (4.22), substituir K(t,s) por uma

fungdo aproximada L(t,s) {7]. Assim,

b
@ty = f(t) + A/K(t,s)q’o(s)ds, (4.23)

onde @(t) sera a solugdo aproximada de (4.22). Na qualidade de L(t,s) podemos considerar
uma parte inicial da série de Taylor para a fungao K(t,s) ou uma parte inicial da série de

Fourier para a fungdo K (¢, s}, segundo um sistema ortonormado completo de Ls(a, b) de fungdes

{Ua(8)}-

Observagio 4.3. Sejam L(t,s) e K(t,s) dois nucleos tais que
b
/ |K(t, s} — L(t, )| ds < h,
e suponhamos que a resolvente Ry (t,s; A) da equagao com nicleo L{t, s) satisfaz a desigualdade
b
f IRL(t,S; )\)Idb < Ry
e |f(t) = fi(t)] < n. Entdo cumpre-se a condi¢ao 1 — |A| R(1 + |A| R) > 0 e a equagdo
b
o(t) = FO+ A [ Klt,9)ols)ds

tem solugao unica,
NIA (@ + A R)?h
1 - [AR(1+ 1M R)

lp(t) — @(t)] < + 1, (4.24)
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onde @(t) é solucdo da equagéo

b
B(8) = fi(t) + ) [ Lit,9)g(0)ds, N = sup |0,

Para o caso quando o niicleo

L{t,s) =

b
a resolvente Ry (t,s;)) determina-se facilmente. Realmente, fazendo /Xk(t)Te(t)dt = Qe

obtemos
D(t,s; \)

RL(tvs;’\) = D(/\) )

(4.25)

0 SB](ﬂ) e In(t)
Tl(S) 1-—- /\(1.11 I ‘“‘Aaln

T.(8) —Aam ... 1= Aean

1—Xa;;  —Aayp ... —Aqn

—Aa 1=Aayy ... =—Aay,
D(A) 21 22 2

—)\CLnl "'/\ang R /\a,m
As raizes de D()\) sio os auto-valores do nucleo L(t, s).

Suponhamos que A =1 ¢ seja
K(t,s) = L(t,s) + M(¢, s), (4.28)

n
onde L(t,s) = Y Xi(t)Tk(s), a fungdo M (¢, s) possui uma norma pequena numa certa métrica.
k=1
Suponhamos que Rx(t,s), R.(t,s) sdo as resolventes dos nicleos K(t,s) e L(t, s} respectiva-
mente e M|, IR x|l e )R .|| sdo as normas dos operadores com nicleos M(t, s), Ri(t,s) e

R.(t,s) respectivamente. Entao,

le = @ll < IMIFA+ IRk (L + IR LA (4.29)
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e a norma na formula (4.29) pode calcular-se em qualquer espago funcional. Para a norma da

resolvente Rx de qualquer nicleo K(t,s) é justa a avaliagdo

K
Rl < 1—_1:-)\—‘[:[—}(] (4.30)
Exemplo 4.6. Resolva a equagao
1
=sint + / (1 — tcosts)p(s)ds, (4.31)
0
substituindo o nicleo 1—%costs por uma fungio aproximada. Decompondo K(t,s) =1—tcosts
obtemos
B2 f5gt
Kt s )—1—t+—2——~34—+---. (4.32)

Na qualidade de L(t,s) vamos pegar os trés primeiros termos da decomposi¢io (4.32) :

t332
L(ﬁ, S) =1—-1i+ T (433)
e vamos resolver uma nova equagao
1
t3 2
=sint +/ (1 —t+ —) o(s)ds. (4.34)
0
De {(4.33) obtemos
@(t) = sint + ¢ (1 — t) + cat?, (4.35)
onde
1 . 1
€ = /@(s)ds, € =3 / s2@(s)ds. (4.36)
0 0

Colocando (4.35) em (4.36) obtemos um sistema em ordem a ¢, e ¢a. Temos

1 1
¢ = /[sins-i—cl(l — 8) +6233]ds = “2'61 + ch +1—cosl,

1 . 1 1 1
= 5/[32511134—61(32 - 8%) + cps’lds = 2261t 13 +sinl -1+ 5(;051
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o que implica que
1 1

-y — =gy =1—cosl
2 1 4 11 . 1 o (4.37)
—~2—Ec1 + = 12 =sinl+ 3 cosl — L.

Resolvendo este sistema obtemos

cp = 1.0031, c; =0.1674

e, portanto,
@(t) = 1.0031(1 — t) + 0.1674¢> +sin t.

A solugio exacta da equagdo & p(t) = 1. Vamos avaliar |l¢ — ¢|| segundo a formula

e = @ll <YM+ IRkl (1 + IRLIDIFL (4.38)

Na métrica do espago Lo temos

2

1 1

1 1
1
19058 dtd = & ——
IMil < 33 0/0/ e 7oV/11 - 238’

l

!

, 1 1 5\* 3
K] < //-(l—tcosts)zdtds (2cosl—§cos2+l—ﬁsm2—-é) <3
0 0

1
1 z

1
t3g? 5 3
< e 2 2
LIl //(1 t+ ) dtds = <%
0 0

1
2 —sin?2 3
— in2ede | = X222 L2
171 /t SLLPE

0
As normas das resolventes B, e Ry avaliamos segundo as férmulas

1K) IL
Rl < —h iR g —2
IRl < 7= VRl = Ty

2’ 2
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e portanto
3 3

o~ 8ll < 555 (1 + 5) (1 + 5) > <0.016
Vamos agora considerar o método de Bubnov*-Galerkin ® {7]. A solugao aproximada de
(4.22) procuramos do modo seguinte: escolhemos um sistema de fungdes {un(t)} completo em
Lo[a, b] tal que para qualquer n as fungdes uy(t), ug(t), - . ., ua(t) sdo linearmente independentes.
A solugdo aproximada gn(t) escolhemos na forma

T

ealt) = > axur(?). (4.39)

k=1

Os coeficientes ax (k =1,2,...,n) definem-se a partir do seguinte sistema linear

((Pn(t)v w(t)) = (f(t)a “’k(t)) + A /K(t,s)zpn(s)ds, (Pk(t) ) (4'40)

b
onde {f,g) denota o produto escalar /f(t)g(t)dt e no lugar de @,(t) colocamos ) axu(t).
k=1

]
Se o valor de A em (4.22) ndo é autovalor, entdo para valores enormes de n o sistema (4.40)
tem solucgio Gnica e para n — oo a solugdo aproximada ©n(t) tende, na métrica de Lola, b

para a solucio exacta ¢(t) da equagdo (4.22).

Exemplo 4.7. Usando o método de Bubnov-Galerkin resolva a equagao

p{t) =t + /tsw(s)ds. (4.41)

Na qualidade de sistema completo de fungdes em [-1, 1) escolhemos o sistema de polinémios de
Legendre® P,(t) (n =0,1,2,...). A solugao aproximada da equagdo (4.41) vamos procurar

na forma
(3t2 — 1)

Lp3(t) = qay + ast + a3 3

1. G. Bubnov (1872-1919) - matemdtico russo
8Boris Grigorievich Galerkin (1871-1945) - matematico russo
6 Adrien Marie Legendre (1752-1833) - matematico frances
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Colocando @3(t) em vez de (i) na equagio (4.41) temos

1

3t2 -1 352 -1
a; +a2t+a3(_T_) :t-t—/ts [a1+ags+a3 5 5 ds (4.42)
-1
ou
32 -1 2
a) + aqt + (13(——2—'—)' =1f+ ""gﬁt (443)
3t2 -1

Multiplicando ambas as partes de (4.43) por 1, ¢, e , sucessivamente, e integrando

segundo t no intervalo [—1,1] obtemos:

2 0 2 2 4 2a 0
y = — = - — — = .
1 ) 3a2 3 =+ 902, 5 3

Daqui temos

01:0: a?=31 a3:0:

logo @3(t) = 3t. Facilmente se verifica que 3¢ é solugao exacta de (4.41).




CONCLUSAO

Este trabalho teve, como objectivo geral, a concep¢io de matérial didatico para os es-
tudantes de Engenharia e Matematica Pura que estudam a Analise Funcional. Procuramos
mostrar algumas aplicacdes desta teoria nas equagdes integrais. Faz-se ao longo do trabalho
uma abordagem a diferentes espagos lineares normados e suas propriedades; mostramos como
se aplica nestes espagos a teoria da Analise Funcional para resolugao de problemas concretos.

Como objectivo especifico estudaram-se métodos de aproximagao para resolucao de equages
integrais, tais como a construgio da resolvente para equagoes integrais de Volterra, o método
de aplicagdes de contracgdo e o método de Bubnov-Galerkin, para este ultimo desenvolvemos

uma aplicacio usando a linguagem de programagdo Visual Basic.
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Option Explicit

Dim i, il,i2,i3,]l,jj, ], index, index1, index2, index3, contador, max1, bool As Integer
Dim g(7, 2) As String

Dim Intg(7, 2), s(7, 2), f As String

Dim g1(7), b(7, 7), funcaol(7, 2), funcao2(7, 2), str, strl, reall, c(7, 2), factor(7, 2), a(7),
carater As String

Dim carater2, somal{21), soma(21), real2, s1, d1, d(10) As String

Dim monomio(7, 2) As String
Dim monomio2(7, 2) As String

Function integral(coef As String, grau As Integer) As String
Dim inicial, final, aux As Double

inicial = 1

final = 1

integral = 0

Fori=1 To grau + 1

inicial = Format(inicial * inferior, "###.#")

final = Format(final * superior, "###.#")

Next
aux = (final - inicial) / (grau + 1)

Intg(1, 1) = coef
Intg(l, 2) = aux
If aux <> 0 Then
If IsNumeric(coef) Then
integral = aux * CDbl(coef)
Else
If Len{coef) > 2 Then
reall = Left(coef, Len(coef) - 2)
carater = Right(coef, (Len(coef) - Len(real1)))
integral = (CDbi(reall) * aux & carater)
Else
If Len(coef) = 2 Then
integral = aux & coef
Else
MsgBox "introduza corectamenie 08 valores"
Exit Function
End If
End If

End If
Ifj=1 Then

Else
End If



End If

j=j+1
End Function !

Private Sub adicionar_Chck()

If index <= Clnt(NumeroDeMonomios) Then
monomio{index, 1) = coef.Text

monomio(index, 2) = Clnt(grau.Text)

If Len(coef.Text) > 2 Then

monomio2(index, 1) = Left(coef. Text, Len(coef. Text) - 2)
Eise

monomio2(index, 1) =1

End If

monomio2(index, 2) = Clnt{grau.Text)

coef. Text=""
grau. Text =

"t

Ifindex > 1 Then

fx.Caption = fx.Caption & "+" & monomio(index, 1) & "t™" & monomio(index, 2)
str = str & "+" & monomio(index, 1) & "t*" & monomio(index, 2)

Else

fx.Caption = fx.Caption & monomio(index, 1) & “t*" & monomio(index, 2)
str = str & monomio(index, 1) & "t"" & monomio(index, 2)

End If

index = index + 1

Else

MsgBox "terminaste a insercao do polinomio ", vbCritical

End If

End Sub

Private Sub Adicionarl_Click()
If index1 <= Clnt(NumMonoF1) Then

funcaol(index1, 1) = coefl.Text
If funcaol(index1, 1} ="" Then
funcaol(index!l, 1) ="0"

Else: End If

funcaol(index1, 2) = graul.Text
coefl. Text=""

graul . Text=

Hn

If index1 > 1 Then




fx1.Caption = fx1.Caption & "+" & funcaol(index1, 1) & "t"" & funcaol(index!, 2)
Else

fx1.Caption = fx1.Caption & funcaol(indexl, 1) & "tA" & funcaol(indexl, 2)

End If

index1 = index1 + 1

Else

MsgBox "terminaste a insercao do polinomio ", vbCritical

End If

End Sub

Private Sub Adicionar2_Click()

If index2 <= CInt(NumMonoF2) Then
funcao2(index2, 1) = coef2. Text
funcao2(index2, 2) = grau.Text
coef2. Text =""

grau2.Text=""

If index2 > 1 Then

fxx.Caption = fxx.Caption & "+" & funcao2(index2, 1) & "t"" & funcao2(index2, 2)
Else

fxx.Caption = fxx.Caption & funcao2(index2, 1) & "t"" & funcao2(index2, 2)
End If

index2 = index2 + 1

Else

MsgBox "terminaste a insercao do polinomio ", vbCritical

End If

End Sub

Private Sub cmdintegral_Click()

Dim st, s As String

If index3 =1 Then

For jj = 1 To Clnt(NumeroDeMonomios)

soma(jj) =""

For i1 = 1 To CInt(NumeroDeMonomios)

a(i1) = integral(monomio(il, 1), (monomio(il, 2}) + 1)

real? = Left(monomio(il, 1), Len(monomio(il, 1)) - 2)

carater? = Right(monomio(il, 1), (Len(monomio(il, 1)} - Len(real2)))
g(i1, 1) = CDbl(real2) * monomio2(jj, 1) & carater2

g(i1, 2) = Clnt(monomio2(jj, 2)) + Clnt(monomio(il, 2))

'MsgBox "g" & il & "2--" & g(il, 2)

b(il, jj) = integral(g(il, 1), Clnt(g(il, 2)))

Ifb(il, jj) < "0" Then

soma(jj) = soma(jj) & "+" & b(il, jj)

End If

Next



Foril = | To CInt{NumeroDeMonomios)
Fori=1 To Cint(NumMonoF1)

Ifa(il) < "0" Then

If IsNumeric{a(il)) Then

factor(il, 1) = CDbl(a(i1)) * funcaol(i, 1)
factor(il, 2) = funcaol(i, 2)

Else

If Len(a(il)) > 2 Then

real2 = Left(a(il), (Len(a(il))} - 2))
carater2 = Right(a(il), (Len(a(il)) - Len(real2})))
factor(il, 1) = CDbl(real2) * funcaol(i, 1) & carater2
factor(il, 2) = funcaol(i, 2)
Else
If Len(a(il)) = 2 Then
factor(il, 1) = funcaol(i, 1) & carater2
factor(il, 2) = funcaol(i, 2)
Else

End If
End If
End If
End If
st=""

Next

If factor(il, 1) <> "" Then

Dim r As Double

Dim ¢ As String

If Len(factor(il, 1)) > 2 Then

r = Left(factor(il, 1), Len(factor(il, 1)) - 2)
¢ = Right(factor(il, 1), 2)

somal(jj) = somal(jj) & "+" & integral(r * monomio2(jj, 1), Clnt(factor(il, 2)) +
CInt(monomio2(jj, 2))) & ¢
End If

s=s& "+" & factor(il, 1) & "t"" & factor(il, 2)
End If

Next

Fori2 = 1 To Clnt(NumMonoF2)

If (funcao2(i2, 1) < "") Then




st = st & (funcao2(i2, 1)) & """ & funcao2(i2, 2)

somal(jj) = somal(jj) & "+" & integral(funcao2(i2, 1) * monomio2(jj, 1),
Cint(funcao2(i2, 2)) + Clnt{monomio2(jj, 2})}

End If

Next

Select Case jj

Case |

result.Caption = soma(jj) & "=" & somal(jj)
Case 2

result].Caption = soma(jj) & "=" & somal(}j)
Case 3

result2.Caption = soma(jj) & "=" & somal(j))
Case 4

result3.Caption = soma(jj) & "=" & somal(jj)
End Select

sl=s & "+" & st

index3 = index3 + 1

=t

Next

temp

Else

MsgBox "O Integral ja esta calculado”, vblnformation
End if

End Sub
Private Sub Form_IL.oad()
centralizar Me

index = 1

index] =1

index2 = 1

index3 = 1

j=1

jl1=1

bool =0

End Sub

Private Sub limpar Click()
inferior. Text =""

superior. Text =
NumeroDeMonomios = ""
result.Caption = ""
resultl.Caption =
result2 Caption =
result3.Caption =

AL




NumMonoF1 =""

NumMonoF2 =""

fxx.Caption = "1*Fungio="

fx.Caption = "2*Fungio="

fx1.Caption = "3"Fung¢ido="

Label5.Caption = ""

index = 1

index! = 1

index2 =1

index3 = 1

End Sub

Sub centralizar(frm As Form)
frm.Move 1500, 1000

End Sub

Sub temp()

Dim st, s As String

Foril =1 To CInt{NumeroDeMonomios)
a(il) = integral(monomio(it, 1), (monomio(il, 2) + 1))
Next

For il = 1 To Clnt(NumeroDeMonomios)
Fori=1 To CInt(NumMonoF1)

If a(il) < "0" Then

If IsNumeric(a(il)) Then

factor(il, 1) = CDbl(a(il)) * funcaolfi, 1)
factor(il, 2) = funcaol(i, 2)

Else

If Len(a(il)) > 2 Then

real2 = Left(a(i1), (Len(a(il)) - 2))
carater? = Right(a(i1), (Len(a(i1)) - Len(real2)))
factor(il, 1) = CDbl(real2) * funcaol(i, 1) & carater2
factor(il, 2) = funcaol(i, 2)
Else
If Len(a(il)) = 2 Then
factor(il, 1) = funcaol(i, 1) & carater2
factor(il, 2) = funcaol(i, 2)
Else

End If
End If
End If
End If
St = "nn

=)

J]
1




g

-

Fori2 = 1 To Clnt(NumMonoF2)

If (funcao2(i2, 1) < "") Then

st = st & (funcao2(i2, 1)) & "t"" & funcao2(i, 2)
End If

Next

Next

If factor(il, 1) < "" Then

s=s & "+" & factor(il, 1) & "t"" & factor(il, 2)
End If

Next

Label5.Caption = "1° Fungéo =" & st & s

sl=s & "+" & st

End Sub



Option Explicit

Private Sub Timerl _Timer()

Unload Me
Principal.Show

End Sub

Private Sub Timer2_Timer()

Bar.Value = Bar.Value + 2

If Bar.Value = 100 Then

If Timer2.Interval >= 1 Then

Unload frmapresentacao

Load Principal

Principal.Show

End If

End If

End Sub




