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RESUMO

Um tipo de equagdes diferenciais frequentemente usadas em Fisica é o parabdlico. Um
exemplo deste tipo de equagdes € a chamada equag@o de difusdo.

Existem vérios modelos para a resolugfo da equagdo de dlfusao mas, cada um deles oferece
dificuldades na aplica¢do dos seus métodos.

PropJe-se neste trabalho um método simples, visual e bastante rapido de solugdo desta
equacgfio. Com efeito, a introdug¢do de um operador de deslocamento permite de uma forma simples
encontrar a solugéio desta equagfo, no modelo de “Random Walk™.

Os resuitados foram obtidos com uma precisfio incrivel (da ordem de 1%), podendo-se ja de
‘partida crer na aplicabilidade deste método para a solugdo deste tipo de equagdes. '




Random Walk: Um modelo numérico de processos de difosiio

1 Introdugéo

2 Fundamentacio tedrica
2.1 Aspectos Basicos de Movimento Browniano
2.1.1 Modelo Matematico de “Random Walk”

3 Metodologia
3.1 Equipamento Utilizado

3.2 Procedimentos
3.1 Resultados

5 Recomendacgdes
6 Literatura

7 Anexos.




Random Walk: Um modelo nemérico de processos de difusio

1. Introducio

E largamente reconhecido que um dos métodos mais coerentes para a investigagdo de
qualquer fendmeno da natureza é o de observagdo em condigdes naturais.

. Para processos cujas observagdo e interpretagdo directas s3o impossiveis ou penosas, o
recurso a modelos simulados das caracteristicas dos mesmos habitualmente oferece, apds um estudo
estatistico dos resultados obtidos, uma valiosa informagdo.

Um desses casos de processos de cansativa observagiio é o chamado Movimento Browniano.

Em 1827, o naturalista Robert Brown, ao examinar suspensdes de vérios pélens com a ajuda
de uma das lentes acromédticas entdo acabadas de ser inventadas, descobriu que as particulas
individuais estavam constantemente num estado de movimento muito animado. Desde entdo,
surgiram vérias especulacdes visando explicar as origens deste tipo de movimento.

Sabe-se actualmente que este movimento ¢ simplesmente uma ilustra¢do do fenémeno de
agitacdo térmica das moléculas. Este movimeto agitado e aleatério ocorre também em liquidos e
s6lidos, mas, em grau cada vez menor. Uma consequéncia importante do Movimento Browniano € o
fenémeno de difusdo da matéria. Este fenomeno € descrito por uma equagio conhecida por equagdo
de difusdo ou equagdo do calor, ja que ela descreve também o fluxo (difusdo) de calor através de
um conductor :

onde u representa o parametro em difusdo e D a constante de difuso.

As dificuldades de um tratamento matematico exacto do problema de difusfo levam a que
varios métodos sejam propostos para a sua resolugfio. Dentre os mais usados, podem-se encontrar
essencialmente quatro: (1) analitico, (2) grafico, (3) experimental e¢ (4) numérico. Infelizmente,
muitas condicdes de fronteira reais ou praticas sdio tais que solugbes simples e razodveis deste
problema ndo sejam possiveis com esses métodos. A selecgdo de um destes métodos para a
resolugdo de um problema especifico, depende da existéncia de uma técnica adequada e do tempo
requerido para a producio de uma solucfio satisfatéria. Cada um destes métodos tem vantagens
sobre 0s outros para certos tipos de problemas.

Nos 1ltimos anos, uma grande parte da atengfio tem sido prestada no desenvolvimento de
métodos numéricos para a solugdo deste tipo de problemas. Isto deve-se principalmente ao crescente
interesse em anflise numérica e & possibilidade de recurso ao uso de maquinas electrénicas.

Fazendo uso das bases tedricas ja desenvolvidas sobre a difusdo e a possibilidade de sua
aplicag8o em maquinas electrdnicas, propde-se neste trabalho a solugdio da equagdo de difusdo, com
a ajuda do modelo "Random Walk" unidimensional e de um algoritmo numgérico.
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2. Fundamentacio tedrica

2.1. Aspectos basicos do Movimento Browniano.

2.1.1. Modelo matemético de "Random Walk"!

O movimento de uma particula macroscépica visivel (uma particula de fumo no ar ou uma
particula coloidal num liquido) reflecte um movimento (zigue-zague) aleatorio de moléculas. Se se
observa a tal particula durante um certo periodo, conclui-se que ela segue uma trajectéria cadtica
como a mostrada na Fig.1; este comportamento ¢ chamadoe de Movimento Browniano. O movimento
da particula € determinado pelas colisoes com as moléculas das cercanias e, estas colisdes sdo ndo
correlacionadas (verbi gratia, aleatdrias) para intervalos suficientemente longos de observagdo.

Uma descrigéo teérica deste fenémeno foi dada por Albert Einstein em 1905. Esta descrigio
tem aplicagbes numa larga variedade de fenémenos, incluindo o movimento de particulas coloidais,
sistemas de muitas particulas, reac¢des quimicas e hidrodindmica.

%

Fig.1

Observagdo de Movimento Browniano: Cada vértice representa a posigdo
da mesma particula, em intervalos de 30s. (4 verdadeira trajectiria entre
cada par de vértices ndo é , de facto, uma linha recta, mas uma curva
denticulada de menor escala.

Investigue-se um simples modelo unidimensional de "Random Walk".(Todos as aspectos
relevantes do caso tridimensional estdo presentes no caso unidimensional): -

Considere-se uma particula inicialmente (¢ = 0) situada na posigdio x =0, Fig.2. Suponha-se
agora que em intervalos regulares 7 a particula se desloca em passos unitarios « ,ou na direcgdo

! "Random Walk"- Termo em inglés que significa marcha fortuita. Inspirado numa histéria de um marinheiro ébrio
que deve negociar, a favor de seu navio, uma doca. A doca tem 50 passos de comprimento e 20 de largura. Um oficial
de marinha coloca o marinheiro na metade da largura da doca, na ponta do desembarcadoiro e aponta-o para o navio.
Supde-se que a cada passo ele tenha uma certa probabilidade de cambalear para o navio e outra probabilidade de andar
para a esquerda ou direita (no sentido desembarcadoiro-navio). Se ele atingir a ponta da doca ele embarca. O problema
¢ simular o seu progresso ao longo da doca e estimar a chance de ele chegar ao navio, depois de um certo nimero de
passos sem cair no mar.[NA]
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positiva de x, com probabilidade p, ou na direcgdo negativa de x, com probabilidade ¢. Se p e ¢ sdo
iguais , i.e., 1/2 cada, entdo em média, metade dos deslocamentos estdo em cada direcgio.

x/ay

Fig.2

Hustragdo de trés movimentos cadticos unidimensionais gerados por uma
tabela de mimeros aleatorios. A particula comega na posicdo x = 0, no
instante t = 0, e, aleatoriamente, fuz saltos de comprimento a em ambas
direc¢des, com probabilidades de salto iguais para cada direcgdo.

Seja n,0 verdadeiro numero (nfio o numero médio) de deslocamentos na direc¢do positiva de
X ¢, n, o nimero de deslocamentos na direccdo negativa de x; entdo o numero total de
deslocamentos é

N=n+n, (1)
€ o numero absoluto de deslocamentos para a direita (direcgdo positiva) é

m=n-n,. (2)
Destas equagdes temos

m=n—~N-n)=2n-N. (3)
Se N é um numero impar(par) , entdo m também € impar (par).
Suponha-se agora qué ao construir-se uma sequéncia de deslocamentos, as probabilidades p

e ¢ em cada passo sdo independentes dos deslocamentos anteriores. Isto €, os deslocamentos sdo
estatisticamente independentes. Se se observar particulas de fumo ou poeira num feixe de luz, de

facto, seu movimento parece cadtico numa escala de tempo correspondente, por exemplo, a tirar-se
uma fotografia em cada 0.1 segundo.
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A suposigiio de deslocamentos aleatérios parece infundada quando aplicada 4 uma molécula
cercada por oito (8) ou dez (10) outras e retida nessa "rede” por talvez 10-!! s : Nessa escala de
tempo os deslocamentos sucessivos sdo certamente ndo estatisticamente independentes. Contudo,
quando se questiona sobre os deslocamentos de uma particula macrascopica por um periodo 100
vezes mais longo, entdo, ai j4 € claro que a correlagdo de eventos de um local ao seguinte
provavelmente desaparece ¢ a independéncia estatistica ¢ uma suposi¢do razoavel,

Com essa suposi¢do , a probabilidade de n, passos positivos € p', a probabilidade de passos
negativos € ¢'*, e a probabilidade de uma dada sequéncia de m, passos positivos € 1, passos
negativos ¢ p'*’¢”* . Contudo, muitas sequéncias de N (= n,+n, ) podem levar 4 um deslocamento
absoluto (#,-n,). O numero de tais sequéncias ¢ 0 mesmo que o do problema clissico de estatistica
que consiste no numero de maneiras de se distribuir /¥ objectos distintos em duas pilhas, contendo 7,
e n, objectos respectivamente, independentemente do arranjo dos s, objectos numa pilha e n, na
outra pilha. Este nimero ¢ dado por:

Nt

ntn,!

Portanto a probabilidade de um deslocamento absoluto (#,-n, ) depois de n, passos positivos
e n,(= N-n,) passos negativos , independentemente da sequéncia dos passos, é

P(n;N) = phgt ™ (@)

nl(N ;"1)

Notar que este ¢ um termo da expansio binomial de ( p+ q) "

-15 -10 . 10 15

Fig.3

Distribuicdo das probabilidades de deslocamentos segundo Eq.(4) para
vdriosvaloresde Nen(=N-m ), comp =g = 1/2. Com 0 aumento de N, a
distribuicdo aproxima-se & curva Gaussiana.

| Um gréfico da distribuig8o de probabilidades de deslocamentos é mostrado na Fig.3. Mesmo
para pequenos valores de N mostrados, a linha unindo os pontos aproxima-se muito a forma da
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distribui¢do gaussiana. Portanto, suspeita-se que P(n,;N) tenda a distribuicdo gaussiana no limite
N — oo . Para mostrar isto, tome-se o logaritmo da probabilidade :

InP(n;N)=InN'-=Inn!-In(N -n)+nlnp+(N-n)lng (5)

e, considere-se #, como sendo uma variavel continua para valores suficientemente grandes de Ve n,.
O valor de n, que maximiza P, e dai InP, é obtido igualando a derivada a zero:

P N)| _
l:—@h :L =0. (6)

Nesta diferenciagfio usa-se a aproximagdo de Stirling ,

Inn!=ninn-n , (7)

tal que

Slnn,!
—5—1’1'—zlnn,+1—1=lnnl (8)
1

¢ analogamente para a derivada de In(V - n,)!. Dai tem-se

[é‘ln P(n;N)

l ~—=Inn +In(N-n)+Inp-Inqg. (9
2

Denote-se o valor de n, no maximo de P por n, ; para encontrar-se este valor, iguala-se o lado
direite de Eq.(9) a zero e obtem-se

(N-nm)p=ng (10)
ou, jAquegq=1-p
n=Np. (11)

Se p=g¢q =172, entdio n/= N/2, e o deslocamento absoluto m no miximo da distribui¢do de
probabilidades é zero como esperado. Ja que a distribuig8o € simétrica em volta do seu maximo, o
valor médio de n, ¢ igual a n;. Ver-se-a que esta igualdade geralmente se preserva.

Para se certificar que o extremo obtido é um maximo, diferencie-se outra vez Eq.(9) para se
obter a segunda derivada:

1
-~ (2

n N-n

[ 5% 1n P(n;; M) 1
[T LT

No ponto n;=Np , esta derivada tem o valor
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{azlnp(n,;N)] 1

1 .
-3 1
M’ (13)

" Np Mg Npg

sendo NV, p e ¢ grandezas positivas, a segunda derivada é negativa. Portanto a distribui¢do P(n, ;N)
tem um maximo em n, = Np.

A a distribuicio de probabilidades tem um pico estreito em volta do seu valor miximo. Se
este é 0 caso, entfio a expansdo em séries de Taylor em torno do méaximo seria util; assim escreve-se

é‘lnP) +(n,—n,')2 (é’z In P
o w

| In P(n; N)=In P(n!';N)-+(nl - ) )ntzn: +... . (14)

| 2

¢ zero, dai, até termos de segunda ordem inclusos, temos

ot
n=m

Jln P]
o,

No méaximo, (

_(m - )?

P(n;N)= P(nj;N)e *™ , (15)

onde Eq.(13) foi usada para a avaliagio da segunda derivada. Assim a distribui¢do de probabilidades
¢ claramente da forma gaussiana .

Demanda-se que a distribuigéo de probabilidades P(n,;N) seja normalizada, quer dizer
N,
| Pn Nydn, = | Py Nyd(my -y =1 (16)
0 —60

Aqui toma-se #, como sendo continuo, muda-se a varidvel de integragdo para m-n;, ¢ extende-se a
integra¢iio por todos os valores de n,-n,, ja que se espera que o integrando seja zero em toda a
regidio excepto na vizinhanga de n,. Realizando a integragfio tem-se

_(nl_n: ¥

PN | & P dn-m)=1 (17)

—o0

2.2 w
J4 que a integral aqui é da forma padrio ( t]‘e"’ * dx=7) , encontra-se a constante de

normaliza¢do como sendo

P(n};N)=(27Npg) 2. (18)
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Pode-se agora avaliar o valor médio de n,, definido por

N

("1)5 _‘ mP(n;n)dn, . (19)

0

Fazendo-se as mesmas aproximacgdes que as de Eq.(16), obtem-se

_(“t'“-)

i
(m)—-n' = (22Npg) Ton -y ™ dn -my=0 . 0)

A integral "desaparece" j& que ela ¢ um produto de uma fungfio impar ¢ de uma fungdo par de
varidvel n, — n;. Na medida em que Eq.(15) € vélida, a média < n,> ¢ o valor mais provavel n, sdo
idénticos para quaisquer valores de p e ¢. Assim, o Primeiro Momento da distribuigdo de gaussiana -
o desvio médio do méximo- € igual a zero; o Segundo Momento- o desvio médio quadratico- agora
definido como:

(Bny?)= Jom =Y PO Ny, — ) (21)

(onde An, = n, —n; e <> indicam média ), tem o valor

_{n;-n})

((An.)z)s(zmqu)'i? (n,-n})?e ™ d(n —n')=Npg (22)

Notar que o desvio médio quadritico aumenta linearmente com o numero de passos no
movimento aleatério; portanto, a sua raiz quadratica varia em N'2. Se reescrever-se a funcdo de
distribui¢dio na forma

1 (o)t 1 (n-m)

P(n;:N) = Qre((8my7) e () = Qapg) e ¥, 23)
ver-se-4 que a curva da distribuigo se estreita com o aumento de N.

Para se fazer uma conex@o do conceito de movimento aleatdrio com o processo de difusdo,
considere-se 0 seguinte problema: Imagine-se um meio unidimensional (uma linha como na Fig.2) e
calcule-se a razdio na qual as particulas se difundem ao longo dela. No instante ¢ = ( estejam todas as
particulas na posi¢do x,; em outras palavras, a "concentragdo inicial" (nimero de particulas por
unidade de percurso) ¢ uma fungdo 8,

C(x,0) =C,6(x—x,) (24)
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- Comegando em ¢ = @ o processo de difusdio ocorre de acordo com a Segunda Lei de Fick?

(1) _ b *C(x;1)

. T (29)

com o coeficiente de difusdo D. Uma solugfio da equagiio diferencial (25), como se pode verificar
por diferenciagdo, é

1 (x% 2

Clx,1)=C,(4zD1) 2e” D1 . (26)

Esta solugdo particular satisfaz & condig8o inicial, Eq.(24). Isto quer dizer, quando t—0, a
fungiio C(x;f) torna-se cada vez mais estreita no pico, mas a area debaixo da curva mantem-se
constante :

‘TC(x;t)dx =C, ,(paratodot) (27)

tal que JimC(x;)=C, d(x—x,), por definicdo da fungiio 8. Em qualquer instante de tempo a

{—0
distribui¢fio das particulas em difusdio ¢ gaussiana no espago unidimensional e, a gaussiana vai-se
alargando (tornando-se difusa) com o passar do tempo. Portanto, a posicdo média das particulas

{x)= 'TxC(x;t)dx, ¢ x, em todos os instantes e, o deslocamento médio quadrdtico desta posigdo ¢
"] (x = x,)2 C(x;8)dx | Gy
{(x=xpy) === =T ey e B dx-x) =200 (29)
OT C(x;1)dx o (47Dr)? '

—(x]

Esta ¢ a lei de difuséio derivada primeiro por Albert Einstein. Esta claro que Egs.(22) e (28) sdo da
mesma forma; elas descrevem também o mesmo processo. A difusdio de particulas num meio ocorre

2 Num sistema unidimensional, o fluxo de particulas através de um ponto x ¢

_&(x0D)
(T)=-D=_

enquanto que o fluxo em x + 8x.é

T,
(‘rn}xﬂtx =(rn)x +dx_L’_)-"_:

3*C(x,1)
— —dx
73

(Fn)x_D dfz

Mas a razfio na qual a "concentragio” entre x e x + 8x varia, é simplesmente a diferenca entre estes dois fluxos (um
dentro ¢ outro fora), dividida pela distincia 8x. Assim, para x—0 tem-se:

Xx) . )T s A ECx0
a im & =D a°
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devido a movimentos em direc¢des aleatorias, ndo correlacionados um com o outro depois de
periodos correspondentes a varias colisdes moleculares. No problema do “Random Walk”, comega-
se com probabilidade unitdria na origem do sistema unidimensional de coordenadas e, procura-se a
distribui¢do probabilistica das posi¢des depois de /N passos. Para corresponder a intuigdo sobre a
difusdo num meio isotrépico, escolhem-se as probabilidades a priori p e ¢ como sendo iguais.

Assim, em média, tem-se (n,) = (nz) = -gr-— e, dai (m)= (n,)— (nz) =0. O deslocamento médio da

origem é zero. Contudo, para qualquer sequéncia de passos, o deslocamento absoluto da posigdo
inicial pode ndo ser zero, sendo a distribui¢do de probabilidade dada por P{n, ; N}, Eq.(24). Pode-se
alterar essa equagédo substituindo

. m
n=m=m== (29)
tal que Eq.(22) se torna
m., 2
<(5) >= Npq ou (m')=4Npg . (30)

Mas para passos constantes de tamanho a, o valor de m ( 0 niumero absoluto de passos na
direc¢do positiva) é simplesmente Ax /a , onde Ax é a distancia absoluta percorrida. Assim, num
meio isotropico (p = q = 1/2), o desvio médio quadrético para o problema do "Random Walk" é

a’t
(a))=Na®=—, (1)

2
. ey . a
onde 1 € o intervalo de tempo entre os deslocamentos. Fazendo a identificagdo D) = —, encontra-se
T

que as solugdes da difusdio e do “Random Walk” sdo idénticas. Eq.(28) relaciona o desvio médio
quadratico duma particula num instante # ao coeficiente de difusdo D.

2.1.2. Modelo fisico de "Random Walk"

Até aqui, tem-se dado um tratamento meramente estatistico do problema de "Random
Walk".Um outro tipo de anilise pode ser realizado com a aplicagdo de um modelo mais visual - O
modelo fisico. '

Considere-se novamente 0 movimento de uma particula browniana: Seja que no instante f a
particula se encontre na posi¢do x, podendo efectuar saltos de comprimento a e duragido T, tanto
para esquerda, com probabilidade ¢, como’para a direita, com probabilidade p, Fig.4.
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q=1/2 p=1/2 _ Fig.4

(x-a,t+1) {x,0) (x-a,t +1) " x  Saltos aleatdrios de uma particula Browniana

Fazendo uso do mesmo raciocinio, considere-se agora o caso de um conjunto (ensemble) de
particulas de tal modo que

N=lnnd, (32)

onde N € o nimero total de particulas e n(x,#) ¢ a densidade de namero de particulas, i.e., 0 numero
de particulas na posi¢do x, no instante .

Seja que no instante # existam # particulas em cada uma das posigdes (JIC -a)e{x+ a), Fig.5.

nx-at)

n(x,t+7)

Fig.5
O numero de particulas no ponto x no instante t+t é a soma do ntimero das
particulas que vém da esquerda e da direita desta posicéo.

A densidade de particulas no ponto x, depois do salto de duragfio T de particulas vindas tanto da
esquerda , (x - @), como da direita, (x + @) , ¢ dada por :

n(xt+1)=pn(x—-a)+qgn(x+a,t). (33)
Sendo que p = ¢ =12, entdio
| .
n(x,t+t)= E[n(x +a,t)+n(x —a,t)] . (349

Seja p (x,1) a distribui¢do de probabilidade, entéo:

Tp(x,t)dx =1. (35




Random Walk: Um modelo numérico de processos de difusdo 17

No nosso caso p(x,t}= ) representa a densidade de probabilidade de encontrar uma particula

’
N ‘
browniana no ponto (x,f) , ou melhor, a probabilidade de encontrar uma particula browniana no
intervalo (x, x+dx) no instante .

Portanto, por analogia a Eq.(33) tem-se
1
plxt+7)= 3[ plx+a,0)+ plx-a,t)], (36)

que é a equagfo basica deste modelo.

Procure-se agora a sua ligagdo com a equagio de difusdo, procedendo-se a consideragio
desta equagdo nos limites a— 0 € T — 0. Decompondo p(x,t+7) e p(x  a,t) em série até termos
de segunda ordem, obtem-se :

Jplx,t 167 W
plxt+1)= p(x,0)+ 'ag )r+2 ,;(zx ) ’+- , (3D

Ap(x,t 1% p(x,t
px.t) 18 p(x )a2+___

& a+ 2 &2 ) (38)

px+a,t)= plx,0)+

3 P 13 o)
px-a,t)= p(x,t)- ox az+2 e +-- . (39

Dai que, considerando T muito maior que 1°, obtem-se

p(x,t) -

do(x,0) 1 P S px)a’ o”p(x N A p(xt) a’
p( f)+_—f=‘[ (x,0) + 7 2t a7 ot @+t

do(x,t)  a’d’p(x,t)

a 2r & (40)

Tomando o limite quando a— 0 ¢ 17— 0, a formula anterior toma a forma

Pt _ 3 pxi)
a &° ’

(41)

que ¢ a equagdo de difuséio e D € o coeficiente de difuso definido como
2

D= 11m (42)

a—0
=0
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Esta defini¢o, Eq.(42), pode facilmente ser usada em calculos analiticos mas, ja nio se pode
fazer o mesmo no caso de calculos numéricos em computadores pois, até agora, ndo se conhece o
significado fisico de a— ¢ e 1> 0. Por isso é preciso investigar a “equacdo basica” sem esta
aproximacéo.

2.1.2.1. O método operacional da solu¢iio da equacgio basica

Considere-se um certo operador de deslocamento, T, que actua em relagdo a coordenada de
uma fun¢o arbitraria f{x} - Por defini¢éo,

Lf(x)=flx+a) . (43)
Sejam vé]i;ias as seguintes propriedades para o operador T
T f(x)=f(x-a) (44)
LI@=LL/(=T(Lf)N=T[ (x+a)=f(x+2a)  (45)
T f(x)=T f(x)=f(x+na)  (46)
T,"f(x)= f(x-na)  (47) -
LT f®=Tf(x-a)=f(x) = T,T,=1 = T, =T (48)
'naﬂﬂ=uwﬂn=fh+w+ﬁﬂ=anﬂn (comutativos) (49)
Analogamente, agindo com o operador T sobre a funcdo p(x,!) tem-se:
T, p(x.0) = p(x+a,f) . (50)

Do mesmo modo, pode-se introduzir um operador de deslocamento em relagéo ao tempo, 7, com as
mesmas propriedades que 7, . Entdo:

I p(x,0)= p(x,t+7), (51)

portanto Eq.(36) pode ser representada como

T ,o(x,f) = %[3'; plx,y+T., p(x,t)] ou

1
T p(xt) = Z[T, + T, ] plxr),

1
T=5[L+T.] . 52
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pois po(x,t) € uma fungdo arbitraria. Esta 1ltima equagdo representa o “Random Walk” no eixo
infinito.

Considerem-se as mesmas propriedades, mas de uma forma um pouco diferente:

plxt+7) = 5Ty + T ] o),
1 1 2
plxt+20) =T + T | ot 40y = [T+ T, ) p(xt)

1 ;
entdo, plxt +n7) =T p(xt) = [T, +T.] p(x)  (53)
e, de acordo com Eq.(52) tem-se
I =i[T +T,.] (54
T 2" a Rt/ 4

Particularmente, p (x,0) = ¢ (x) e,
T" p(x,0) = p(x,nt), n=1,2,3,.. (54

Escolhendo ¢ = nt; e tomando em conta Eq.(54), a solugdo geral p (x,f) para x e ¢t arbitréarios seré
dada por:

1 n
pt) = pent) =T p(x0) = [T, + T, p() . (55)

Considere-se agora a férmula do bindmio de Newton:

(a+b)" ZC'" B (56)
. 1 "
Aplicando esta formula ao factor F[E“ + T_a] , term-se :

] " 1 S meep g i—-m
5;[1:, +T,] =?§0€,,7;1:a . (57

1 /]
T"=§ZC,;"1;'"T_';'" . (58)
m=0
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onde C.’ =n!/ m!(n—m)! sdo coeficientes binomiais, sendo ¢ < m < n. Estes coeficientes existem
tabelados e h4 métodos rapidos para o seu célculo (por ex.: o Tridngulo de Pascal).

Com a ajuda das propriedades do operador 7, pode-se demonstrar que:

."=T"" 5 (59

LYo e

Tr=—
’ 2n m=0

1 ”
T" p(x,0) = > ZOC,’,"J;Z"""qp(x) e, finalmente,

px,nt =—2172C,’,"¢1[x+(2m—n)a] . (62)
m=0

Encontrou-se, deste modo, a solugiio para a densidade da distribui¢do. Usando esta formula
podem-se calcular vérios pardmetros concretos no estudo do fenémeno de difusio.

Para uma melhor disposi¢do da Eq.(62) podem-se efectuar algumas operagdes simples sobre

m
2]

n

cr [2 Gmnt
% ;‘f;n—e L (63)

Substituindo-se 2m - n por 2k, i.e., 2m - n = 2k e, consequentemente m = (2k + n) / 2, recebe-se:

7
J—e " (64)
T

ela: Decompondo-se assimptoticamente o factor com n—» 0 € m—> 0 obtem-se;

2k+n

Entdo, para o(x,n7) tem-se:

[2 & 2 '
plx,nt) = Eie " o{x+2ka) .(65)
ML
2

Um procedimento comum quando se pretende passar de uma soma para integra¢do, €
multiplicar-se Eq.(65) por um incremento qualquer Ak =1 { o seu valor nio muda). Portanto,




; ]
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Um procedimento comum quando se pretende passar de uma soma para integragfo, €
multiplicar-se Eq:(65) por um incremento qualquer Ak =1 ( o seu valor ndo muda). Portanto,

n

f 7 _2
plx,nt)= e, e " p(x+2ka)Ak (66)
2 .

k=-=

-X
Seja x+2ka=¢&;deondek = i—a.Dai, no limite n— ©0 0 somatério passa para integragdo do
modo seguinte:

n

L [7 e 1 [2 -4k
T e ol e

n—s P

n
2

1 Rtali
plx.nt) =—J2—a—2——T ' p(£)ds  (68)

HIT —

Voltando ao caso t = nz;n=t/ r, resulta que

2

ain=rZ—. (69)
T
Por defini¢dio, para que Eq.(68) seja a solugdo da equaglio de difusido ¢ necessdrio que se
2

verifique a igualdade D = g— e, portanto g’n = 2D¢. Assim a solugfio do problema de Cauchy da
T

equagdo de difusdo para o eixo infinito,

g ép
Tﬁe=Dé}c2 (t>0, —0<x <+0) . (70)

p(x,0) = p(x)

1 gy
plxn == Dt Te W p(8)ds|.

—co
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3. Metodologia

3.1. Equipamento utilizado

- Um computador AST™ da Award, com processador 486 DX, munido da'versﬁo 6.22°da
MS-DOS ¢ TURBO-PASCAL 6.0 da BORLAND INTERNATIONAL

3.2. Procedimentos

Na investigagdo numérica (montagem do programa no computador) do modelo fisico de

17/ Va
difus@io unidimensional num meio infinito :f:— = D—Eg (=0 < x < +0,f > 0), com distribuigdo

inicial p (x,0) = @(x) e solugfo geral Eq.(71) devem-se tomar os seguintes passos:

(72)

2. Portanto introduzindo Eq.(72) em Eq.(71) e integrando, para comparag@o com os célculos

B ramn

e
éricos, tem- “padrdo” )= —mm————
numericos, tem-se o procgsso ‘padrdo” p(x,t) (0 1 4DD) (73)

3. Escolher o processo fisico a considerar. Por exemplo: a difusdo do vapor de éter etilico
2

no ar 4 0°C e & pressdo normal, D = 8-10‘6T3;

4. Avaliar o parimetro b. Este pardmetro representa a largura da fonte (a distribuigo
inicial das moléculas de vapor de éter) na distancia que o valor de ¢ (x) € e (numero de Euler)
vezes menor que o seu valor maximo . Para esta avaliacdo pode-se usar a formula de Einstein

x> =2Dt ouAr= \/Jc__2 (Eq.(28)). Usando o valor de D dado no ponto 3, pode-se construir a
seguinte tabela:

Tabela 1. Deslocamento médio em funcio do tempo de difusio

1(is) |1 16 100|225 400 900
Ax(cm) |04 1,6 4,0 6,0 8,0 12,0

3y, Kochkin, N.1, e Chirkévitch, M.G.(1986)-Prontudrio de fisica elementar- pag.100. Moscovo, Editora Mir.
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Nos calculos numéricos néio é possivel realizar a condi¢io —0 < x <o . Por isso :
a) E preciso escolher um intervalo finito da regido de difusdo L, no eixo ox;

N
(4] ; 7 X
L,

Fig.5
Intervalo finito no eixo de difusdo infinito

b) No instante inicial (#=0), ¢ claro que b deve ser menor que L,/ 2

—

Fig.6
Largura da fonte no instante inicial.

¢) Num instante arbitrario de tempo deve-se ter b+ Ax(t) < L, /2 (“condi¢do de fronteira™)

Fig.7 _
Largura da fonte num instante t >

L 2
Sendo que Ax =v/2Dt , entd b++2Dt < L, /2 ou 2Dt <(E’-—b) . Daf:

ou melhor, ¢ < (74)

(L,-2)
8D

Esta formula representa a condigiio de “duragio de observagfo™. Para D, b e L, dados, o tempo de
2

m
observagio nio deve superar esse valor . Para elucidar, tome-se o exemplo de D=8-10°"— e L, =
s

1m.
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Tabela 2: Dura¢iio maxima de observacio em fun¢io da largura da fonte

b(metro) | 0,01 0,05 0,30

Hmin) < | 250 211 42

]
i
§
!
I
!
i
i
i
i
i
i
!
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i
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6. Avaliar os parAmetros a e T do modelo fisico.Porque no modelo fisico tem-se um movimento
discreto com passo @, é necessario construir-se no intervalo L, uma rede unidimensional com esse
passo. Seja R, o niimero total de segmentos entre os nos da rede, entéo:

“=%

X

2

a
Da relagdo D = ;—r ,Tesulta 7 = Dr Por exemplo: se L, = Im e R, = 640 (numero de “pixels”

no modo grdfico(2) de Turbo Pascal), @ =1,5625. 10°m e 7=0,1526s. Notar que R, pode ser
arbitrario e nfio ligado com o écran!!! ,

r
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NYD
(e)

Fig.6

Diagramas de conversdo de coordenadas de écran (pixels) em coordenadas
reais(metros).(a} coordenadas no espago real (m); (b} coordenadas no écran
(“pixels");(c}) parte activa e inactiva do écran, segundo o modo grdfico a
usar; (dj origem das coordenadas da parte activa do écran; (e) coordenadas
do “pixel” na parte activa do écran e;(f) coordenadas do ‘“pixel” em
relagdo a todo o écran.

7. Converter as coordenadas do écran emn coordenadas reais ( SI). Da Fig.6 pode-se facilmente
deduzir que :

_ (Nx _NXO)

r

x L (75)

X

C(N,=N,0)

y=—""—""1L, (76)
ry

8. Para cada “pixel” dentro da regidio limitada por Eq.(72), realizar inimeros (p.ex.:500) saltos
aleatérios para esquerda e direita;

9.  Construir o novo grafico de nimero de “pixels” em fungfo da posigdo € tempo de difusdo e,
comparar com os resultados dados pela Eq.(73).
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3.3. Resultados

No anexo II estdo representados os graficos e os resultados numéricos oferecidos pelo
programa para varios ensaios de “Random Walk™ .

Escolheu-se uma precisio de 1% do valor previsto teoricamente ¢ obteve-se a seguinte tabela
de desvio padriio em fungdo do niimero de ensaios:

Tabela 3: Desvio padriio dos resultados numéricos({ ¢ (sigma)) em relagdo 2 1% do valor
previsto teoricamente (c° (sigma0)) em func¢io do nimero de ensaios (Nd)

Nd 1 3 33
o (1/m) |2,87E-01 |1,13E-01 [5.45E-02

¢°=4.76E-02 1/m

Grifico 1. Demonstracio grifica da convergéncia dos dados da Tabela 3.

4.00E-01
3.50E-01
3.00E01 ¢
2.50E-01 ¢
2.00E-01 {
1.50E-01 {
1.00E-01 ¢
5.00E-02

0.00E+0Q0 +

4. Discussio e conclusoes

Sem ser necessiria a imposi¢do- de alguma condi¢io do tipo a— 0 e 1— 0, foi assim
simulado pela primeira vez num computador, usando o modelo de “Random Walk”, o processo de
difusdo no eixo infinito, para qualquer duragio de salto. Com isto, acaba-se de se criar um método
mais visual de explicacio de um dos fenémenos de dificil modelagdo em Fisica Teérica.

A velocidade com que a simulagio € efectuada depende apenas da velocidade do
microprocessador disponivel, podendo ainda ser mais ripida ou mais lenta de acordo com as
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inten¢es do utilizador. Mesmo assim, um fenémeno que levaria horas a ser observado requere neste
caso apenas de alguns segundos até minutos.

Para se comprovar a precisdo deste modelo, efectuou-se a comparagio do desvio padréo dos
dados numéricos obtidos do programa de “Random Walk” com apenas 1% do valor previsto
teoricamente (ponto 3) e verificou-se que com o aumento de niimero de ensaios de ‘Random Walk’,
a coincidéncia entre os resultados previstos teoricamente (ponto 3) e os obtidos do programa ¢
quase total, pondo-se deste modo em evidéncia que este modelo € um dos mais precisos na descrigdo
dos fenémenos de difusdo. As diminutas diferengas entre esses valores devem-se provavelmente ao
facto de o gerador de nimeros aleatérios ndo ser verdadeiramente aleatorio mas, pseudo-aleatdrio
por seguir um algoritmo previamente introduzido no microprocessador e, que repete os valores
sempre que ¢ inicializado.

5. Recomendacdes

£

Recomenda-se que seja realizado um estudo aprofundado de “Random Walk” para o caso de
difusdo na presenca de campos e (ou) fronteiras ( absorventes ¢ reflectoras) ou ainda ambos, j& que
este tipo de condigSes adversas € muito comum na natureza. Deste modo, vai-se contribuir para uma
melhor compreensio de fenémenos como a propagagio das ondas térmicas no solo, a influéncia da
fissdo radioactiva na temperatura da crosta terrestre e a propagagdo da polui¢io na atmosfera, dentre
outros fenémenos.

Devido s dificuldades que a Fisica Teérica enfrenta em explicar alguns fenémenos usando de
meios simples ¢ comuns, é urgente a existéncia de uma disciplina de Fisica Computacional nos cursos
do Departamento de Fisica da UEM, leccionada por um perito nesta rea, que, a par das ja existentes
sobre programagiio, vai dotar os estudantes de capacidade para a simulagio ¢ visualizagio dindmica
de processos descritos apenas teoricamente, contribuindo deste modo ndo sé para uma melhor
compreensdo da Fisica mas também para atrair o interesse de muitos estudantes para esta area.
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7. ANEXOS
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ANEXO 1

PROGRAMA DE SIMULAGAO DE “RANDOM WALK™ NO EIXO INFINITO
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Program Random_Walk_Inf;

Uses

Graph,CRT;
const

n
la

= 500;
= 1:

ILx = 1;

b
D

var

= 0.05;
= 8E-06;

Gd,Gm
Ljk,i1,j1
Nx,Ny,Nx0,Ny0,Nxm,Nym : integer;

NO,Ne,Nr,Nd,dp

tau,t
rx,ry,Ly,x,y,yr,sig,sig0 : real;
cl,c2

{ Namero de saltos }
{ comprimento do salto (@) }
{m} -
{m} :
{ (m"2)/s, coeficiente de difusio}

: integer;
: integer;

: integer;
: real;

s real;

Ch : char;
Ar : array[1..640) of word;
Ari : array[1..640] of word;

Procedure DisInl; { Exp }
Begin
Ne:=0;
Nr:= GetMaxX;
Ly:= 1/(b*sqrt(pi)};
x:= GetMaxX + 1;
ry:= GetMaxY - 100;
for Nx:=0 to GetMaxX do
begin
X:=(Nx-Nx0)*Lx/rx;
if sqr(x/b) < 10 then y:= Ly*exp(-sqr(x/b)) else y:= 0;
Ny:= Round(y*ry/Ly);
Ari[Nx]:= Ny;
end;
End;{DisInl}

Procedure HQ; { hi*2 }
Begin

sig:==0;

sig0:= 0;

Nx:= Nx0 - 80;
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for i:= 1 to 40 do

begin
Nx:=Nx + 4;
x:= (Nx - Nx0)*Lx/rx;
if sqr(x)/c1 < 10 then y:= c2*exp(-sqr(x)/cl) else y:= 0;
yr:= Ar[Nx] div Nd;
yr= Ly*yr/ry;
if y > 0.001 then dp:= Round(abs(y-yr)*100/y) else dp:= - 1;
sig:= sig + sqr(y-yr);
sig0:= sig0 + sqr(y/100);

end;

sig:= sqrt(sig/40);

sig0:= sqrt(sig0/40);

End; {HQ}

BEGIN
Gd = Detect; InitGraph(Gd, Gm, ");
if GraphResult <> grOk then Halt(1);
SetGraphMode(2);
DirectVideo:= false;

Nxm:= GetMaxX;

Nym:= GetMaxY;

Nx0:= GetMaxX div 2;
Ny0:= 0

;= GetMaxX + 1;

tau:= sqr(Lx)/(2*sqr(rx)*D);
t:= tau*n;

for k:= 1 to 640 do Ar{k]:=0;
for k:=1 to 640 do Ari[k]:=0;
DisInl; '

|

SetLineStyle(1,0,1);
Line(0,GetMaxY,GetMaxX,GetMaxY),
Line(Nx0,0,Nx0,GetMaxY);
for Nx:=0 to GetMaxX do
begin
x:=(Nx-Nx0)*Lx/rx;
if sqr(x/b) < 10 then y:= Ly*exp(-sqr(x/b)) else y:= 0,
Ny:= Round(y*ry/Ly);
if Ny > 1 then Circle(Nx,GetMaxY-Ny,1);
end;
Writeln("t =0 ");
Writeln('b =",b:9,' m");
Writeln(' D =',D:9,'m");
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Writeln(' Lx = 'Lx,' m");
Writeln(' Ly =',Ly:9," 1/m');
Readin;

Nd:=0;
repeat
Nd:=Nd + 1;
ClearDevice;
GoToXY(1,1);
Writeln(' n = ',n);
Writeln(" t =',t:9," s");
Writeln(' Nd =',Nd);
for k:=Ne to Nr do
begin
if Ari[k] > 1 then PutPixel(k,GetMaxY-Ari(k],15);
end;
Randomize;
NO:= Ne;
repeat
k= NO;
for i:=1 to Ari[k] do
begin
Nx:= NOQ,
for j-=1 to ndo
begin
if Random < 0.5 then Nx:= Nx - la else Nx:=Nx + la;
end;
PutPixel(Nx,GetMaxY-1,15);
if (Nx>0) and (Nx<640) then Ar[Nx]:= Ar[Nx] + 1;
end;
NO:=NO+ 1;
until NO = Nr;
ClearDevice;
SetLineStyle(0,0,1);
for i:=1 to GetMaxX do
begin
if Ar[i] > 1 then Line(i,GetMaxY,i,GetMaxY - Ar[i] div Nd);
end;
Delay(20000);

ClearDevice;
for i:=1 to GetMaxX do
begin
if Ar[i} > 1 then PutPixel(i,GetMaxY - Ar[i] div Nd,15);
end;
Delay(20000);
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until KeyPressed;

Ly:= 1/(b*sqrt(pi));
x:= GetMaxX + 1;
ry:= GetMaxy - 100;
cl:= (sqr(b) + 4*D*t);
c2:= 1/sqrt(pi*cl);
SetLineStyle(1,0,1);
Line(0,GetMaxY,GetMaxX,GetMaxY);
Line(Nx0,0,Nx0,GetMaxY),
for Nx:=0 to GetMaxX do
begin
X:=(Nx-Nx0)*Lx/rx;
if sqr(x)/cl < 10 then y:= c2*exp(-sqr(x)/c1) else y:= 0;
Ny:= Round(y*ry/Ly);
if Ny > 1 then PutPixel(Nx,GetMaxY-Ny,15);
end;

GoToXY(1,1);

Writeln(" ");

Writeln(' );

Writeln('n = '",n);
Writeln(' tau = ',tau:9,’ s");
Writeln(' la = la, pixel’);
Writeln(' la =',Lx/rx:9,' m');
Writeln('b ="b:9,'m');
Writeln(" D ='D:9,' m');
Writeln(' Lx = 'Lx,' m");
Writeln(' ");

Writeln('t ='t:9,'s");
Writeln(' Nd = ",Nd);
Readln;

CloseGraph;

Write(’' Print numbers ? (Y/N)...");
ReadIn(Ch);
if UpCase(Ch) ="Y" then
begin
ClrScr;
Writeln(' ");
Write('x (m) ;
Write('y (1/m) %
Write('yr (1/m) ;
Writeln('(y - yr)y % );

Nx:=Nx0 - 80;
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fori:=1to 20 do
begin
Nx:=Nx +8§;
x:= (Nx - Nx0)*Lx/rx; _
if sqr(x)/cl < 10 then y:= c2*exp(-sqr{x)/cl) else y:= 0;
yr:= Ar[Nx] div Nd;
yr= Ly*yr/ry;
if y > 0.001 then dp:= Round(abs(y-yr)*100/y) else dp:=- 1;
Write(x:9);
Write(' Ly:9);
Write(' Lyr:9);
Writeln(' "dp);
end;
HQ;
Write('n= ',n);
Wwrite(" t='1:9,'s"),;
Write(' Nd="Nd:2);
Writeln(' sigma =',sig:9,' 1/m’),
Write(' "
Write(' sigma0 =',sig0:9,' 1/m');
Readln;
end;
END.
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ANEXO 11

GRAFICOS E TABELAS: DISTRIBUIGAO INICIAL E DISTRIBUICOES

FINAIS EM FUNGAO DO NUMERO DE ENSAIOS {Nd)
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Tabela II-1 : Desvio padrio para 1 ensaio

y (1/m)

6.20E-01
1.06E+00
1.70E+00
2.57E+00
3.64E+00
4.84E+00
6.04E+00
7.07E+00
7.78E+00
8.03E+00
7.78E+00

7.07E+00-

6.04E+00
4_.84E+00
3.64E+00
2.57E+00
1.70E+00
1.06E+00
6.20E-01
3.40E-01

7.63E+01 s

yr (1/m)
6.55E-01
1.04E+00
1.70E+00
2.56E+00
4.47E+00
4.70E+00
6.28E400
6.97E+00
7.06E+00
7.92E+00
7.86E+00
6.88E+00
5.48E400
5.03E+00
3.45E+00
2.41E+00
1.94E+00
9.53E-01
6.55E-01
3.87E-01
Nd = 1

y -yr)/y %

3

(
6
2
0
0
2
3
4
1
9
1
1
3
9
4
5
6

14
10
6
14 . S
2.87E-01 1/m. - .
4.76E~02 1/m .




1.53E-01s

= 1 pixel -
=1,56E-03 m

= 500

.= 5.00E-02 m
=7.63E+01 s
=5

= 8,00E-06 (m"2)/s

- =1m

n
tau
la
la
b
D
Lx
t
Nd

o
:
3
-
g
H
1
<
@
£
g8
H
5
2
B
=]
=
c
=
g
B
2




o
-
-
[
=
h-]
o
-
»
]
S
a
)
3
=
[T
o
~
L4
<
£
L)
g
=
a
2
©
-4
=
g
B
.-
e
5
=}
o
-
2

. X {m)

- =1.13E-01
. =1.00E-01
' ' ~8.75E-02
! =7.50E-02
. '~6.25E-02
i .~5.00E-02
. =3.75E-02
:,=-2.50E-02
* ~-1.25E-02
;.- 0.00E+00

.. 1,25E-02
' 2.50E-02
3.75E-02

5.00E-02

L 6. 25E-02

",

4

N

7. 50E=02
. '8.75E-02
% ;.1.00E-01

1.13E-01

'1.25E-01

= 500

Tabela li-2 : Desvio padrdo para 5 ensaios

y (1/m)

6.20E~01
1.06E+00
1.70E+00
2.57E+00

" 3.64E+00

4.84E+00
6.04E+00
7.07E+00
7.78E+00
8.03E+00
7.78E+00
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3.64E+00
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Tabela II-3 : Desvio padrdo para 33 ensaios

y (1/m)

6.20E-01
1.06E+00
1.70E+00
2.57E+00
3.64E+00
4.84E+00
6.04E+00
7.07E+00
7.78E+00
8.03E+00
7.78E+00
7.07E+00
6.04E+00
4.84E+00
3.64E+00
2.57E+00
1.70E+00
1.06E+00
6.20E-01
3.40E-01

7.63E+01 s

yr (1/m)
6.25E-01
9.82E-01
1.70E+00

2.62E+00:

3.63E+00
4.79E+00
5.98E+00
7.12E+00
7.86E+00
8.01E+00
7.71E+00
7.12E+00
6.10E+00
4.82E+00
3.66E+00
2.62E+00
1.67E+00
1.10E+00
5.95E-01
3.57E-01
Nd = 33
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