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Estrutura do Espectro dos Portadores em Filmes de Superficies Congruentes

O objectivo deste trabalho € investigar a estrutura do espectro electronico dum modelo de
filmes de superficies congruentes (FSC) uniforme ao longo do eixo-y. +

Foram feitas pesquisas bibliogrificas, referentes a quantificagdo dimensional (QD);

. classificagdo dos filmes; método geral de investigagdo de filmes de espessura varidvel e

possibilidades tecnolégicas.

Efectua-se a deducgdo e resolugdo da equagdo secular e discussio dos métodos de
aproximagao.

Usa-se a teoria geral de resolugfio de equagéo diferencial com coeficientes periddicos e a
teoria de perturbaggo.

Os resultados dos calculos numericos da equagdo secular (parte esquerda desta equagdo),
estdo em concordéncia com a fungdo de onda. Estes resultados sdo também confirmados de acordo

com 0 método de aproximagio de ordem zero.
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Estrutura do Espectro dos Portadores em Filmes de Superficies Congruentes

1. Introdug¢io

As primeiras investigagdes sistematicas dos filmes, isto €, os objectos,um de trés tamanhos
lineares, dos quais fosse muitas vezes menor que dois tamanhos restantes, foram empreendidas
segundo as fontes bibliograficas [ 1 ] e por J. W. Gibbs [ 2 ] que avangando com um dos métodos
desenvolvidos por seus esforgos estudou em particular as propriedades Termodindmicas de tensdo
superﬁmal No entanto, 0 progresso essencial em entendimento das propriedades dos filmes foi
conseguido gragas as pesquisas cumpridas por Devisson e Germer. Além demais estas propriedades
foram aprofundadas por varios autores tais como; Scheibken e Hartmann [ 3 ]. Devisson e Germer
elaboraram o método de difrac¢do dos electrdes lentos (electrdes de energia (20 — 500) eV ) que
permite investigar a estrutura atémica dos filmes e por intermédio das amplitudes de espalhamento
estabelecer a distribuicdo de carga eléctrica dentro dum filme. A essa época também se referem as -
famosas obras de Langmuir, quem investigou os problemas dos filmes monoatérmcos formados por
via de absorgdo. Conforme a monografia[4 ], Langmuir e sua colaboradora Katherine Blodgett
foram os primeiros a mostrarem claramente a diferenga fundamental entre os filmes e sé6lidos
tridimensionais e introduziram o conceito de “mundo bidimensional” referindo-se aos filmes.

Entretanto, até aos anos 50 a investigagdo dos filmes ainda ndo tinha atingido o nivel de
completabilidade que nessa altura fora peculiar a Fisica dos sdlidos cristalinos, embora as ideias
basicas de Mecanica Quéntica e Fisica Estatistica demonstraram todas as suas possibilidades. Este
estado das coisas explica-se de uma forma bastante simples, pois, os principais esforgos foram
dirigidos para estudar metais ¢ semicc;ndutores de estrutura e simetria cristalina, bem conhecidas
isto &, os sdlidos em relagdio aos quais j4 foram elaborados os métodos tedricos e experimentais que
permitem apresentar o quadro quantitativo dos fendmenos épticos, cin€ticos, magnéticos, etc. Para
além disso, 0 mais importante é que nessa época se revelou e aprofundou-se a tendéncia de substituir
0 equipamento vacuo-electrénico por dispositivos de semicondutores. Exactamente esta revolugdo
com base elementar da electrénica criou o impulso potente para desenvolver as pesquisas
relacionadas com a Fisica dos cristais. Quanto aos filmes foi comparavelmente estreita a base das
suas aplicagbes praticas, ndo existiam as tecnologias bem controladas e reproduziveis que
permitissem fabricar filmes com os pardmetros exigidos. A situagdo acima esbogada mudou
radicalmente no inicio dos anos 70 quando se levantou o problema de aumentar a velocidade de

elaboragio de informagdo bem como a densidade do fluxo de informagdio. Um dos caminhos

| Trabatho de Licenciatura/ajm/uem. 3]




Estrutura do Espectro dos Portadores em Filmes de Superficies Congruentes

possiveis de resolver este problema foi a passagem para a tecnologia de pelicula que pudesse
aumentar a densidade dos elementos basicos € criar os dispositivos microelectrénicos de nova
geracdo.

Por isso mesmo foram elaborados véarios métodos bastantes sofisticados, tais como: epitaxia
de feixe molecular de fabricar filmes com os pardmetros definitivos. Por sua vez a necessidade de
desenvolver uma tecnologia mais avangada fez aprofundar as investig-ac,:ﬁes das propriedades
fundamentais dos filmes, tais como espectro energético, fenémenos de transporte, transigdes de fase,
efeitos colectivos. Desde entdo, atingiu-se um progresso extraordinario no entendimento e
interpretagdo das propriedades fisicas dos filmes e foi criada uma base sélida para as suas aplicagdes
praticas. Os pormenores deste movimento avangado e os resultados concretos s3o apresentados em
varias revistas{5-9] e monografias[4,10].

Segundo Coutts T.J. e Meakin J.D.[11], a 4rea de perspectiva, onde os filmes podem ser
efectivamente aplicados ¢ relacionado com a transformagdio directa de energia solar em energia
eléctrica que se baseia no uso dos efeitos fotovoltaicos. A partir dos anos 80 certo nivel de produgio
industrial adquiriu vérios tipos das fotocélulas cujo elemento basico ¢ a pelicula de semicondutor.
No entanto, as fotocélulas mesmo aquelas que tém os valores satisfatérios de pardmetros, ainda ndo
atingiram os limites teéricos previstos. Esta observago, em primeiro lugar, refere-se ao rendimento

de transformagfio de energia cujo valor mais alto na altura era de 20% enquanto, conforme as

avaliagdes tedricas, o rendimento miximo pode ser de cerca de 60 %( fotocélula de cascata que se
baseia no uso do GaAs, fotocélula de cascata com os concentradores de radiagdo solar). Visto que
existe o recurso bem amplo de aperfeicoar os dispositivos fotovoltaicos nfio € surpreendente que
investigagdes de varios planos para além dos semicondutores tradicionais, envolvam materiais
novos bem como estruturas novas tais como: heterojungdes tensas, sistemas bidimensionais ( filmes
no fundo ) com os pogos quanticos, composigdes de filme estratificadas, etc.

Em Mogambique os problemas relacionados com transformagfo da energia tém importincia
extraordindria devido as razdes econémicas, sociais e ambientais. No Departamento de Fisica da
UEM esta —se a realizar o projecto que se refere a implantagfo vasta dos métodos fotovoltaicos.

Este trabalho é uma tentativa modesta de contribuir para as pesquisas que se efectuam neste

contexto por via de investigagdo do espectro electrénico dum modelo concreto do filme, pois, o

[Trabalho de Licenciatmwa/ajm/uem, )




Estrutura do Espectro dos Portadores em Filmes de Superficies Congruentes

espectro energético € uma caracteristica dominante que determina a maioria das propriedades entre

as quais as propriedades fotoeléctricas.

2. Quantificacio dimensional e classificacéio dos filmes.

1.Conceitos basicos da teoria de quantificagido dimensional.

O papel dominante, na maioria dos casos sobretudo relacionados com as propriedades
eléctricas e dpticas, ¢ desempenhado pelas regularidades do espectro energético dos portadores de
carga peculiares a filmes de semicondutores ou metais. Estas regularidades sdo relacionadas com a
eleboragiio dos dispositivos electronicos em geral e fotovoltaicos em particular. Portanto, ¢ natural
prestar atengfio a uma propriedade fundamental do espectro que foi prevista e investigada em
pormenor por autores do artigo[12]. Trata-se de uma propriedade chamada quantificagfo
dimensional{QD). Uma vez que existem vdrias revistas dedicadas ao éssunto[l3], a consideragdo
que serd feita abaixo s6 aborda os resultados que sdo necessarios para concretizar o objecto deste
estudo. |

Como se sabe[14], o espectro energético de qualquer sistema inclusive o filme, se determina

por autovalores de equagfio de Schrédinger que em forma geral pode ser escrita de modo seguinte:

1’ - - - -

- V(r,z)+V(r,2)¥(r,2) = E¥Y(r,z) > @n
2m,

onde; ¢ um vector bidimensional correspondente a0 movimento de uma particula ao longo do
filme, z é a coordenada referente a0 movimento transversal e V(:,z) é a energia potencial do
portador no campo cristalino incluindo o potencial de retengdo isto ¢, o potencial que impede a fuga
dos electrdes fora do filme. Conforme o artigo [12], aceita-se a aproximagdio de massa eficaz
isotropica que designaremos daqui adiante por “m”. Segundo a teoria dos sélidos[15], esta
aproximagdo permite excluir a necessidade de concretizar a energia potencial do campo periddico.
Quanto ao potencial de retengio sabe-se [16], que este possui a ordeni de grandeza comparavel com
a energia de extracgdo electrdnica isto €, cerca de (2 — 6) eV. Entretanto, em relagdo aos fendmenos
acima mencionadas s6 & importante conhecer a posicdo dos niveis de energia baixa. Por isso, o

- potencial de reteng@io pode ser tratado como se criasse um pogo potencial de profundidade infinita.

| Trabalho de Licenciatura/ajm/uem. 5]
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Todas as suposigSes que foram introduzidas pelos autores[12], permitem reduzir a equagdo (2.1)

2 — —
para a forma: _zﬁ V¥(r,z)= E¥(r,z)" (2.2)
. m

com as seguintes condi¢des de fronteira:

YE)w=0 e Wiz, =0

onde d € a espessura do filme,

E evidente, que as condigdes de fronteira (2.3) resultam do comportamento do potencial de
retengdo e correspondem ao filme com as supérﬁcies planas e paralelas entre si. Além disso, os
resultados que seguem de equago(2.2) s6 se referem ao filme de espessura constante, A separagdo

das varidveis ¢ feita conforme a relagfio:

¥ (r,z)=g't W (2) (2.4)
~onde ; ¢ vector de onda bidimensional, conduz a equagio.

1i? d*¥(z) fi’k?
—_— 2N E o N/} , 2.5
2m dz? [ am | @3)

e as condi¢des de fronteira respectivas a fungfo W(z) que de maneira 6bvia se deduzem das
férmulas (2.3). O método de resolugdo da equagfio(2.5) da-se nos varios livros de mecénica quantica
(MQ), por exemplo[14], portanto, ¢ suficiente escrever os autovalores de energia, isto é:

- 212 240 2
E, (k)=D* +”h2n2
2m 2md

3

onde “n” € nimero inteiro que se chama nimero quintico de QD.

De relagdo(2.6), conclui-se fundamental segundo os autores[12], que espectro electronico do
filme uniforme & espessura constante consiste de sub-bandas de modo que cada uma das sub-bandas
corresponda ao movimento quase-livre dos portadores-ao longo do filme. Esta modificagdo do
espectro conforme a terminologia estabelecida chama-se quantificagdo dimensional.

Observa-se que o efeito de QD possui um trago tdo acentuado, que se reduz ao caracter

discreto do espectro referido a0 movimento transversal. Entretanto, a discretizagio por si s6 ainda

| Trabalho de Licenciatura/ajm/uem. 6 |
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ndo significa que QD possa ser incondicionalmente observdvel, pois, pelo menos dois factores
principais podem impedir a revelagio experimental da QD. O primeiro factor é a distorgdo de
distribuigdo de Fermi-Dirac, devido ao movimento térmico que envolvendo quantidade significante
dos niveis, faz lhes perder a sua individualidade quéntica. O segundo factor é a ampliagdo dos niveis
quinticos devido aos processos de espalhamento. Esta ampliagdo sob certas condigdes pode
provocar a sobreposigdo dos niveis e por esie meio reduz a possibilidade de observar o efeito de
quantificagfo. Os factores em questdo limitam a espessura de que seja revelada a QD.

Sejam, AE e AF, as distincias minimas entre os niveis e o intervalo das energias dentro do

qual tem lugar a distor¢do de “degrau” de Fermi-Dirac. E 6bvio, que QD serd significante se for

satisfeita a condigdo:

AE >>AFE, . - @.7)

De equagdo (2.6), obtém-se:

_ 3z7’°?

AE =
2md *

Quanto a AE; de acordo com [15], obtém-se:
AE, =2kgT, (2.9)
onde T é a temperatura absoluta. Combinando as equagdes (2.7)-(2.9), obtém-se restrigdes

sobrepostas aos valores possiveis de espessura da pelicula:
ELEE I | (2.10)
2mk T

d <<

A condi¢fio (2.10) é consequéncia ébvia dos principtos basicos de MQ. De acordo com estes
principios a distdncia dentro da qual o potencial varia essencialmente, deve ser muitas vezes menor
que o comprimento de onda de Brogle, para que sejam reveladas as propriedades ondulatdrias.
Quanto, a ampliagdo dos niveis AE, estimulada por espalhamento, pode ser avaliada segundo as

relagbes de incerteza, isto é: AE, ~ 5 . (2.11)

.
Nesta equagdo (2.11),7 é o tempo médio de relaxagfio. Por analogia com a equagdo(2.9),

H
obtém-se a condig#o: AE >> — . (2.12)
T

| Trabalho de Licenciatura/ajm/uem. 7 |
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Considerando.que a velocidade v = 1’% ¢ facil transformar (2.12) para a forma:
d<<1, (2.13)
onde | é comprimento médio do percurso livre. '

O filme cuja espessura satisfaz as relagdes (2.10) ¢ (2.13), de acordo com a terminologia

estabelecida chama-se filme quéntico. Um tipo dos filmes quénticos € objecto de investigagdo,

mencionado neste trabalho, pois, exactamente os filmes quinticos revelam propriedades
extraordinrias tais como: as oscilages{17] das grandezas termodinimicas, definidas em fungéo de
1/d, ressonincias dimensionais dos varios tipos[18], oscilagdes dos coeficientes cinéticos[10],etc.
No entanto, as relagdes (2.10) e (2.13), permitem fazer avaliagbes numéricas, atribuindo aos
pardmetros m e T os valores tipicos m~10~%g e T~2-300K , obtém-se:

d<(50-5 )nm (2.14)

O comprimento de caminho livre “I” depende de véarios factores em particular da
concentragfio das impurezas dos mecanismos de espalhamento e enquadra-se dentro do intervalo de
1 até 10’nm.

Observa-se que as relagdes (2.10) e (2.13) sobrepdem as limitagdes bastantes duras a
espessura do filme quéntico. Por isso, durante muito tempo as previsdes teoricas $6 tinham interesse
cientifico. A satisfagdo destas condigGes tornou-se atingivel no ano 1971 quando o método de
epitaxia molecular foi aplicado[20,21], a fim de fabricar filmes quinticos. As investigagdes dos
filmes produzidos por meio desta tecnologia por completo confirmaram o efeito de QD. Por

exemplo a fig.1 apresenta os resultados [22], que se referem ao coeficiente de absorgdo da luz em

fungdo da energia dos fotdes.

Absorption intensity {arbitrary units)

1-515 1-550 1-600 1650 _1-700

Energy (ev) .
Fig.1 Coeficiente de absor¢do da luz em fungdo da energia dos fotdes [22].

[ Trabalho de Licenciatura/ajm/uem.
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Conforme as previsbes tedricas feitas em termos da teoria do efeito de QD, o coeficiente de
absorgdo deve possuir a estrutura de “degrau”. Observa-se que este comportamento tem sido
comprovado por grificos experimentais, dados na fig.1. Durante os ltimos anos a tecnologia de
criagdo das estruturas quinticas avangou muito, entdo, permite fabricar filmes de espessura e forma
geométrica bem controladas e reproduziveis. Hoje em dia, para estes objectivos, usam-se 23] os
“varios métodos em particular litografia electronica de alta resolugéo, ‘epitaxia de feixe molecular,
precipitagdo quimica de vapor, precipitagdo quimica de vapor assistido por plasma ou radiagdo de
laser e as suas combinagoes. A eficiéncia destes métodos mostra a fig.2 adoptada de artigo [24] que

leva a imaginar as possibilidades de alta tecnologia, em criar as estruturas nanometricas.

Fig.2 Exemplo de estrutura nanométrica adoptada de[24].

2.Classificagdo dos filmes.

Os filmes de um modo geral podem ser classificados por intermédio de varias maneiras tais
como: a sua estrutura atdmica, tecnologia de criagdo, as suas propriedades magnéticas, eléctricas,
dpticas, etc. Mas para além desta classificagfio generalizada, sublinha-se o facto de que a QD
permite dar a possibilidade de classificar filmes do ponto de vista das regularidades do espectro
electrénico. Os que satisfazem as condigdes (2.10),(2.13) como foi mencionado, pertencem ao grupo
dos filmes quanticos. As peliculas em relagdo as quais ndo seja satisfeita pelo menos uma destas

condi¢des chamam-se filmes classicos. Estes ficam fora do estudo neste trabalho.

| Trabalho de Licenciatura/ajm/uem.
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3. Filme de espessura variavel e aproximacio adiabdtica.

1.Conceitos basicos de filmes de espessuras varidveis.

Os resultados do pardgrafo(2) reproduzidos de acordo com os artigos [12,18], referentes ao
espectro energético dos filmes, como foi sublinhado, s6 s3o validos em relagdio a.um filme ideal
com espessura constante. Entretanto, cria-se um interesse na investiga¢do dos filmes de espessuras
varidveis. De uma forma geral, as duas razdes estimulam este interesse. Uma delas possui a natureza
puramente tecnologica , pois, uma fecnologia mesmo avan¢ada ainda nio permite fabricar filmes
com precisdo dos planos atdmicos, por um lado e para além disso, durante a exploragfio por via de
regras, tem lugar a degradagdo das superficies limitadas do filme. Por outro lado, o espectro
energético € sensivel em relagdo as condigdes de fronteira. Portanto, por via de factores geométricos
consegue-se alcangar a estrutura determinada do espectro. Isso é mais uma razdo para prestar
atengdo aos filmes de espessuras variaveis.

Uma das primeiras pesquisas dedicadas a este assunto foi feita pelos autores do artigo[25]
em que foi considerado filme a forma de cunha. Aplicando a aproximagio quase-classica [14], os
autores confirmaram que de facto aparecem os niveis virtuais provocados pela espessura variavel.
Os autores de artigo[26], investigaram as descargas de energia dos electrdes devido a passagem
através do filme com superficies rugosas, isto é, aspecto importante para analisar o funcionamento
do fotodiodo do filme, também comprovam a necessidade de se estudar filmes de género. A forma
geral de resolver os problemas do espectro energético relacionados com os defeitos geométricos do
filme quéntico foi elaborada no artigo[27]. Daqui em diante este método ajusta-se a um modelo

especifico do filme que serd concretizado durante as consideragdes posteriores.
2.Filme de fronteiras arbitrarias.

Filme de espessura varidavel é um filme fino limitado pelas superficies que se descrevem com

as equagdes:

'_‘fl(:)
= 52(;)+d0.

| Trabalho de Licenciatura/ajm/uem.
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I8vi TS s ~ £, Superficie superior (z;)
}"!.-'fff’)s! ."f / i _;" Vi /
ra

4 7 €y Superficie inferior (z;)
Fig.3 Modelo de filme de fronteiras arbitrarias.

Lembremo-nos que o potencial de reteng@io [16] possui a ordem de grandeza comparavel
com a energia de extracgdo electronica de ( 2- 6 ) eV, entdo, a autofungiio e a densidade quéntica
do fluxo anulam-se. Isto significa que fora do filme a energia potencial possui tal valor, que a

autofun¢do rapidamente diminui, tendendo para zero .

Tomando em conta que seja valida a aproximagéo da massa eficaz, a equagéo de Schrédinger

sera. 2 42 3
[_EVZ_Z_E‘J—+U(’. z)jl‘l’(r zZ} = E‘P(r z) | (3.2)

Conforme a suposigdo sobre o comportamento da energia potencial, tem-se a relagdo:

0 , dentro do  filme
( ¥,z ) =

, fora do  filme

Seja d distAncia entre os pontos que possuem o mesmo vector de posigo r . Entdo, se
d=do+&> - €1 € uma fungdo do vector de posigdo e em principio &; e &) sfo fungdes arbitrarias. Para
satisfazer as condi¢des de fronteiras no filme , a autofungdo ¥ desenvolve-se por sistema das

autofungdes que sdo solugdes da equagdo unidimensional.

‘Hd\P

—l=F ¥ {(z),
2m dz ¥ nl2)

2
onde E = - n’ éenergia do estado estacionario referente ao niimero quantico “n

2md

13 ”
»

Além demais W (z) |z=g‘| = -‘-P,,(z) |z_d0+§2 = ( sdo condigdes de fronteiras do filme de

superficies arbitrarias. -
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Como se trata de um filme de espessura variavel, a fungdo ‘Wy(z) é definida por Landau L. e
Lifchitz E. [14] : ’ .
¥ (z)= ‘/Zenki)'ﬂ : (3.5)
d d ‘

Lembremos que d depende de: ,entdo o desenvolvimento que sdo solugdes da equagio

unidimensional, apresenta: \P(;, 2) =:ZlP" (?)"Pn (z) ~ - (3.6)

Substituindo a equagio (3.6) em (3.2), tomando.em conta que a fungdo ‘¥,(z) depende do
vector de posi¢do 7, através do pardmetro d, obtém-se:
2 - - -+
Z{—;‘—V*[%(r)%(z)} E,¥,(2)¥,(r) }= EY ¥, (nV¥,(2) - (3.7)
n m "
Multiplicando a equagéo (3.7) pela fun¢do conjugada de ‘¥\(z), integrando em relagdo a “z”,

tomando em conta o somatorio de “n” e sabendo que:

[# i), () = 5, = {f: 5 3.5

obtém-se a seguinte equagio:
.52
—~ 2m

[ {‘P (z)vz{?,, ", (z)]}dﬁ E,(r)=E¥,(r)° G9)

Para calcular a integral da equagfo (3.9), deve-se considerar o desenvolvimento do seguinte

operador de Laplace:

V’[‘Pn(:)‘Pn(Z)] = 5{‘5[‘?"(?)\1}"(2)]} : | (3.10)
onde 3[%(?)%@)] =W, (VY (2)+ ¥, () VY, (F) SN EAY)

Entdo, substituindo a formula(3.11) & formula (3.10) obtém-se:

v? [\y,,(F')\P,, (z)] =W (F)V2Y, (2)+2VY (1)VY, (2)+ ¥, (V. (). (.12)

De acordo com a férmula (3.5), onde a fungfo W ,(z) depende de r , através do pardmetro d e

z ndo depende do vector”, entdo tomando em conta estas consideragdes e efectuando os calculos
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interrﬁediérios, obtém-se uma formula diferencial que pode ser subdividida em dois aditivos para
simplificar os cdlculos. Estes aditivos encontram-se no anexol junto com as transformagées
intermediarias.
Entretanto, substituindo estas transforma¢des a equagdo (3.9) e integrando, obtém-se o
seguinte resultado:
#?

-V ALY DY =B G
1

onde A, e Dy, correspondem aos elementos diagonais e ndo-diagonais respectivamente.

. A,=;2T‘n;2{€[ : z[g(ed]’ @;h{e’;)zm ,

. - L2
D=1 4nl(-1)" Vd 5 (6n® +2nljai(-1)"' [ V Ly 2l Vid
D 2m | nr-1* d (,,2_12)2 d -1 d

8nl’ [(‘l)m _]'59’. vd|

(n? -1} d’ : (3.15)
Importa salientar que o operador de Hamilton correspondente ao filme de fronteiras
arbitrarias em representagio matricial inclui por si termos de dois tipos essencialmente

diferentes.Um destes tem forma diagonal e o outro pelo contrario ¢ nio-diagonal.

4.  Filme de superficies congruentes.

1. Escolha do modelo tedrico.

De acordo com a andlise feita no paragrafo (3), o operador de Hamilton correspondente ao
filme arbitrario consiste de dois aditivc;s , onde um dos quais (3.14) tem a forma diagonal em relagdo

a0s niimeros quanticos, descritos pela quantificagdo dimensional.

", = %[(3 51]2 +(§ 51552)4{\? .52}2]
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A fungio u € energia potencial respectiva a0 movimento bidimensional ao plano xoy. O
outro aditivo (3.15) implica em si_ autofungdes diferentes correspondentes a quantificagfio
dimensional. Como este ndo ¢é diagonal, estimula as transigdes quinticas entre os niveis de
quantificagdio dimensional. Isto, deve-se ao espalhamento por nio-homogeneidade das superﬁéies
do filme. Ao limite d— correspondente ao cristal macigo, os termos ndo-diagonais anulam-se , tal
como acontece com a energia eficaz definida pela equagdo {4.1).

Portanto, os termos nfo-diagonais sé influem sobre o espectro do sistema limitado a uma
direcgdo do eixo-z. Quando se trata de um filme, sido elaborados dois métodos aproximados que
permitem investigar os termos considerados: i) Um deles usa-se a fim de se estudar filmes macicos
em que a espessura média do filme “d” pode prevalecer nos tamanhos lineares das nfo-
homogeneidade superficies, isto é, d > > (h ,r), onde “h” € pardmetro caracteristico correspondente

[T
r

ao eixo-z € “r’ € tamanho caracteristico ao plano do filme. ii) Se for realizada a condigéo (i), pode
ser aplicavel a teoria de perturbagéo, em que na qualidade dos pardmetros de desenvolvimento de
Wigner-Brilluin [ 28 ], servem as relagdes l/d e r/d. iii) Se o filme fosse feito de tal maneira que a
espessura média pudesse ser compardvel com os tamanhos lineares do relevo superficial, poderia ser
aplicAvel outro método equivalente a aproximagdo adiabética [15 ], em teoria dos sélidos. Esta
reduz-se a separagdo do movimento répido por um lado e lento por outro lado. Nos sélidos,o
movimento rapido ¢ realizado pelos electrdes e os ides efectuam o movimento lento, isto é, w>>w,,
Onde w, e w; so frequéncias respectivas. Segundo esta relagdo é admissivel considerar o
movimento dos electrdes, tal como se repousassem os ides num s6lido. Consequentemente
autofunc¢des dos electrdes s6 dependem das posigdes instantineas dos ides. Portanto, os subsistemas
das particulas leves “electrdes” e das particulas pesadas “ides”, na primeira aproximagdo
constderam-se como se fossem independentes. Pelo que, para um filme fino, a ideia ¢ geral e foi
argumentada por Baskin-Entin [27 ]. Os quais investigaram os niveis locais criados por distorgdes
de superficie de um filme quéntico.

A frequéncia caracteristica respectiva a0 movimento transversal “w,” é cerca de h/2md?, por
sua vez a frequéncia ao movimento longitudinal “w,” é hko?/2m, onde ko- € o vector de onda

térmico. Entdo, para uma pelicula fina pode ser satisfeita a relaggo d > >k¢%, que permite separar os

movimentos transversal e longitudinal. Esta separagdo significa que seja aplicavel a aproximagdo

adiabatica para graus de liberdades diferentes.
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Ao analisar o resultado geral que reproduz 0s dados do artigo [27], concluimos que existe
um caso especial que ainda ndo foi bastante investigado, sendo assim, permite evitar a necessidade
de considerar todos aspectos provocados pelo termo ndo-adiabatico do operador de Hamilton. Este
caso refere-se ao filme de superf cies congruentes.

Entdo, seja z é(r) equagdo da superficie inferior da pehcula ez, =¢ (r) +d, equaqao da
superficie superior, d € a distancia correspondente aos pontos com mesmo vector de posi¢io r que

permanece constante em fungdo a este vector, isto €:

d=z,—-2,=d, +§(:) - ;f(?) =d, = const. 4.2)

As superficies que tem esta propriedade denominam-se congruentes. Estas obtém-se devido
ao deslocamento de todos os pontos por mesmo vector, pois a comlderagﬁo ‘citada  refere-se ao
deslocamento de superficie inferior “do” a0 longo do eixo-z. Tomando em conta a defini¢do (4.2)

para superficies congruentes, obtém-se:

Vd=0 ;

Também, filmes limitados por superficies de género se chamam congruentes.
Substituindo as relagdes (4.3) nos termos ndo-diagonais do operador de Hamilton (3.15),

conclui-se que estes se anulam para filmes em questdo. Para além disso de (4.1) resulta:

(-’ ) . (4.4)

Consequentemente a equagdo de Schrodinger correspondente ao movimento longitudinal

reduz-se a formula:

x? N 2.2
B gy, A (V:) (g2 Ny
2m 2 md?® \ 2md

Sublinha-se que s6 se refere a um filme de fronteiras congruentes.
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O operador nio adiabatico é nulo independentemente da forma concreta da eqﬁaqﬁo de
superficie . Todos os efeitos ligados 4 forma da superficie contém o termo que corresponde a energia
potencial. A energia eficaz é a mesma fungo das coordenadas x e y, multiplicada por um factor que
além dos pardmetros fundamentais (m,d) s6 depende do numero quantico “n” de quantifica¢fio
dimenstonal.

Ao limite d—é corresponde ao cristal macigo em que o efeito de fronteira pode ser
desprezivel depois de omitir o termo infinitésimo (6’ £ /ar)z . Esta analise vai de acordo com os
resultados conhecidos e investigados, sendo:

12 1k,

-—VY¥Y=|E-

VY, 4.6
2m 2m (46)

onde k, = mn/d. Entdo, se vé& que a equagdo (4.5) reduz-se a equagdo (4.6), que descreve o
movimento quase-livre dos portadores, tal como deve ser em aproximacgdo da massa eficaz. Assim,

ao limite E'rg -0 ,corresponde a pelicula plana, isto € :

2m 2m

24-2 2
__Vllpn=(E-————”ﬁn )qf,,. (4.7)

De acordo com esta analise, obtém-se a relagdo argumentada em teoria dos efeitos
dimensionais[12,18].

Foi sublinhado que a forma do filme influi sobre o espectro dos autovalores de energia por
meio de energia potencial que € proporcional ao factor[e £ )1 . Portanto, é necessario concrgtizm a
forma explicita da fungdo ¢ (7) a fim de obter informagdes detalhadas respectivas aos estados
quénticos dos portadores. Antes, deve ser feita uma observagdo geral que se refere a fungdo&(r) ,
do ponto de vista teérico. Esta fung@o ndo se objecta que seja arbitraria, por isso, 0 problema pode
ser reduzido a investigagio do movimento bidimensional em campo arbitrério. Este problema foi
investigado, embora existam particularidades ainda ndo estudadas até ao fim, como: a localizagdo
fraca dos portadores; efeito quéntico de Hall; infiltrag&o perto do ponto de localizagdo; etc.

Portanto, para uma pelicula de superficies congruentes, se faz objecgdo praticamente
inevitave!l de visdo tecnologica. Seja a fungdo Er)  arbitréria, para obter um filme de fronteiras

congruentes é necessario que seja aplicada a mesma fungdo £(r) , a superficie superior.
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Se a fungdo & (r) ¢ arbitrdria, entdo € pouco provavel que possa, tecnologicamente, ser
reproduzida a mesma fungéo, pois, 0 método de espectroscopia electrénica de timel [29], permite
distinguir a estrutura atémica de superficie (em principio). Portanto, mesmo que se usasse esta
informagéo sobre a fun¢do 4—'(?) seria impossivel dirigir por processo de produgdo de filme de
modo que permitisse reproduzir a mesma forma para superficie superior. Entdo, sem excluir a
importdncia de investigar o espectro energético e outras propriedades de filmes com as nfo-

homogeneidades arbitrdrias, que podem ser feitas na base de Hamiltoniano (3.13) e ( 4.1) a

consideragfo posterior ird cingir-se s na pelicula congruente, cuja superficie se descreve pela

equagdo: & q<a

- (x-bya<x<b
b-a
g(xfﬂd)=4(1)=< 50

(x+b)-b<x<-a -
b~a

O,—d<x<-bb<x<d

De acordo com a equagéo (4.8), conclui-se que ¢ modelo em estudo corresponde a um filme
mﬁfdr_me ao longo do eixo-y, e, ao eixo-x trata-se de um sistema periddico, de periodo “2d”. Uma
sec¢do recta ao filme por plano zox, ¢ representado na fig.4.

A

z

&
—p

§

H

i :

d b a 0 a b 4 X

Fig.4 Substrato de filme uniforme no plano zox.
-
Considerando a forma explicita da fungio 5(;) , 1isto €, a equacgHo (4.8) e a defini¢do de
energia eficaz, obtém-se: 0, se |x[ <a ou b< xl <d
4.9

u

nt

se a_<|x[$b
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g 2 2
un = &nz_.tg qu ; tg(P=E_.0/b‘a . (4,10)
2md

A escolha do modelo da pelicula de superficies congruentes, permite pelo menos do ponto de

vista geral que a fungéio §(r) em principio possa ser arbitraria. Entretanto, o que é importante é que

o modelo tedrico deve corresponder as possibilidades de tecnologia. Os métodos da tecnologia
moderna sem dificuldades permitem produzir filmes de semicondutores e de metais de periodicidade
unidimensional ¢, por sua vez, é mais comodo controlar tecnologicamente o perfil line:ar do que
qualquer outro. Portanto, para aproximar a consideracdo tedrica as aplicagdes possiveis a
investigagdo, limita-se a analisar um s6 modelo concreto que corresponde a forma do filme definida
pela equagio(4.8). Também, deve-se ter em conta que a andlise te6rica de um sistema simples da
possibilidades de verificar os métodos proprios, a fim de aplica-los para investigar os sistemas mais
complicados, sobretudo se forem conseguidos resultados perspectivos a menos que seja em relagdo

aos modelos simples.

2. Discussiio do modelo escolhido.

De facto, o estudo do modelo considerado tem um interesse independente; pois trata-se de
um sistema de portadores de carga eléctrica que possui espectro energético bastante especifico. Os
autovalores de energia correspondentes a0 movimento transversal, isto é, ao longo do eixo-z,
formam espectro completamente discreto.

Entdo, conforme a terminologia habitual [27], tem-se a localizagio forte, pelo que a
autofungo respectiva esté localizada dentro do intervalo finito de coordenada “z”,

O movimento ao longo do eixo-y, efectua-se de tal modo que os portadores de carga sejam
livres; dado que o espectro referente ao grau de liberdade é continuo e as autofungdes sio ondas
planas que envolvem todo eixo-y.

Para tirar conclusdes qualitativas sobre 0o movimento ac longo do eixo-x, é analisada a

energia potencial, cujo grafico abaixo em fungdo de “x” apresenta a fig.5.
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1]

d -b -a a b

'Fig.5 Energia potencial qualitativa,

E claro, que se tem dois intervalos de energia qué]itativamente diferentes. Em que um deles
corresponde a energia maior que a altura da barrejra potencial “u,”. Da mecénica quéintica [14],
sabe-se que autovalores de equagdio de Schrodinger criam espectro continuo e as autofungdes

respectivas devem ser ondas planas modificadas por potencial periddico “uy(x)”. O outro intervalo
refere-se s energias de [ 0, uy, ], onde cada pogo rectangular [14] cria os niveis locais.

Os niveis criados por pogos separados ampliam as sub-bandas devido a simetria de
translagdo; a largura de uma sub-banda é proporcional & integral de descobrimento que é fungdo
exponencial de periodo “2d”, como serd demonstrado posteriormente. Portanto, o espectro consiste
de bandas pouco largas, onde cada sub-banda de quantificagio dimensional contém estados
correspondentes ao movimento bidimensional ¢ quase-unidimensional . Importa aqui salientar que
por um lado a investigagdo deste espectro permite prever frequéncias préprias; intensidade de
absorgdo de radiagdo electromagnética; analisar e interpretar os efeitos de ressonincia.

Por outro lado, a anisotropia essencial do espectro terd de estimular todos fenémenos de
transporte que apresentam por si interesse independente, sobretudo se se tomar em conta a
possibilidade de dois mecanismos de transferéncia de carga e da energia. Um destes efectua-se por

via de saltos electrénicos e o outro tem cardcter habitual [15].

5. Dedugdo da equacio secular,

De acordo com o parigrafo(4), a energia potencial “u.” correspondente ac modelo mais

simples, s6 depende da coordenada “x”. Portanto, a equag¢io de Schrédinger admite a separagdo das

varidveis “X” e “y”. Como o movimento ao longo do eixo-y ¢ livre, a autofungiio respectiva deve ser

uma onda plana: ¥ (:) = 1 e"’”‘r\p(x) . (5.1

VL
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em que L € o comprimento do filme, k, € o vector de onda.

A fun¢do W(x) depende do niimero quéntico “n” e “k,”; os indices correspondentes foram
omitidos para simplificar as equagdes posteriores. Substituindo a equagfio (5.1) na equagdo de

Schrédinger obtém-se:
.h 2
- . (5.2)

(5.3)

-

A energia potencial é uma fungdio lisa em pedagos. E necessario considerar separadamente

todos os intervalos onde “u.” seja derivdvel, de acordo com a fig.5. No entanto, considerando o

primeiro intervalo, a equagdo (5.2) € transformada assim:

d*¥y,

T+ kz‘Pl =0 (5.4)

L]

K = 1”;8 . (5.5)
Ent#o, a autofungdo ¥, possui a férmula seguinte:
¥i(x) = A e+ B g™, (5.6)
A equagdo (5.6), inclui dois coeficientes A e By, pois, que a mesma férmula de autofungdio
corresponde ao terceiro e quinto intervalos. Quanto ao segundo e quarto intervalos ¢ necessdrio
considerar dois momentos diferentes: '

Um deles refere-se a energia € <u,, portanto, a solugdio geral da equagdo (5.2) €:

W, ()= 48" +B,,e” ?

2 _ 1/2 .
z ={%} . (5.8)

Para obter a solucdio correspondente a energia £ > u,, basta substituir na equagdo (5.7) o

valor imaginario de & definido pela equagio (5.8).
Sabe-se [14], que a autofungéo da equagdo de Schrddinger e sua derivada da primeira ordem

"s30 algumas fungdes continuas. Segundo esta propriedade das autofungdes obtém-se um sistema de
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equagdes correspondentes a dez incognitas A;, B; . As oito equac¢des sdo deduzidas de acordo com a
continuidade em cada um dos pontos “x=-b, -a, a, b”.
Para x =a, as condigdes mencionadas possuem as férmulas:
Wl = s e WiVl . (5.9)
Depois de substituir as fungdes ¥'; e W4 que se determinam conforme as equagdes (5.6) e
(5.7), obtém-se: A,e™ +Be™ = 4,e” + Be ™
(5.10)
ik(4,e™ — B,e™)=y(A,e™ — B,e’™)
Por analogia deduzem-se as restantes equagdes, sendo conveniente apresentd-las em forma
matricial, como: I}("’“)(;S} - ;;.(Z,a)(;‘J , (5.1

3 4

o ¢ o

l;(k,g) =

ike ™  —ike ™

A matriz l;( 2.¢), deduz-se da equagdo (5.12), se substituir » em vez do pardmetro “ik”.
Considerando a equagio (5.11) exprimem-se os coeficientes “A;.; , B;.;” através dos coeficientes “A;,

B;”, obtendo-se a seguinte equacio:

(;.J oV BT (gbra) Tk a,a) T z,a,b)‘r:'(k,b)(? J (5.13)

1 5

Nesta equagio (5.13), sdo introduzidas as matrizes T4, 7: 7,67 que se denominam
matrizes de transigdo ou de transferéncia [30]. Estas permitem simplificar a analise quantitativa de
propaga¢do das ondas e movimento das particulas em meio periédico. Cada matriz de transferéncia

¢ expressa através das matrizes IA’( 7,&),V(k,&) de acordo com:
A IS A=l . y IS A=l
T(2.5:m=V(x.dYW (xr.m e THREM=VEKEW (k) . (5.14)
Aplicando as definigées (5.12). e (5.14), facilmente se obtém as formas explicitas
correspondentes as matrizes de transferéncia:

xchyA —shyA
(5.15)

?:(;g,—b,-—a) = f'(x,a,b) = —

- xshyA  ychya
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kcoskA, —senkA

T(k,~b,~d) = T(k,b,d) = %
: k?senkA, kcoskA,

. l k cos 2ka — sen2ka
T(k,~a,a) = —
k*sen2ka k cos 2ka

onde b-a =A ¢ largura da barreira potencial e d-b =A, é semi-largura do pogo potencial.

Contudo, o sistema das equagdes (5.13) ndo esta fechado, pelo que se obtém duas equagdes
em relagdo aos quatros coeficientes A, B, As e Bs; para tal é necessdrio ter em conta a estrutura
periodica.

Assim sendo, € vélido o teorema de Floke [15]). De acordo com este teorema as solugdes da

equagdo diferencial da segunda ordem com coeficientes periddicos devem satisfazer as equagdes:

¥l =YY Y e a= e Ly, (5.18)

(179 ;]

onde “q” desempenha o papel de vector de onda e segundo as condigdes de Born-Karman{15],
percorre os valores nn/2Nd , n= (0, %1,..., #N) e 2Nd € comprimento do filme a0 longo do eixo-x.

As equagdes (5.18), permitem exprimir os coeficientes (As, Bs) em fungfio dos coeficientes
(A}, By),isto é:
A,

a -1 IS A
— amdigd _ t )
BSJ_e Y (kd)V(E, d)(B} (5.19)

1

Combinando as equagdes (5.13) € (5.19), obtém-se:
(5.20)

A=l A ~ A ry
[2] =V (k~B)T(3,~b—a) Tk~ ) Tk, b, d) V(k;d{é)

Sabe-se que o sistema das equagdes lineares e homogéneas s6 pode possuir solugdes se se

anular o seu determinante:

Detg%(k,—b,—d) — e T ~b,-a) T(k-a,a) T2, b) T(k, b, d)" —0- (521
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-

Substituindo as matrizes T e omitindo as transformagdes intermedidrias, apresentadas em
anexo2, da equagdo (5.21) obtém-se a equagdo secular seguinte:

2 2

(chzm cos 2ka + 2k
27k

2 2
sh2 yAsen 2kaJcos 2kA | + [—{EkishZ;(A cos 2ka —
X

X
- (ch Zva - -—-—-—Zz;jkk; sh 21A]seﬁ2ka]sen 2kA, =cos2qd - (.5'22)

A equacdo secular (5.22) corresponde a0 intervalo de energia [0, up], isto €, a energia menor
que a altura da barreira potencial. Pelo que cada uma das solug&es expressas em fungdo de quase-
vector de onda “q”, determina sub-banda energética respectiva. Conforme a mecénica quantica [14],
os autovalores que se encontram fora deste intervalo referem-se ao espectro continuo.

Considerando a definigdo (5.8), verifica-se que a energia maior qﬁe “Up” agrandeza ¥ s6
possui valor imaginério. Entéio, para encontrar a equagdo secular ¢ suficiente substituir na equago
(5.22),0valor i¥ emvezde X .

Assim:

2 2

[cos 2yAcos2ka— 4 2 +kk sen2 zAsenZka:I COS2KkA | + [( 4
X

2 2

2
—k J sen2ka —

2 2 2 2 )

_Xtk sen2 yA cos2ka + xtk cos2 yAsen2ka |sen2kA, {=cos2gd . (5.23)
2k 27k

As equagdes (5.22) e (5.23) abordam totalmente o espectro energético dos electrdes, uma vez

que a primeira equago permite determinar os autovalores localizados dentro do intervalo [0, uy),

enquanto que a segunda cobre o intervalo de u, até ao infinito.

Solu¢des aproximadas da equagio secular.

As equagBes (5.22) e (5.23) sfo exactas e enquadram-se ao modelo do filme em estudo.
Entretanto, estas equagles s6 podem ser resolvidas por via de céleulos numéricos, por isso &
necessaria a escolha das aproximagdes que permitam encontrar formas analiticas das solugdes

respectivas.
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Contudo, antes de propormos o método aproximado que seja adequado ao problema, €
preciso verificar que essas equagdes, em alguns casos de limite, podem ser reduzidas a forma
conhecida e confirmar-se a sua validade.

Considerando a fig.5, em que sejam iguais os comprimentos dos pogos potenciais, isto €,
a=d-b, neste caso o limite correspondente ao sistema peri6édico dos pogos rectangulares ¢ conhecido
como modelo de Kronig-Penney [31]. Portanto, se a equagﬁo (5.22)- for correcta pode ser
transformada numa forma equivalente & equagdo secular de Kronig-Penney (KP). Depois de efectuar

esta substitui¢io obtém-se:
2 2

chyAcos 2ka + —{—:—-’E——sthseriZka =cos gd - (6.1)
2yk

Verifica-se que [31] a equagdo (6.1), exactamente coincide com a equag#o secular do modelo
de Kronig-Penney. Mas ao limite £,—0 e A—0, de fig.4 conclui-se que este limite corresponde ao
filme com fronteiras planas e paralelas uma da outra. Recordemo-nos que do paragrafo(4),ao filme
desta forma tem lugar o efeito de quantizagdo dimensional, além disso o espectro energético consiste
de sub-bandas de tal modo que cada uma das sub-bandas corresponde a0 movimento livre ao longo
dos eixos “x” e “y”. Assim sendo, a lei de dispersdo deve ser quadrética em fungfio dos componentes
do quase-vector de onda. Atendendo que a equagdio (5.23) refere-se ao espectro continuo €
necessario considera-la, quando se pretende reproduzir resultados peculiares a filme ideal. Para tal
usam-se dois procedimentos:

O primeiro corresponde ao limite A—0, mas este s6 nfio permite restabelecer a forma plana
das fronteiras, pois como se pode ver da fig.5, se obtém potencial correspondente ao modelo de
Dirac [31], com uma diferenga de energia potencial, permanecendo finita. Havendo, por isso
mesmo, a necessidade de efectuar o segundo limite £—0, por meio do qual se anula a barreira
potencial que separa os pogos vizinhos e restabelece a estrutura ideal do filme. Realizados os
calculos da equagfo (5.23) para segundo limite , obtém-se:

cosZkd = cos2qd . (6.2)

Dai resulta:

k= np/2d +q. (6.3)
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[T, )]

Em que “p” percorre os valores (0,11,42,...,). Quanto ao quase-vector de onda “q” varia
dentro da primeira zona de Brilluin. Aplicando o esquema ampliado das zonas[15 ] por meio da
relagdo:

k.=mnp/2d +q, (6.4)
introduz-se “x” componente do vector de onda que percorre todos os valores quase-discretos de
“-o0” até “+o0”. As equagdes (5.5), (6.3) e (6.4) permitem estabelecer a forma explicita da lei de
dispersdo, de tal modo:

E(k,,k,) = ’;Lh;"; + %(kj £k} (65)

o

A equaglo (6.5) enquadra-se em teoria de EQD [12]. Portanto, analisados os dois casos
particulares acima dados demonstram a validade da equagdo secular, representada pelas

equagdes(5.22) e (5.23). Além demais a equagio (5.22) pode ser transformada assim:

2 2

{cos 2ka + u

2k

2 2
o 2ka + e'““[cos 2ka -u—sen 2ka”-
y4

zz_kz Zz_kz
| cos 2kA | + 2—sen 2kA, + e'”“(cos 2kA, _Tsen 2kA, || =

xk X
=2e " (cos 2k(a~ A, )+ cos 2¢qd ) (6.6)

No intervalo [0, u,] de energia, alguns termos tem ordem exponencial, desprezando estes
termos de ordem superior, obtém-se a aproximagio de ordem zero da equagfo secular:

2 _ 2 2 _ g2

k sen2kaJ-[cos2kA,+z —k sen2kA1J=0 . (6.7)

cos2ka+ 74
2k 2xk

Entretanto, a equagdio (6.7) € satisfeita se pelo menos um dos factores for igual a zero no
primeiro membro. E de salientar que as equagdes obtidas deste modo sfio perfeitamente investigadas
em (MQ). Conforme [14] cada uma das equagdes determina os niveis estaciondrios respectivos ao
pogo rectangular de profundidade finita. Entdo, a aproximag#o de ordem zero corresponde aos dois

pogos independentes, que tém a mesma profundidade e as larguras “2a” e “2A,” em geral diferentes.

[ Trabaiho de Licenciatura/ajm/uem. 25]




Estrutura do Espectro dos Portadores em Filmes de Superficies Congruentes

Se se desprezar um s6 termo de ordem exponencial , isto ¢, o segundo membro da equagdo
(6.6), obtém-se duas equagdes separadas analogas a equagio (6.7).

Quanto aos niveis energéticos da MQ [32], sabe-se que o numero N destes niveis &

N=[[2”"‘)2 %]n , | (6.8)

onde “u” ¢ a profundidade do pogo, “a” é a largura do pogo. Segundo as designacgbes feitas na

determinado pela relagiio:

férmula (6.3), os numeros N, e N; referidos em cada um dos pogos sdo:

N, = med |y e N, = RCTETH IR (6.9)
doA do |

Porém pode se ver que além do niimero quéntico de quantizagdo transversal “n”, os nimeros
N, e N, dependem dos pardmetros geométricos “Eg do, A) € A”; cujos valores s6 se limitam a
possibilidades tecnolégicas. Os pardmetros “do, a ¢ A", devido a sua orientagdo em relagdo a
direcgdo de crescimento, sdo mais admissiveis ao controle tecnolégico que os pardmetros“Ey e A”
correspondentes as partes inclinadas do filme. Em cada aspecto devem ser distinguidos trés
hipdteses respectivas aos numeros Ny ¢ N;. A primeira refere-se as relagdes Ni>>1 e Ny >>1; a
segunda sd tem lugar quando um s6 numero dos niveis, digamos N;>>1 e a terceira hipdtese

‘Gl,!

corresponde aos casos Nj € Ny, sejam compardveis com o nimero “1”. Portanto, na primeira bem
como na segunda hipdtese ambos os pogos ou pelo menos um possui estrutura quase-discreta dos
niveis energéticos com a distribuigdo quase-continua de.energia [32]. Entdo, s6 o ultimo caso
corresponde ao filme quéntico, o espectro proporcional 4 nossa perspectiva em estudo nesta
investigacgdo.

Consequentemente a consideragio posterior ird debrugar os casosemque ¥, 21 ¢ N, 21 |
Se as equagdes (6.9) incluem os quatros parAmetros geométricos, entfo sempre existe um espago
para que a tecnologia possa garantir a validade destas restrigges.

Recordando a aproximagdo de ordem zero expressa pela equagfio (6.7), apresentamos a

estrutura qualitativa dos niveis energéticos, da seguinte forma:
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Fig.6 Estrutura qualitativa dos niveis de energia.

As energias Flo; dependem da profundidadc “u” e da largura do pogo. Existem tabelas que
incluem os autovalores da energia em fungfo dos pardmetros acima mencionados. Para a realizagio
dos célculos numéricos precisa-se de conhecer estes autovalores que os reduzimos a tabelal,

aproveitando os dados adoptados de {32,33].

Tabelal. Autovalores de energia {32,33] ,. corresponde aos niveis impares.

L0115 2,0 2,5 ' 3,0 35 4,0

;,0351 1,386 1,3 n{ 2,675

tgka =% , €quacdo respectiva ao estado paf.

cigka = —%— , equagdo respectiva ao estado impar.

As correcgdes aos autovalores E'o, s3o encontrados por meio da teoria das perturbagées com
respeito ao espectro discreto. Como regra geral esta teoria € aplicada directamente a equagdo de
Schrédinger, no entanto a equagdo (6.6) € equivalente a equagdo de onda. Assim nesta equagdo (6.6)
também sdo aplicdveis os métodos elaborados para a equagdo de Schréidingér, mas em principio é
necessério especificar a forma explicita de perturbagio. Comparando a equagfio imperturbada (6.7)
com a equacio exacta (6.6), conclui-se que desempenham o papel de perturbagfio todos os aditivos
que incluem os factores exponenciais ,-274. A origem destes factores é évidénte, uma vez que a

aproximacio dada pela equagdo (6.7) em forma implicita baseia-se na posi¢do de que as paredes do
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pogo sejam intransitaveis, pois, a espessura deste tende ao infinito. Entretanto, cada uma das paredes
na realidade tem espessura finita e ¢ determinada pelo pardmetro “A”. Sabe-se que [14], dentro da
barreira potencial a fun¢io de onda ndio se anula e reduz-se a sobreposico das ondas passadas e
reflectidas, porém cada uma possui 0 comportamento exponencial, que explica o surgimento dos
factores em questdo. Assim, conclui-se que a perturbagdo € responsavel pela transferéncia parcial
das barreiras que separam os pogos € as células vizinhas.

Podemos verificar que os factores exponenciais que se encontram em equagdo (6.6)
estimulam os processos qualitativamente diferentes, com efeito, desprezando o segundo membro
obtém-se a equagdio que é separada em duas independentes, além demais, cada uma delas
correspondera a um s6 pogo potencial.

A equagdo correspondente ao primeiro pogo €screve-se:

2 2

2 2
cos2ka+ x -k sen2ka+ e cos2ka— x -k ser2ka|=0 : (6.10)
22k 2yk ,

A equagdo andloga tem lugar em relagdio ao outro pogo; a propriedade da equagdo (6.6),
permiti-nos concluir que o termo de perturbagdo que se encontra na parte direita estabelece uma
ligagdo entre os pogos dentro de uma célula elementar (primeiro aditivo) e entre as células
elementares( segundo aditivo). Sabe-se que o processo microscopico respectivo a ligagio em
questdo, se reduz ao efeito de tinel, por meio do qual a particula efectua transigdes de um pogo para
outro vizinho.

Interpretado o segundo membro da equagdo (6.6), podemos atribuir o senso fisico aos
factores exponenciais do primeiro membro. Vemos que os factores observados em (6.6) séo
responsaveis pela modificagdo do espectro devido a transferéncia parcial das paredes dos pogos.

A anilise faz crer que desprezando ampliagio dos niveis energéticos em subbandas
consegue-se reduzir a equagdo (6.6), para a forma correspondente aos pogos independentes, cujas
paredes tornam-se semi-permeéaveis devido a sua transferéncia parcial. Os gréficos qualitativos de
energia sdo dados pela fig.7 (estes foram deslocados em direcgéo vertical para acentuar o facto de

que se trata de pogos independentes).
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Fig.7 Esquema qualitativo dos niveis estaciondrios em pogos independentes.

Em cada um dos grificos de forma qualitativa sdo dados os respectivos niveis, a
aproximagdo expressa pela equagio (6.7) e os niveis modificados. Conforme a aproximagdo (6.10)
para poder encontrar novas posigdes dos niveis energéticos modificados “por transferéncia das
paredes, aplicamos o método que permite controlar as aproximagdes e identificar cada uma das
aproximagdes consecutivas em termos da teoria de perturbagdo. Como este método serd aplicado
para encontrar solugdes aproximadas a equagdo (6.6), introduzimos as fungdes G1(E) ¢ Go(E), que

sdo definidas por :

_ Gy(E) , (6.11)
T 1+Gy(E)e

G, (£)

2 pketg2ka—(y? — k)
2 ykerg2ka + (3 — k)

Go(E) =

A partir da definigdo (6.12), observamos que a equagfo (6.10) € equivalente a:

14G,(E)e™™ =0 - (6.13)

Entdo, as solugdes da equagdo (6.10) determinam os pdlos da grandeza G,(E), definida em
fungdo da energia “E”. Por sua vez, da equagdo (6.7) e defini¢do (6.12), concluimos que as solugbes
~ imperturbadas correspondem aos polos dé fung¢do Go(E); com efeito, o numerador desta fungdo €
finito para todos os “ka” que sdo diferentes de “nn” onde n =0,%1,12,... .Portanto, os pdlos sé
aparecem em pontos correspondentes aos zeros do demominador. No entanto, anulando o

denominador da fungfo Go(E) obtém-se a equagio (6.7), assim se confirma a conclusdo tirada acima

[ Trabalho de Licenciatura/ajm/uem. 29|




Estrutura do Espectro dos Portadores em Filmes de Superficies Congruentes

em relagdo aos pélos da fungio Go(E).Entdo, o denominador é fungfo par em relagfio ao pardmetro
”k”. A equagdio (6.7) possui “N” solugdes correspondentes ao intervalo de energia [0,U,]; por isso,
em relagdo ao numerador ¢ vélida a aproximagfio polinomial, isto €, o denominador é proporcional
ao produto (k*-k* )(k?-k2)...(K2-k2N). Como “k*~ E”, este produto pode ser expresso em fungio de
energia de tal modo que (E-Eoi}(E-Eqgz)...(E-Egn). Dai conclui-se que deve ser vilida a

representacio:

Go(E) ~ [(E-Eo XE-Eq2)...(E-Ean)] ™. (6.14)

Se for aplicado o teorema de decomposi¢dio por frac¢des simples da relagdo (6.14), obtém-se:

N

G,(E) = o
o(E) ,Z:,:E—Em - (6.15)

Os coeficientes “A,”, sdo encontrados igualando defini¢des (6.12) - (6.15) ¢ integrando ao

longo do contorno infinitesimal dado na fig.8.

!

0| Ew  Ex

Fig.8 Campo de contorno infinitesimal.

Usando o teorema de Cauchy[34], obtém-se:

2 -k
2k

2 2

cos 2ka - 24 sen2ka
2k

cos 2ka + sen2ka

substituindo E = E,, tendo em conta a équagdo (6.8) depois de calcular as derivadas resulta que:

4 e 8E _xlk.ctg2k.a
" ek ga) ©1D
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Considerando os calculos aproximados e as equagdes (6.13), (6.15) e (6.17) obtém-se a

equagio mais comoda seguinte:
1 Y 8E_ xlk,e*"cglka 0 6.18)
RE-E X! &)U+ x,0) ‘

O factor €™ foi inserido dentro da soma, porque cada um dos aditivos tem um valor
essencial em pontos correspondentes a energia “E,o”. Entdlo, a equagdo (6.18) pode ser resolvida por
via das aproximag¢des consecutivas, pois, inclui a perturbagéo proporcional ao factor o224 . Os
cdlculos directos permitem verificar que em relagdo a energia, a resolugdo da equagéo (6.18) conduz

a série peculiar 3 teoria de perturbagéo. Assim sendo, a correc¢do da primeira ordem tem a forma:

8E, ylk,e*tctg2k,a

E =E
(x2+k2Y(+x,0)

r ro

(6.19)

A primeira correcgéio € proporcional ao factor g 24t que tem senso de transferéncia das
paredes, como a equagdo (6.10) foi modificada para féormula (6.18), adequada a teoria de
perturbac#o, ento, pode-se dizer que a correc¢do da segunda ordem deve ser proporcional a g %4,
Com efeito, uma particula entrando dentro da barreira potencial deve percorré-la duas vezes antes
de regressar ao pogo. ; .

O caminho percorrido dentro da barreira torna-se duas vezes maior, isto origina ©

=4y A

factor e . Esta conclusdo vai de acordo com a teoria de perturbagdo, pelo que a correcgdo da

segunda ordem é proporcional ao factor em causa. Entdo, esta correcgdo € pelo menos de “e’ vezes
menor que a correc¢do da primeira ordem, determinada pela equagéo (6.19). ‘

A andlise limita-se a considera¢io de aproximagdo linear cm relagio as solugbes da
equagdo(6.10). Estabelecidas as solugSes aproximadas desta equagdo, podem ser encontradas as
solugdes da equagio secular (6.6). Por analogia a relagdo (6.11) introduzimos a fun¢do G(E) em

relagdo a equacio (6.6) da seguinte maneira:

I_Gl(E)Gz(E)J(E)

onde G,(E) e G2(E) sdo definidos pela equagdo (6.11) e fungdo 8(E) é:
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S(E) =2¢7(cos2k(a - A, )cos2qd)-

2 2

2 -
Al cos2ka -2 sinoka | cos2kn, - X-=F senzka, || (621
2k 2k

As solugdes da equagdo (6.6) coincidem com os pélos da fungdo G(E) que se determinam
pela equagéo: ‘
1-G(E)G:(EY3(E)=0 . (6.22)

A cada uma das fungdes G,(E) préximo dos seus pélos sdo apresentadas de modo anélogo a
equacdo (6.15), isto é:
o Arr'

G(Ey=Y"

(6.23)
r=l E- ri

Onde “E;” sdo solugdes exactas da equagio (6.10), estas energias sfo determinadas pela
equagdo (6.15), em aproximagdo principal da teoria de perturbagdo. Portanto, nesta aproximagio os
coeficientes “A”, sdo escritos de acordo com a equagdo (6.17), isto ¢, devem ter a ordem zero em
relagdo a perturbagdo, para ndo superar a precisio das séries da teoria de perturbagdo. Considerando

esta observagdo a equagdo (6.22) € transformada em:

MY 4 A S
1- 7 =0 , 6.24
;;(E_EHXE_EPZ) ( )

8p € uma fungéo que se obtém da equagio (6.21), depois de simetriza-la e aplicando a equagdo (6.7),

a sua transformacao é:

é, =le-(""+"")‘3 1+1g2k atg2k A + cos2qd ‘ - (625)
2 c0s2k, cos2k A

A resolugfio da equagdo (6.24), faz-se em quadro da teorta de perturbagfo, assegurando s6 os
coeficientes lineares em relagdo a perturbagdo &, havendo a necessidade de distinguir dois casos

qualitativamente diferentes.
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O primeiro dos quais refere-se aos niveis ndo degenerados dos pogos independentes, isto &,
supde-se que Ero1# Epo2 para todos os “r” e “p”. Para encontrar a correcgio relativa a energia “E,”, o

aditivo correspondente separa-se da soma dada na equago (6.24) e resulta:

A, N Ay A,,S
ro . = 0
E-E, & E E 2 ; (E-E,XE-E,,) - (626)
onde ¥’ significa que desta soma destaca-se um aditivo para “n = r”. O ltimo termo da equagdo
(6.26) origina a correcgdo da segunda ordem e o penultimo aditivo é responsavel pela correcgéio da

ordem linear, consequentemente tem-se:

Erl =E, +Z poz5

A A5,
Ep=E,+ ZE—‘_—E— . (6.28)

r=1

Entretanto, os niveis “E;o1” € “Epq2” podem ser degenerados. A degeneragdo sistemitica

sucede quando as larguras dos pogos sdo iguais entre si, “a = A,”. Mas também esta degeneracdo

u ” (190} ]

pode ser acidental quando os pardmetros “a” e “ A,” satisfazem a condi¢dio A;= a +nn /k,; onde “n” é
um nimero inteiro e “k;” € o vector de onda correspondente a energia dos niveis degenerados. No
entanto, em ambos casos o nivel “E,” ¢ duplamente degenerado. Se o nivel for degenerado em
equacdo (6.24) deve-se separar apenas dois aditivos, obtendo-se:

ALS,,

1_ rol :0-
w~af

Dai resulta que os autovalores de energia respectiva aos niveis degenerados sdo:

Er! =Er+AmI\/E ’
Erz =Er_Arol'\/5T )
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Conforme as relagdes (6.30) e (6.31) conclui-se que os niveis degenéradds se tornam
desintegrados devido as transi¢des do electrdo de uma célula para outra.
Substituindo as formulas (6.17), (6.19) em relac;ﬁes (6.27) e (6.28) obtém-se os seguintes

resultados finais:

E-=E, +AE, +1, (1-cos29d) - (6.32)

Ep=E, +AE, +1,(1~cos2qd) (6.33)

Nestas relagdes Ey, ¢ Ey, determinam por si as aproximagdes de ordem zero, AE, e AE,
correspondem a0 deslocamento dos niveis devido a transferéncia das barreiras e efeito de tinel. De
acordo com a considerag8o feita em aproximagio linear em relagio a AE, e AE; obtém-se as formas
explicitas:

E o SER D -K) s B 1EE K+ 2 x)  cemk o

2y, +

’ (x, +k,)2(l+x,a) p=1(x,2+k,2)2(1+zraxli+k;)2(1+zpa).Em‘Epo

BE,o22(22 =k pa B 16ELExlxkK24p2y2)  olenk

_(zf, +kf,)l(l+;(pa).e +§(2’3 +k,2)2(1+x,a)(xf, +kf,)2(1+zpa). E,

Os ultimos aditivos das formulas (6.32) e (6.33) correspondem a desintegragéio dos niveis em

sub-bandas energéticas, devido ao efeito de tinel e simetria de translagdo do filme ao longo do

.€ix0-X. Os pardmetros “I;” e “I,” determinam a semi-largura da sub-banda originada pelo nnvel o
p g

LI )

ou “p” respectivamente:

Z 8E, Epihe 0"

pzl(,g2+k X1+z,axxz+k XHZ,.A XE j

~(z, 42,18

; _i 8E, L2, X,
= +kfX1+x,aXxf,+k;XI+sz,XEm—-EP,,) '

No que concerne aos niveis degenerados das formulas (6.17), (6.19), (6.30) € (6,31) resulta:
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En= E_+AE, —In,(l—cosqd) ,

Er; =E_+AE,, +1,(1-cosqd)’

sp, <AEoxoR)e™t  4Egl .
’ (72 +62)(+z,0) W +E 1+ 2.0)

e %

Nota-se que o primeiro aditivo da férmula (6.40) pode ser desprezado devido a sua ordem

em comparag¢do com o segundo aditivo desta relagéo.

Discussio dos resultados.

De acordo com os resultados principais deste trabalho expressos pelas férmulas (6.5), (6.32)
e (6.33) constata-se que espectro energético dos electrdes dentro do intervalo de energia [0, uy]
consiste de sub-bandas separadas. Em aproximacgdo da segunda COl‘I.'CCQﬁO da teoria de perturbagio
especificada no paragrafo(6), a lei de dispersdo ¢ proporcional & fungdio “cos2qd”(para o caso ndo-

degenerada) e possui a forma explicita seguinte:

7hin? hzk,z,

+
2md{ = 2m

E,(k,.q)= +E, o +AE, ) +1,,(1-cos2gd) -
que resulta da definigdo (5.3) e das equagdes (6.32) e (6.33).

Sabe-se que o ultimo aditivo da férmula (7.1) € responsével sobre o mdvimento de translagdo
ao longo do eixo-x do filme. Observa-se que a estrutura analitica deste aditivo ¢ idéntica aquela que
se obtém em termo do métc_)do de ligacdo forte conhecido da teoria dos solidos[15]. Por isso o
método que foi aplicado .para resolver o problema do espectro energético pode ser interpretado como

uma das versbes da teoria de ligagdo forte, correspondente a aproximagio dos vizinhos mais
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proximos. No entanto, tem lugar uma particularidade fundamental que se refere a semi-largura “I”
da banda energética. De facto em teoria dos s6lidos bem como na maneira de tratar as sub-bandas,
este parAmetro determina-se em termos das integrais de descobrimento. Como a energia potencial e
as fungdes de Wannier [15,30], que se usam para os objectivos do método da ligagiio forte sdo
desconhecidos, a grandeza “I” considera-se como se fosse pardmetro de teoria. Ao contrdrio disso 0
nosso tratamento permite encontrar este pardmetro em fungdo explicita dos factores definidos pela
forma geométrica do filme € por este meio tirar conclusdes quantitativas que se referem a posico e
semi-largura das sub-bandas. Ao estabelecer a equivaléncia entre 0 método deste trabalho e a teoria
da ligagdo forte abre-se a possibilidade de tratar filmes de superficies congruentes (FSC) de forma
mais geral de superficie, incluindo o relevo bidimensional. Portanto, em relagdo a lei de disperséio
logo pode ser escrita a equagfo (7.1). Quanto a posi¢do da sub-banda e sua semi-largura deve ser
resolvida a equagdo (4.5). Se for conhecida a forma geométrica do filme, o problema pode ser
reduzido para os métodos tradicionais da MQ.

A lei de dispersdo (7.1) confirma as previstes preliminares feitas no paragrafo(4), sobre o
comportamento das propriedades fisicas do FSC. De férmula (7.1) observa-se que tem lugar a
anisotropia extraordindria do espectro dos portadores, pois, um portador efectua ¢ movimento
quase-livre ao longo do eixo-y e realiza o movimento respectivo & banda estreita ao longo do
eixo-x.

Por isso, espera-se observar a anisotropia essencial de todas as propriedades determinadas
em termos da lei de dispersdo. Em primeiro lugar trata-se de susceptibilidade magnética
( componente de Paierls {15] ) e eléctrica, coeficientes cinéticos tais como: condutibilidade eléctrica,
coeficiente diferencial da forga termocléctromotriz quc s@o importantes de ponto de vista de
transformag@o de energia. Para além disso, presume-se que devido as transi¢des entre as sub-bandas '
varia 0 comportamento do coeficiente de absor¢io de luz dentro do intervalo das energia.?
correspondente a extremidade de absor¢@o. A anisotropia do espectro estimula a anisotropia das
autofungdes respectivas, dai conclui-se que o coeficiente de absor¢do deve depender também da
polarizagdo da luz.

Tanto as conclusdes como as propostas acima feitas, para generalizar 0 método de investigar

0 espectro electronico de um filme qualquer com simetria periédica, baseiam-se essencialmente em

resolugfo das equagdes (5.2) e (5.23). No entanto, a solugdo da equagéio (5.23) foi obtida pof via dos
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métodos aproximados. Por isso, € importante verificar o resultado expresso pela equagdo (7.1)
aplicando resolugfo exacta da equagdio secular. A ideia desta resolugio é simples e reduz-se aos
calculos numéricos do primeiro membro da equagio (5.22) ou (5.23), em fungdo da energia
adimensional normalizada de tal modo que “x=E / u,”. —

O programa dos calculos juntamente com os resultados numéricos podem se ver em anexos
(3 e 4), respectivamente. Esses calculos foram feitos para valores razodveis dos pardmetros
geométricos dos filmes. Depois de calcular o primeiro membro da equagdo (5.22) torna-se possivel a

sua resolugdo grafica, apresentada pela fig.9.
4L
\ M TN

T ..'.,.. TP T YT e n'.\-\.-.,.......r....m >
o1 02 03/04:08 06 07 08705 10 N=E/p,

NIA
\/

Fig.9 Espectro energético adimensional normalizada.

-3

Observa-se que o segundo membro da equagdo (5.22) varia dentro do intervalo [-1,1]. Dai
conclui-se queA as solugdes devem ser localizadas neste intervalo e para além disso os pontos de
interseccdo do grafico com as rectas “f = -1” e “f=1" determinam as energias respectivas no fundo e
tecto da sub-banda (veja os pontos M; e M, da fig.9). No entanto, dentro do intervalo {x,x,] de
acordo com a fig.9, o primeiro membro da equagfo (5.23) € fungdo linear de energia. Este resultado
permiti-nos concluir que a solugdio da equag@io (5.23) em aproxima¢fio fundamental depende
linearmente de “cos2qd”. Por este meio os célculos numéricos confirmam a lei de dispersdo (7.1) e
todas as conclusdes que resultam desta férmula, isto €, a discussdo acima feita. Chama-se ate:ngﬁo ao
facto de o programa dos célculos numéricos permitir realiz4-los ‘em relago aos parimetros
arbitrarios do filme e encontrar a posi¢3io de sub-banda da escala energética, bem como a sua semi-
largura . Quanto as investigagdes dos efeitos concretos a forma aproximada (7.1) é mais preferivel

pois, assegura a consideragdo analitica até certa etapa que depende do efeito em estudo.
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Sublinha-se que os resultados dos paragrafos (4-6) se referem directamente aos electrdes de
banda de condugdo do semicondutor ou metal. Todavia, para as aplicagdes praticas € importante que
seja conhecida a modificagéo do espectro das lacunas electrénicas. Entretanto, este problema é mais
dificil pois, dum modo geral a banda 'de valéncia dos semicondutores é degenerada. Por iséo a
fungdo de onda em equagdo (5.2) torna-se policomponente e a equagdo de Schidinger s6 pode ser
resolvida por via dos métodos numéricos. |

No entanto, segundo o artigo [35] para assegurar a investigagdo pelo menos- semi-

quantitativa a degeneragdo pode ser considerada como se fosse desprezivel. Ao desprezar a

degeneragdo se obtém equagdo semelhante a (5.2), para cada um dos componentes da fungdo de

onda.

Portanto, em relagdio as lacunas electrdnicas tornam-se validos todos os resultados deste
trabalho, com duas alteragdes apenas. Primeiro, faz-se a substitui¢io da massa eficaz da lacuna em
vez da massa do electrdo. Segundo, varia o sentido da contagem da energia.

Tomando em conta esta observagdo pode ser reproduzido o espectro do FSC constituide dum
semicondutor bipolar. Este espectro estid apresentado na figl0, onde E. e E, sdo energias
correspondentes as extremidades das bandas do semicondutor macigo. Assim sendo, observa-se que
a aplicag@o do FSC permite influir de modo controlado sobre a largura de banda proibida e estrutura

dos estados estacionérios que ficam dentro desta banda.

s~~~ banda de condugdo.
e aecee . subbandas.

Pl o el -
E

e

— - — —E

v

A i ™

7777077777777 A77777, > Subbandas.
ST I Z2Z22Z7 ~ banda de valéncia.

Fig.10 Espectro energético do FSC, dum semicondutor bipolar.

8. Conclusio.
1) As investigages bibliograficas realizadas permitiram verificar que existe um tipo especifico de
filmes quénticos ( FSC ). Este tipo de filme possui Hamiltoniano que ndo inclui o opérador ndo

adiabatico.
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2) Nos filmes deste tipo separam-se os movimentos transversal e longitudinal.
3) Foi estabelecida a forma geral de energia potencial eficaz correspondente ao movimento
longitudinal. A energia eficaz exprime-se em termos da forma geométrica do filme e € sensivel em

relagdo aos parAmetros geométricos.

4) Das solugdes aproximadas de equagdo secular referente a um modelo do filme resulta que a parte

. baixa do espectro dos portadores consiste de sub-bandas.

5) Conclui-se que a posi¢do do centro de cada uma das sub-bandas bem como as suas semi-larguras
possuem a ordem exponencial em furigéo da espessura das barreiras.

6) Observa-se que os parimetros das sub-bandas podem ser alterados e controlados por via dos
pardmetros geométricos do filme.

7) Conclui-se que os resultados deste modelo podem ser generalizados em relagdo aos FSC de
forma arbitraria mas periédica, pois, o método de solugio da equagio s'eculz;r reduz-se a uma das

versdes da teoria de ligagdo forte,

9, Recomendagdes.

Recomenda-se:

1) Introduzir os FSC nas tecnologias, devido a possibilidade de prever definitivamente o espectro
dos portadores € por causa da simplicidade relativa de criar os filmes deste tipo.

2) Usar os FSC para criar as sub-redes planares. |

3) Continuar a investigar os FSC do ponto de vista dos efeitos concretos tais como efeitos

fotoeléctricos; fendmenos de transporte.
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ANEXOS
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ANEXO1.
3.Filme de Espessura Variivel e Aproximagiio Adiabatica.

Apresentagio dos resultados do calculo diferencial da equagdo (3.12).

2 -
Lembremos que ‘Pn(z)=J; 'Se"(z—%kr—"' , entdo:

V', ()= V[ [J——-— sen( é}m)]
Também recorda-se que W4(z) deper;de de r , através do parametro “d” e “€,”, pois:
' ﬁ[Fsen(ijél—)’m‘]=—£d _.d-sen——————(z_gl)’m+
d d 2 d

R %.@(%@_).ﬂn.wsﬁ_’%ﬁi

— - _.g
mas V[z df']='vdl = g'V , onde “z” no depende de ;.

Pois das equagdes (3.b) e (3.a) obtém-se

V’wn(z)=§[—_‘2@d-%eseniz;‘iﬂ+‘/_g.§[_z;_¢-),m,cos(z_—§._yg_}

Para simplificar o calculo diferencial da formula diferencial (3.¢) , subdividi-mo-la em dois

. (3.0)

aditivos, que 530:

A 3£d/(vdJ sn( élym '\/—d,zvd (z §|)7m J—d/IVd

4':' (z ‘§|)’m 'J—d /sz (z gl) Vd-cos(z‘é')m ,

(z ; )n'n J-d ’IVd - (z Vd cos (Z_j}m-—

(zf)rm J'(), Vr:t(z él)Vdm( ~Em

- -+

on (Z'jah”_g_m_v;él_ws (2‘51)"”+ 2 m VG’IVG’_

d a4l
OOS(Z_j|)Tn-+2 (z g)Vdcos(—jlh+J%_m V‘;v:;zvd
N (Z‘.j'}”’"-ﬁ-m-(zdu O s SN
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Substituindo as equagdes (3.d) e (3.f) a equagdo (3.c) , obtém-se a solugdo da equagio
(3.10). Pois, esta ¢ substituida 3 equagdo (3.11), posteriormente procede-se sua integragdo,
multiplicando-a com o conjugado da fungo da ‘W4(2z). Mas para tornar a integral simples, pode-se
agrupar os termos semelhantes das equagdes (3.d) € (3.f), nesta integragfio obtém-se o resultado da

equagdo (3.13).

L.Célculo dos elementos da diagonal, para n=l.

% _[g_ % z_iﬁz 21,
D (g )] ‘Fd (Vd) 74V d| d (m)

.sen (z - ‘f:)’m
l d
%J‘za‘%(@_a) Y2 iiNta - W‘

O primeiro componente do integral serd :

ro*’;z (z-&)m n(z—ffl)ﬂ’dz
d = . ‘ d

Io“ 0 d

sabe-se que: = oy x=z =& dx=dz.

2 x x
I, = ﬁoE fsenmg-senﬂngdx = [0,

2) (z—ﬁ,)l{[%ﬁd-% %d%d—ﬁd—% Vld]-m-coskigﬂ}

= (3@1”5 Vdyd-2d V’d]-m
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O segundo componente do integral ser4 :

I, =5, %Eﬂ+;z(z—§,)-cos(z_j‘}’m - sen (z_j')’mdz

(- 5)[ 224 A ) £,V d-sen =507 jn)’”’]

=202d A £ d(m)
O terceiro componente do integral sera :

I, =p, % E‘M’ (z-¢& )sen (= —j,)rm -sen (=6 dz

d

dl 2 2mm

2
—&[-———d—seanr (zd

4) (2—6.)2[—\/2—?—%(“)2(6 szsen
By =—2d " (Vd) (m)’

O quarto componente do integral ser4 :

13=ﬁ3§'£0+€2( .f,)sen( é:l)m’ en( _é:])?ddz

d

. 2 mn 1 1 1
13 =ﬁ3Efxzsenz_—;—dx=ﬂ3d2{§—mcos2m:| ﬂ3 [3 5';?’,—2]
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V¢ 3 V V§ Vd 2 (z—gl)rm
{ V2d iy d+ Y ZJ;}-nn-cos—d————

Ve e, Ve 2, VaVE
ﬁ“[T‘E" VX T \E]’"’

O quinto compohente do integral serd :

1,=8,~ f*'fl (Z_é)jm-sen(z_é)fddz

d d

2nn

'['sen——-——dx Bi— {——f{--cos27m+—d—]=0
2m

Somando estes resultados de integragdo, obtém-se a equagdo (3.14).

IL.Célculo dos elementos ndo diagonais, para n 1.

Usando a sequéncia dos calculos anteriores ter-se-4 o seguinte:

1, =2dﬂfo+ e B 6 (2—5,)7dd2

sen
d d

Iy =~ ﬂ{ (n+1)sen(n+l)7r pe )sen(n 1)7:]

d

1, =p %£°+§2(z—§,)-sen (z-—cé;,)?m -cos(z—g’)m’dz

d

B4, G2

n+l n-1 o

(G cf.)vm

3) ﬂzdﬂﬂfz(z 5:) sen

| Trabalho de Licenciatura/ajm/uem.




Estrutura do Espectro dos Portadores em Filmes de Superficies Congruentes J

I=- ﬁ’[fxcos( +dl dx - .[Ixcos ;)ﬂxdx] ’ it

Y P LA odr d*
1, = [2('”) cos(n + 1) - (+l)1 T cosf l)”+—_;r2(n-—l)2] @

R A Vi
f= 7:2{: (nai-l)2 - (n—I)2 ] ) (1L.9)

1, =%E"+§’( ~&) sen( 51)7"7 (Z_j'}ﬂdz

d

I = —Ei[ffcoswdx— fxzcoswdx]
d d : d

: k] 3
I = —ﬁ:’—[——zci————cos(n +1 —Lcos(n —I)n-] ,

d |71y T

13 — 2ﬂ3d2 l:(_ 1)n+! _ (“'“ 1)"_‘ :| - 8ﬁ3d2 (_ 1)n+l ) ni

(+) (n-1f] 7 (-2} -

I, -2 F"+¢’sen(z—§')7m -cos(z-—g')’ddz

d d d

ol ]

B4
Yod i aln+l)

d
-cos(n+l)n'+7r(n+l) n(n D) ccos(n—1)z +

=il

n+l n—1I

Somando estes resultados de integragdo, obtém-se a equagdo (3.15).
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ANEXO2.
5.Dedugio da equacdo secular.
Para simplificar a dedugdo tomamos o produto das matrizes de transferéncia com seguintes
elementos: '
. . a 92
T (k;=b;-d)=T (k;0:d) =
(5. a)

T(Z;“bi“a)'T(k;-a;a)-T (I;a;b)= (Sb)
by 62 xchyh  —shyA | | kcos 2ka  —sen 2ka xchyd -shyA
byy byy | |-x2shya xRS | k250ioka koos 2ka || 420 .n zehza |,

a1 912 kCOSkAl —senkAl

ay; ayy | |kZsenka; keoskAp|. (5.d)

Entdo, substituindo estas relagdes 4 equagdo (5.21), a matriz determinante apresentar-se-a de

tal modo:

a a b b a a

L n oxp (- 2igd ). 1n 4o | 1 12 o

k rik? -
ay 4y ba1 by | i-an e

Desenvolvendo, o determinante terd seguinte composi¢io :

a1 exp(—qu‘d) %12 exp(—-zl'qd)
T-W—(bll -a“ "blz -021) T zzkz (—bll a2 +b]2 a1

azy _exp(-2igd) : a _exp(-2igd) (
'-k—‘—‘ffﬁ"—'(bu ay1-byy-a31) T-—;‘Z{*‘(‘bzl -ayy +bp ayy )
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O resultado a encontrar nesta transformagio ser :

2 —
an—a,- exp(qud)+ exp! ;;thd)
¥ 4

k? ‘
'[(b“a“ _blzazl )-(bzza“ 2] ) (blza” b”alz) (bzla“ bna!l )]—
1
= zzks [(bzz +bn) (02“ +a|2au)—-20”b2|au -2q,,b,a,

Para tornar o cédlculo mais simples, pode se tomar a equagfo (5.g) em partes, sendo:
A parte direita, desta equagdo depois de substituir pelos elementos equivalentes da matriz (5.d),

obtém-se a equagdo :

zk3 [(b +bn) (a n+4a,4a II) 2a,b,a, a,b, u]'

_zk'[(bn +b, )cos 2kA, +(b%— kbuJ-sen 2kA,]

Sabe-se que , da equagdo (5.¢), cada elemento de matriz é :
2 ] 3 2
b, = by, = y*kch2 yA- cos 2ka +5(Z — 7k?)-sh2 A - sen2ka

by, = - rksh2 38 - cos2ka + (k*sh® A — y2ch® yA)- sen2ka

by, = —y*ksh2 zA - cos 2ka + (x 2k *ch?® ya — 7*sh* yA)- sen2ka

Separando parte direita da equagdo (5.h) em dois aditivos e substituir para cada as relagdes
(5.1) obtém-se

2

sz(bzz +b|:)' COS2KA, :2‘(Ch21’3'0052kﬂ+ 24

2
u -SH27A- serﬂka} cos24A,

?

—-t—(bi—kbu)-seﬂkal =
Rk
4

2 _ g2 4 . -
2.1 & d -sh2yA-cos2ka - ch’;;A—Z +k -sh®yA {-sen2ka |-sen2kA -
1k d YD |
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Encontradas as solugdes dos dois aditivos, substituir & equagéo (5.h) obtém-se:
—IT“[(bzz +b, ) cos 2ka, + (Pl- kbu]- sen 2kA,'] =
7k k

2 B2

<

= 2-{(ch21/.\-cos 2ka+Lr-k—k—-sh21A-sen2ka )-cos 2kA, -

2

T _ g2 4 4
_‘:lzzkk '-sh21'A-COS 2ka-(ch"x¢3—'—Zz-}%m-sths]l-senzka jl-s'en2kAl } .

Por analogia e considerando os elementos (5.i} das matrizes ,tomando em conta que:

a’n 4,9, =1
chz;gA=-;—(ch21A+l) ,

sh?yA = %(chZ;(A -1).

O membro esquerdo da equagfo (5.g) sera:

2igd) expl-2igd
(02|1 —a,,au)expﬁ:q, )+ Pi‘kiq )[(b“a" _bnau)'(bnan "bnalz)"

—{bay, —b,a; ) (b0, -bpay) |= exp(2igd)+ exp(- 2igd) =2 cos 2qd -

Realizadas as operagdes, substituindo as equacdes (5.m) e (5.r) & equagfo (5.g), obtém-se a

equagdo secular procurada:

IZ _kl z! _ k2

ch2 yAcos 2ka + sh2 yAsen2ka |cos2kA, - sh2 yAcos 2ka -
2k 2xk

4 4

—(chzza - 'g s shzzA]sen2ka }senZkA, } =cos2qd . (5.5) <(5.22)
y 4

2&_2
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ANEXO3 )
Programa para o cdlculo numérico do primeiro membro da equagdo (5.22) em fungdo da

energia adimensional normalizada.

PROGRAM Macamo;
uses printer,crt:

const o
a=2.0E-10;b=5.0E~10;d= 2.0E-9;5=5.0E-10;n=1;pi=3.14;

var
X,¥v1,y2,v3,v4,fx:real;

begin
clrscr;

Xx:=0.06;
while x<=1 do
begin

:=((2%pi¥n¥s)%sqrt(1-x))/d;
((Z*pi*n*s*a)*sqrt(x))/(d*(b-a)};

y3:=((2%pi¥*n¥*s*(d-b) )*sqrt(x))/(d*(b-a));
yé:=({pi*n¥s)*sqrt(1-x))/d;
fx:=(((exp(y1)+exp(-y1))/2)*cos(y2)+
(1-2%x)}/(2%sqrt(x*(1-x)) )%
((EXP(YT)lEXP(‘Y1 1}/2)*sin(y2))*cos(y3)+
CCO1=2%x) /(2¥sqri(x*(1-x)) ) )% ((exp(yl)-exp(-v1))/2)%
cos{y2)-(sqr((exp{yé4)+exp(-v4))/2)-
(1-2%x+2%sqr(x))/(2%x%(1-x) )%
sgri{{exp{yéd)-exp( Y/ 2))*sin(y2))*sin(v3);
veite{'x="',x:4:4);write("’ yi=',yl:4:4);write(! y2=',y 144,
write{' y3=',y3:4:4);vrite(’ vé=' y4:b4:4) surite(" fx="',fx:4:4);
=x+0.0b5;
writeln;
end;

readln:
End,
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ANEXO4

Resultados do calculo numérico da fungio de energia adimensional normalizada para valores

razodveis (escolhidos) dos pardmetros geométricos dos filmes, de acordo com o programa €m

anexo3.

.0600 y1=1.5222 y2=0.2564
.0650 y1=1.5181 y2=0.2668
.0700 y1=1.5141 y2=0.2769
.0750 y1=1.5100 y2=0.2866
.0800 y1=1.5059 y2=0.2960
.0850 y1=1.5018 y2=0.3052
.0900 y1=1.4977 y2=0.3140
.0950 y1=1.4936 y2=0.3226
.1000 y1=1.4894 y2=0.3310
.1050 y1=1.4853 y2=0.3392
.1100 y1=1.4811 y2=0.3471
.1150 y1=1.4770 y2=0.3549

.9228 y4=0.7611 £x=3.4226

.0014 y4=0.7591 fx=2.7736

.0769 y4=0.7570 fx=2.1720

.1498 y4=0.7550 fx=1.6154

.2203 y4=0.7529 fx=1.1016

.2886 y4=0.7509 fx=0.6285

.3550 v4=0.7488 fx=0.1943

L4195 y4=0.7468 fx=-0.2032
L4824 y4=0.7447 fx=-0.5657
.5437 y4=0.7426 fx=-0.8951
.6036 v4=0.7406 fx=-1.1931
.6621 y4=0.7385 fx=-1.4613
.1200 y1=1.4728 y2=0.3626 .7193 y4=0.7364 fx=-1.7013
.1250 y1=1.4686 y2=0.3701 L7754 y4=0.7343 £x=-1.9148
.1300 y1=1.4644 y2=0.3774 .8304 y4=0.7322.fx=-2.1032
.1350 y1=1.4602 y2=0.3846 .8843 y4=0.7301 fx=-2.2678
L1400 y1=1.4560 y2=0.3916 .9372 y4=0.7280 fx=-2.4101
.1450 y1=1.4517 y2=0.3986 .9892 y4=0.7259 fx=-2.5315
.1500 y1=1.4475 y2=0.4054 ,0403 y4=0.7237 £x=-2.6330
.1550 y1=1.4432 y2=0.4121 ,0905 y4=0.7216 fx=-2.7161
.1600 y1=1.4389 y2=0.4187 .1400 y4=0.7195 fx=-2.7818
.1650 y1=1.4346 y2=0.4252 .1887 y4=0.7173 fx=-2.8312
.1700 y1=1.4303 y2=0.4316 .2366 y4=0.7152 fx=-2.8654
.1750 y1=1.4260 y2=0.43789 .2839 y4=0.7130 fx=-2.8855

L1800 y1=1.4217 y2=0.4441 .3305 y4=0.7108 fx=-2.8924
_1850 yi=1.4174 y2=0.4502 .3764 y4=0.7087 fx=-2.8870
.1900 y1=1.4130 y2=0.4562 L4217 y4=0.7065 fx=-2.8703
.1950 y1=1.4086 y2=0.4622 4665 y4=0,7043 fx=-2.8431
.2000 y1=1.4043 y2=0.4681 .5106 y4=0.7021 fx=-2.8063
.2050 v1=1.3999 y2=0.4739 .5542 y4=0.6999 fx=-2.7605
02100 y1=1.3954 y2=0.4796 .5973 v4=0.6977 fx=-2.7067
2150 v1=1.3910 v2=0.4853 .6399 y4=0.6955 fx=-2.6454
2200 y1=1.3866 y2=0.4909 .6820 y4=0.6933 fx=-2.5773
.2250 y1=1.3821 y2=0.4965 .7236 y4=0.6911 fx=-2.5032
.2300 y1=1.3777 y2=0.5020 7647 y4=0.6888 fx=-2.4235
.2350 y1=1.3732 y2=0.5074 .8054 y4=0.6866 fx=-2.3390
.2400 y1=1.3687 y2=0.5128 .8457 v4=0.6843 fx=-2.2502
L2450 yi1=1.3642 y2=0.5181 8856 v4=0.6821 fx=-2.1575
2500 y1=1.3597 y2=0.5233 .9250 y4=0.6798 fx=-2.0615
2550 y1=1.3551 y2=0.5285 .9641 y4=0.6776 fx=-1.9627
.2600 y1=1.3506 y2=0.5337 0027 v4=0.6753 fx=-1.8615
.2650 y1=1.3460 y2=0.5388 0410 y4=0.6730 fx=-1.7584
2700 y1=1.3414 y2=0.5439 .0790 v4=0.6707 fx=-1.6536
2750 y1=1.3368 y2=0.5489 . 1166 y&=0.6684 fx=-1.5478
.2800 v1=1.3322 y2=0.5538 .1538 y4=0.6661 6411
2850 y1=1.3276 y2=0.5588 y: .1908 y4=0.6638 3339
.2900 y1=1.3229 y2=0.5636 .2274 y6=0.6615 2266
.2950 y1=1.3182 y2=0.5685 .2636 y4=0.6591 1194
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¥i=1.3136 y2=0.5733 y3=4.2996 y4=0.6568
v1=1.3089 y2=0.5780 y3=4.3353 y4=0.6544
v1=1.3041 v2=0.5828 v3=4.3707 v4=0.6521
v1=1.2994 y2=0.5874 y3=4.4058 v4=0.6497
¥1=1.2947 y2=0.5921 y3=4.4406 v4=0.6473
y1=1.2899 v2=0.5967 y3=4.4752 y4=0.6449
v1=1,2851 y¥2=0.6013 v3=4.5095 y4=0.6426
y1=1.2803 y2=0.6058 y3=4.5435 y4=0,6401
y1=1.2755 y2=0.6103 y3=4.5773 v4=0.6377
v1=1.2706 y2=0.6148 y3=4.6108 v4=0,6353
¥1=1.2658 v2=0.6192 v3=4.6441 v4=0.6329
¥1=1.2609 y2=0.6236 y3=4.6772 v4=0.6304
¥1=21.2560 y2=0.6280 y3=4.7100 y4=0.6280
¥1=1.2511 y2=0.6323 y3=4.7426 y4=0.6255
vi=1.2461 v2=0.6367 y3=4.7750 y4=0.6231
¥1=1.2412 y2=0.6409 y3=4.8071 y4=0.6206
¥1=1.2362 y2=0.6452 y3=4.8391 v4=0.6181
y1=1.2312 y2=0.6494 y3=4.8708 v4=0.6156
y1=1.2262 y2=0.6536 y3=4.9023 y4=0.6131
v1=1.2212 y2=0.6578 v3=4.9336 ¥y4=0.6106
y1=1.2161 y2=0.6620 y3=4.9648 . 6081
v1=1.2110 y2=0.6661 y3=4.9957 ,6055
¥y1=1.2059 y2=0.6702 y3=5.0265 y4=0.6030
y1=1.2008 y2=0.6743 y3=5.0570 y4=0.6004

¥1=1.1957 y2=0.6783 vy3=5.0874 .5978
y1=1.1905 y2=0,6823 L1176 .5953
yt=1.1853 y2=0.6863 L1476 y4=0.5927
¥y1=1.1801 y2=0.6903 1774 y4=0.5901
v1=1.1749 y2=0.6943 +2071 y4=0.5874
¥1=1.1696 y2=0.6982 .2366 y4=0.5848
y1=1.1643 y2=0.7021 .2659 y4=0,5822
v1=1.1590 y2=0.7060 -2951 y4=0.5795
v1=1.1537 y2=0.7099 3241 y4=0.5769
y1=1.1484 y2=0.7137 .3530 y4=0.5742
Y1=1.1430 y2=0.7176 .3817 y4=0.5715
¥I=1.1376 v2=0.7214 ¥ 4102 .5688
vi=1.1321 L7252 =5.4386 .5661
¥1=1.1267 y . 7289 L4669 .5633
yvi=1.1212 L7327 .4950 .5606
vi=1.1157 .7364 .5230 .5578
¥v1=1.1102 y L7401 .5508 .5551
v1=1.1046 .7438 .5785 .5523
y1=1.0990 L7475 . 6060 . 5495
¥y1=1.0934 .7511 6334 . 5467
y1=1.0877 . 7548 .6607 .5439
y1=1.0820 . 7584 .6879 .5410
v1=1.0763 . 7620 .7149 .5382
v1i=1.0706 . 7656 L7418 v . 5353
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y1=1.0648 y2=0.7691
y1=1.0590 y2=0.7727
y1=1.0532 y2=0.7762
y1=1.0473 y2=0.7797
y1=1.0414 y2=0.7833
y1=1.0355 v2=0.7867
y1=1.0295 y2=0.7902
y1=1.0235 ¥2=0.7937
y1=1.0175 y2=0.7971

.7685 y4=0.5324 fx=1.3300
.7952 y4=0.5295 fx=1.3150
.8217 v4=0.5266 fx=1.2981
.8481 v4=0.5237 fx=1.2795
L8744 y4=0.5207 fx=1.2591
.9006 y4=0.5177 fx=1.2371
.9266 y4=0.5148 fx=1.2135
.9526 y4=0.5118 fx=1.1883
.9784 y4=0.5087 fx=1.1618
y1=1.0114 y2=0.8005 .0041 y4=0.5057 fx=1.1339
y1=1.0053 y2=0.8040 L0297 y4=0.5026 fx=1.1047
y1=0.9991 y2=0.8074 y3=6.0552 y4=0.4996 fx=1.0742
y1=0.9930 y2=0.8107 1 .0806 y4=0.4965 fx=1.0426
y1=0.9867 y2=0.8141 .1059 ¥4=0.4934 £x=1.0099
y1=0.9805 y2=0.8175 ¥ 1310 y4=0.4902 fx=0.9762"
y1=0.9742 y2=0.8208 ¥ L1561 y4=0.4871 fx=0.9416
y1=0.9678 y2=0.8241 .1811 y4=0.4839 fx=0.9060
y1=0.9614 y2=0.8275 y .2060 y4=0.4807 fx=0.8697
y1=0.9550 y2=0.8308 ¥ .2307 y4=0.4775 fx=0.8326
y1=0.9485 y2=0.8341 .2554 y4=0.4743 fx=0.7948
y1=0.9420 y2=0.8373 .2800 y4=0.4710 fx=0.7564
y1=0.9354 y2=0.8406 .3045 y4=0.4677 £x=0.7174
y1=0.9288 y2=0.8438 3289 y4=0.4644 fx=0.6779
v1=0.9222 y2=0.8471 .3532 y4=0.4611 £x=0.6380

y1=0.9155 y2=0.8503 L3774 y4=0.4577 £x=0.5978
y1=0.9087 y2=0.8535 L4015 y4=0.4544 £x=0.5572
y1=0.9019 y2=0.8567 L6255 v4=0.4509 fx=0.5163
y1=0.8950 y2=0.8599 L4694 y4=0.4475 £x=0.4752
y1=0.8881 y2=0.8631 L4733 y4=0.4441 £x=0.,4340
y1=0.8812 y2=0.8663 .4970 y4=0.4406 £x=0.3927
y1=0.8741 y2=0.8694 .5207 y4=0.4371 £x=0.3513
y1=0.8671 y2=0.8726 .5443 y4=0.4335 £x=0.3100
y1=0.8599 y2=0.8757 .5678 y4=0.4300 fx=0.2687
.8527 y2=0.8788 .5912 y4=0.4264 fx=0.2275
y1=0.8455 y2=0.8819 .6145 v4=0.4227 £x=0.1865
y1=0.8382 y2=0.8850 L6378 v4=0.4191 fx=0.1457
y1=0.8308 y2=0.8881 .6609 y4=0.4154 fx=0.1051
y1=0.8233 y2=0.8912 L6840 y4=0.4117 £x=0.,0648
.8158 v2=0.8943 ¥ ~7070 v4=0.4079 fx=0.0248
.8082 y2=0.8973 vy . 7300 y4=0.4041 fx=-0.0148
.8005 y2=0.9004 7528 y4=0.4003 fx=-0.0540
.7928 y2=0.9034 L7756 y4=0.3964 fx=-0.0928
. 7850 y2=0.9064 .7983 y4=0.3925 fx=-0.1311
7771 y2=0.9095 ¥3=6.8209 y4=0.3886 fx=-0.1688
.7691 y2=0.9125 .8435 y4=0.3846 fx=-0.2060
L7611 v2=0.9155 .8659 y4=0.3805 fx=-0.2426
.7529 y2=0.9184 .8883 y4=0.3765 fx=-0.2787
L7447 v2=0.9214 L9107 y4=0.3724 fx=-0.3140
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