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Resumo

Os teoremas de Ascoli-Arzela oferecem os critérios (as condi¢oes necessarias e suficientes)
de compacidade relativa de conjuntos no espaco métrico das funcoes continuas definidos em
espacos métricos compactos, e também de conjuntos no espaco de Banach Cfa, b] das fungoes
continuas reais definidos no segmento [a;b]. Um conjunto em Cfa, b] é relativamente compacto
se e somente se é equicontinuo e equilimitado (a condi¢ao de equilimitagdo pode ser substituida
também pela condi¢do mais fraca de limitagao do conjunto num ponto).

Neste trabalho, generalizamos os critérios classicos de Ascoli-Arzela e suas consequéncias
para o espago C,la,b] das funcoes continuas com peso «. Deste modo, estabelecemos alguns
critérios novos e algumas condigoes suficientes de compacidade relativa de conjuntos no espaco

Cala,b).

Palavras-Chave: Espaco compacto, conjunto relativamente compacto, funcao do peso, espago
Cyla, b], conjunto a-equicontinuo, conjunto a-equilimitado, conjunto limitado num ponto.



Abstract

The Ascoli-Arzela theorems offer us the criteria (the necessary and sufficient ) of relative
compactness of sets in the metric space of continuous functions defined in compact metric
spaces, and also, in a more practical case , of sets in the Banach space C|a, b] of real continuous
functions defined in the segment [a; b], endowed with the max-norm. A set in C|[a, b] is relatively
compact if and only if it is equicontinuous and equilimited (the equilimitation condition can
also be replaced by the weaker condition limiting the set at a point).

In this work, we generalize the classical Ascoli-Arzela criteria and their consequences to the
space Cyla, b] of continuous functions with weight «. In this way, we establish new criteria and
some sufficient conditions for relative compactness of sets in the space C,[a, b].

Keywords: Compact space, relatively compact set, weight function, space C,la,b], set a-
equicontinuous, set a-equilimited, set limited to one point.
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Simbologias

) é o conjunto vazio;
x € A denota que x pertence ao conjunto A (isto &, x é um elemento de A);
x ¢ A denota que x nao pertence ao conjunto A;

A C B (ou B D A) denota que o conjunto A é um subconjunto do conjunto B (diz-se
também que A é contido em B), isto é, Vz (z € A = = € B);

P(X) é o conjunto de todos os subconjuntos do conjunto X;

X1 x Xy x...x X, denota o produto cartesiano dos conjuntos Xi, X», ..., X, definido
por X; X Xo X ... x X, ={(x1,29,...2) 1, € X; (1 =1,2,...,n)};

N ={1,2,...} & o conjunto dos numeros naturais;

Q, I, R e C sao os conjuntos dos niimeros racionais, irracionais, reais e complexos, res-
pectivamente;

inf f(t), sup f(t), max f(t), min f(¢) denotam, respectivamente, o infimo, o supremo, o
teT T teT teT

méaximo, o minimo de uma func¢do f : 7 — R (onde T é um conjunto nao vazio).

IP & o corpo associado a um espaco linear (P =R ou P =C) ;

R™, (C") é o espaco euclidiano real (complexo) n-dimensional dotado da norma euclidiana
I+ Il sendo [|z[] = \/[a1[? + 222 + ... + |2l

Int (M) denota o interior (o conjunto de todos os pontos interiores) do conjunto M num
espaco topologico;

M denota o fecho (o conjunto de todos os pontos aderentes) do conjunto M num espaco
topologico;

|- || ou || -], (v um simbolos qualquer) é uma norma num espago normado;

T(X,Y) (onde (X,d) e (Y, p) sdo espagos métricos compactos) é o espa¢o métrico com-
pleto, constituido de todas as funcbes f : X — Y, dotado da métrica poo(f,g9) =
sup p(f(2), 9());

zeX

C(X,Y) é o subespaco do epaco métrico T'(X,Y) constituido das fungbes continuas.

Cla,b] & o espago de Banach, constituido por fun¢oes continuas em [a,b] e dotado da
norma ||zl = max |z(t)|;
tela,b|

Cala,b] é o espago normado, constituido por fung¢des continuas em [a,b] com peso « :
|a; b[—]0, oo[, dotado da norma ||z||e o = max a(t)|x(t)].

)

[] denota fim de uma demonstracao.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Contextualizacao

Na Matematica, um dos dos conceitos mais importante ¢ da compacidade em espagos topolo-
gico. Este conceito permite descrever os espacos topologicos infinitos e de natureza continua por
meio de algumas caracteristicas finitas. O conceito de compacidade ¢ uma extensao topologica
das ideias de finitude e limitacao.

O estudo de espacos compactos teve o seu inicio no final do século XIX, pelas maos de Emile
Borel] e Henri Lebesguef] assim como, as observacdes acerca de intervalos fechados e limitados
da recta real. No século XX, a teoria dos espagos compactos recebeu um desenvolvimento
significativo, gracas a pesquisa de varios matematicos, entre os quais destacamos os nomes de
Pavel Alexandrov EL Andrey Tychonoﬂf_f] e Roman Sikorskiﬂ

O conceito de compacidade é importante em varios ramos da Matematica, tais como a
Analise Funcional e Equagoes Diferenciais. Exemplos concretos desta afirmacgao sao os teorema
de Schauder de ponto fixo ([6], [10]), os teoremas de imersio compacta [3], o teorema de Peand’|
sobre existéncia de solugoes de equagoes diferenciais nao lineares (|8, p.107-109]).

A Aplicacao em Anélise Funcional, o problema central é estabelecer as condicoes suficientes
de compacidade e de compacidade relativa de conjuntos em varios espacos funcionais. Trata-se
dos critérios em termos especificos destes espacos, diferentemente dos critérios gerais dos espa-
cos topolégicos ou métricos, da-nos o instrumento conveniente de verificacao de compacidade
(e de compacidade relativa) de conjuntos concretos em espagos funcionais. Para além disso, os
critérios de compacidade de conjuntos é uma ponte para verificacao de compacidade de varios
operadores lineares e nao-lineares em espacos funcionais. Por sua vez, a compacidade de ope-
radores tem mais importancia no estudo qualitativo e numérico dos modelos matemaéticos na
forma dos problemas para equacoes diferenciais, integrais e Equacoes diferenciais funcionais,
usando métodos modernos de Analise Funcional.

Um conjunto em um espaco métrico (em particular, espago normado) é relativamente com-
pacto se s6 se o seu fecho é compacto, ou, de outra maneira, um conjunto é compacto, se e
somente se é relativamente compacto e fechado. Deste modo, a verificar de compacidade con-
siste em duas partes: verificar se o conjunto é relativamente compacto e se é fechado. Para

'Felix Edouard Justin Emile Borel (1871—1956) — matematico Frances
2Henri Léon Lebesgue (1875-—1941) — matemético Franceés

3Pavel Sergeyevich Alexandrov (1896—1982) — matemético Russo
4Andrey Nikolayevich Tychonoff (1906—1993) — matemético Russo
®Roman Sikorski (1920-—1983) — matematico Polonés

6Guiseppe Peano (1858—1932) — matemaético Italiano
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verificar se um conjunto M em um espaco métrico X é fechado é suficiente, verificar se todos
os pontos aderentes de M pertencem a M ou seja, se o limite em X de qualquer sucessao con-
vergente dos pontos de M pertence ao mesmo M. Nao existe nenhum elemento especifico para
verificacao desta propriedade nos espacgos funcionais concretos. Em diferenca disto, para cada
um dos espacos funcionais, os critérios de compacidade relativa de conjunto sao formulados em
termos especificos, e sao diferentes para espacos distintos. Entao, no estudo de compacidade
em espacos funcionais concretos, sao importantes, no primeiro lugar, os critérios e as condig¢oes
suficientes de tal propriedade de conjunto como compacidade relativa. Isto justifica, porque no
titulo do nosso trabalho trata-se de compacidade relativa de conjuntos, e nao de compacidade.

Actualmente, sao conhecidos os critérios de compacidade relativa de conjuntos em muitos
espacos normados: em R", em espagos de sucessoes [, ¢, ¢y, em espagos das fungoes continuas
e em espacos de funcoes integraveis a Lebesgue L, e em varios outros. O leitor pode ver esses
critérios, por exemplo, em [4], [8], [10].

Estudando a literatura sobre o tema, chegamos a conclusao de que, talvez, entre todas
as classes de espacos funcionais, a compacidade tenha sido estudada de forma mais completa
e detalhada nos espacos de funcoes continuas. Os critérios correspondentes sao chamados
dos teoremas de Ascol{’}Arzeld¥] em homenagem aos matematicos que obtiveram os primeiros
resultados nessa direccao.

Existem teoremas de Ascoli-Arzela na forma generalizada para o espago C'(X,Y") das fungoes
continuas f : X — Y onde X e Y sao espagos espacos topologico. Também sao conhecidas os
teoremas para o caso do espago de Banachf] Cla, b] das fungdes continuas z : [a;b] — R dotado
de max-norma, que sdo muito tteis para aplicacoes, veja, por exemplo, [4], [8] e [10].

No estudo das equacoes diferenciais funcionais singulares um dos métodos é o uso dos espagos
funcionais com pesos. Também, nos problemas de autovalores para equacoes diferenciais, é 1til
considerar tais problemas em espacos funcionais com pesos . Uma generalizacao do espaco
Cla,b] & o espago com peso Cy[a,b]. Dada funcao continua « :Ja;b[— R o espaco de Banach
Cyla, b] consiste em fungoes continuas x :]a; b[— R tais que a fungdo ax admite a prolongagao
continua em [a; b], dotado das operagoes algébricas usuais e da norma

e = mats a(®la(t)]
Apesar da importancia do espago C,[a, b] para aplicagbes, nds ndo encontramos na literatura
os critérios de compacidade relativa de conjuntos neste espaco. Por isso, o presente trabalho
tem como foco principal de preencher a esta lacuna e apresentar os critérios de compacidade
relativa de conjuntos no espago de Banach C,[a, b], junto com varias consequéncias, relacionas
com alguns tipos especiais com pesos. Os resultados estabelecidos no trabalho nesta direcao
sao proprios, e aparentemente novos.

TGiulio Ascoli (1843—1896) — matemético Italiano
8Cesare Arzela (1847-—1912) — matematico Italiano
9Stefan Banach (1892-—1945) — matemético Polonés
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1.2 Estrutura do trabalho

O trabalho consiste em quatro capitulos, sendo o primeiro constituido pela Introducao,
segundo o desenvolvimento do tema, o terceiro as Conclusoes e Recomendacoes e por fim o
terceiro a Bibliografia.

No segundo capitulo fazemos a revisao das estruturas basicos da Topologia e de Analise
Funcional, tais como espacos topologicos, espacos métricos, espagos normados e de Banach
e elementos da teoria de operadores lineares. A descricao destas estruturas servem de pré-
requisitos para o estudo de compacidade. Para a descricao dos elementos bésicos da teoria dos
espacos topologicos e métricos nos baseamos nas obras [5]-[9], [13], [I4], para a descri¢ao dos
elementos da espacos normados e de operadores lineares nos baseamos nas obras [1], [4], [8] e
[10].

No terceiro capitulo é apresentada a revisao da teoria de espacos compactos, também con-
juntos compactos e relativamente compactos. Sao descritas tal como as propriedades gerais
relacionadas com a compacidade em espacgos topologicos, assim como as propriedades especi-
ficos para os espagos métricos e, consecutivamente, para os espagos normados. Utilizamos as
obras citadas no pardgrafo anterior, e também a revisao da teoria dos espagos compactos feita
no trabalho [IT].

O terceiro capitulo ¢ principal no trabalho, caracterizemos o seu contetido pelas seccoes.

Na secgao [4.1|apresentamos o critério conhecido (teorema de Ascoli-Arzeld) de compacidade
relativa de conjuntos no espago métrico C'(X,Y), onde X e Y sdo espagos métricos compactos.
Usamos a demonstragdo em [8], mas apresentamos com detalhes preenchendo os elementos
marcados em [8] no nivel de ideias.

Na seccgao [4.2| apresentamos o critério conhecido de compacidade relativa de conjuntos no
espaco de Banach Cf[a,b] ([6],[8],[10]). Também apresentamos o teorema de Ascoli-Arzela em
duas formas (usando a condigao de equilimitacao e a condi¢ao de limita¢ao num ponto). Dife-
rentemente da demonstracao direto apresentado em [8], usamos o método baseado no critério
da seccao anterior e acompanhamos os resultados com a descricao, interpretagao das condicoes
de equilimitagao e de equicontinuidade, junto com os exemplos préprios e com varios corolarios.

Na seccao sao definidos os espagos com pesos C,[a, b] e apresentados propriedades destes
espacos, também é feito comparagao dos espacos com varios pesos, em particular com espacos
sem peso Cla,b] (que, no entanto, é o caso particular de C,[a,b] que corresponde ao peso
a(t) = 1). Sao apresentadas teoremas basicas sobre imersao, isomorfismo e isometria linear em
espacos Cyla,b], que sao acompanhados dos exemplos. A teoria dos espagos C,la,b] nao foi
encontrada na forma explicita em fontes bibliograficas. Nao ousariamos dizer que os resultados
sao completamente novos, mas é certo que foram feitos de forma independente e sao proprios. Na
elaboracao dos resultados da sec¢ao usamos ideias de estudo dos espagos das fungoes integréveis
com peso no trabalho [12].

Na seccao |4.4] sao apresentados os resultados principais do trabalho: critérios de compaci-
dade relativa de conjuntos nos espacos de fungoes continuas com peso C,la, b, algumas con-
sequéncias e teoremas especificos de comparagao com critérios para espago Cla,b], por varios
classes de pesos. Sao apresentadas os contra-exemplos que ilustram a impossibilidade de me-
lhoria das condigoes dos teoremas. Todos os resultados da seccao sao novos e proprios.
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1.3 Objectivos

1. Objectivos gerais:

(a) Revisar os critérios de compacidade relativa de conjuntos nos espacos de funcoes
continuas.

(b) Estabelecer novos critérios de compacidade relativa de conjuntos nos espagos de
funcoes continuas com peso.

2. Objectivos especificos

(a) Apresentar exemplos de conjuntos que ilustram as condiges de equilimitagao e de
equicontinuidade de conjuntos no espaco Cla, b].

(b) Demonstrar a forma do teorema de Ascoli-Arzela em que a condigao de equilimitagao
¢é substituida pela condicao mais fraca de limitacao num ponto e apresentar algumas
consequéncias do teorema de Ascoli-Arzela.

(c) Conceptuar os espacos de fungoes continuas com peso C,[a, b] e apresentar as suas
propriedades bésicas.

(d) Investigar os teoremas de comparacdo da compacidade relativa de conjuntos nos
espagos com peso C,a, b] e sem peso C|a, b].

1.4 Metodologia

De forma pedagogica e didatica no presente trabalho, fazemos o uso de elementos da Logica
e Teoria de conjuntos, Topologia, Andlise Funcional, tendo como base as obras indicadas nas
referéncias bibliograficas. A redaccao final da tese é feita usando o editor de texto EIEX2. e
para apresentacao de figuras, serd usado o software GeoGebra Classic 5.0.



Capitulo 2

Espacos topologicos, métricos e normados

2.1 Espacos topolbgicos

Na presente seccao, faremos apresentacoes de algumas definicoes basicas. as definicoes
basicas e propriedades dos espacos topologicos que serao usados durante o desenvolvimento
deste trabalho. As demonstragoes de algumas propriedades sao omitidas, para mais detalhe ver
as obras [5]-[8], [13] e [14].

Seja X um conjunto nao vazio.

Definicao 2.1.1. [[5],p.8-9] Denomina-se topologia sobre X um conjunto 7 C P(X) (uma
familia de subconjunto de X) satisfazendo as seguintes propriedades:

(T1) O proprio conjunto X e ) pertencem & 7.

(T2) A unido de qualquer familia (finita ou infinita) de conjuntos que sdo elementos de 7 é um
elemento de 7.

(T3) A intersecgao de qualquer familia finita de conjunto que sdo elementos de 7 é um elemento
de .

As condigoes (T1), (T2) e (T3) denominam-se axiomas da topologia.

Observacgao 2.1.2. O axioma (T3) é equivalente ao axioma (T3)*: se A, B € 7 entdo ANB €
T

Definicao 2.1.3. O conjunto X junto com a topologia 7 chamam-se espaco topolégico
ou seja, a dupla (X,7) é denominado espago topologico. Assim sendo, os elementos do X
chamam-se pontos, os elementos do conjunto 7 sao conjuntos abertos e seus complementos sao
denominados conjuntos fechados em X.

Exemplo 2.1.4. As duplas (X,7) e (X, 74), onde 7, = {0, X} e 74 = P(X) sdo espagos
topologicos. As topologia 7, e 7, denominam-se por discreta e trivial.

Exemplo 2.1.5. Consideremos o conjunto X = {a,b,c}. A familia de subconjuntos de X
definida como 7 = {0, {a}, {b},{a,b},{a,c}, X} representa uma topologia visto que, obedece
os axiomas de topologia.

Definicao 2.1.6. Dadas duas topologia 7, e 75 sobre conjunto X definindo dois espacos topo-
logicos, T1 = (X, 1) e Ty = (X, 73), diremos que a topologia 71 é mais forte ou mais fina que
a topologia 7, se 7, C 11. Diz-se também que 75 é mais fraca ou mais grossa que 7. Por
outro lado, as topologia 7 e 7, nao sao comparével se, 7, nao for mais forte nem mais fraca do
que 1o (11 € 72 e T2 ¢ 71) mas se a topologia 7; for mais forte que 75 e 75 for mais forte que 7
(11 C o e Ty C 1) entdo 13 = To.



Contetdo 6

2.1.1 Tipos de pontos e operacoes nos espagos topologicos
Seja (X,7) um espago topologico.

Definigao 2.1.7. [8] Denomina-se vizinhanga de um elemento x € X qualquer conjunto
aberto que o contém.

O conjunto de todas as vizinhancas de x € X chama-se sistema de vizinhancas de x e é
representa-se por O(x).

Definicao 2.1.8. Denomina-se vizinhanca de um conjunto F' C X a qualquer conjunto aberto
que o contém. O conjunto de todas as vizinhangas de F' representa-se por O(F).

Sejam A um subconjunto de X e x € X.

Definicao 2.1.9. 1. z chama-se ponto interior de A se existir uma vizinhanca V de x tal
que V C A.

2. x chama-se ponto aderente de A se qualquer vizinhanca de x contém pelo menos um ponto
do conjunto A.

3. x chama-se ponto de acumulagao de A se qualquer vizinhanca de x contem pelo menos um
ponto diferente de = do conjunto A.

4. x chama-se ponto de fronteira de A se nao for interior nem exterior de A. Ou seja, qualquer
vizinhanga de = tem intersec¢do nao vazia com A e com X\ A.

Seja X um espaco topoldgico e A C X.

Definigao 2.1.10. 1. O Interior de A é o conjunto de todos pontos interiores do conjunto A
e representa-se por Int(A).

2. O Fecho de A é o conjunto de todos pontos aderentes do conjunto A e representa-se por A.
3. O conjunto Derivado de A é o conjunto de todos pontos de acumulagao do conjunto A e
representa-se por Der(A).

6. A Fronteira de A é o conjunto de todos pontos da fronteira do conjunto A e representa-se
por Fr(A).

2.1.2 Topologia gerada pela familia de conjuntos e conceito da base

Seja X um conjunto nao vazio.

Lema 2.1.11. Dado um conjunto das topologias 7, (o« € I) em X. A familia dos conjuntos
Nacr Ta € também topologia em X. Veja a Demonstracao em [§]

Teorema 2.1.12. Dado £ C P(X), eziste a topologia minima 7(§) que contem &, ou seja, uma
familia de conjuntos 7(§) satisfazendo as segquintes propriedades:

a) 7(&) € uma topologia em X e 1(§) D E.

b) Se T é uma topologia em X e T D & entao T D 7(§).

A topologia minima que contem & determina-se unicamente pela formula: 7(§) = ({7 : 7 €
topologia em X e T D &}.

Defini¢ao 2.1.13. Dado £ C P(X) a topologia minima 7(§) que contém a familia £ chama-se
topologia gerada por familia &.

Exemplo 2.1.14. Se £ é uma coleccao de todos os intervalos abertos na recta numérica R. A
topologia gerada por { é chamada de topologia padrao em R, que denotaremos por 7,.
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Lema 2.1.15. Seja & C P(X), entao:
a) 7(7(£)) = 7(£);

b) T(§) =& se e sd se & € uma topologia.
A demonstracdo deste lema pode ser encontrada em [7, p.34-35].
Seja X um espaco topolégico com a topologia 7.

Definigao 2.1.16. [I4] Base da topologia 7 (ou do espaco topoldogico (X, 7)) é um subsistema
de conjuntos abertos B C 7 tal que qualquer conjunto aberto pode ser representado como uniao
de alguns conjuntos do subsistema B.

Observagao 2.1.17. O facto de que B é uma base do espaco topologico (X, 7) pode ser escrito
de modo simbdlico: BC 7e (Vg e71) (3B C B): G=J{U :U € B}
Notemos que () & aberto e pode ser representado como uniao vazia () = |J{U : U € 0}.

Proposicao 2.1.18. Qualquer topologia € a topologia gerada pela sua base. Mais detalhada-
mente, se B € uma base da topologia T entdo T = T(B).

Teorema 2.1.19.(Critério 1) [8, p.12-13] Uma familia B C T é uma base da topologia T se
e somente se (Vox € X)(VV € O(x))(3U € B) :x € U C V.

Teorema 2.1.20.(Critério 2)/8, p.12-13] Uma familia B de subconjuntos de X €é uma base
de uma topologia em X se e somente se satisfaz a sequintes condigoes:

(B1) (Vx € X)(3U € B) : z € U;

(B2) se x pertence a intersec¢ao de dois elementos Uy, Uy de B, entdo existe um elemento U
de B tal que, x € U C Uy N Us.

Teorema 2.1.21,(Critério 3)/8, p.12-13] Uma familia B de subconjunto de X € uma base de
uma topologia T em X se e somente se satisfaz as sequintes condicoes:

(B1)* X ¢ a uniao de todos os elementos de B;

(B2)* YU,,Uy € B a intersecgao Uy N Uy pode ser representado na forma de uma uniao de
conjuntos da familia B.

Exemplo 2.1.22. Consideremos o conjunto X = {1,2,3,4,5,6,}. A familia

= {0,{1},{1,2},{3,4},{1,5},{1,2,5},{1,2,3,4},{1,3,4},{1,3,4,5}, X} é uma topologia
em X. Pela Defini¢ao [2.1.16] ou pelo Critério 1 concluimos que B = {{1}, {1, 2}, {3,4},{6,5}}
¢ uma base da topologia 7.

Exemplo 2.1.23. Se X é um conjunto nao vazio, a familia de todos os subconjunto unitarios
(que tem um so elemento) é um a base para topologia discreta.

Exemplo 2.1.24. Em R, as familias de conjuntos B = {|a;b[: a,b € R, a < b} e By =
{lr —=1/n;r+1/n[: v € Q, n € N} sao bases da topologia padrao 7,. Notemos que By C B e
By é¢ uma base enumeravel (ver a Defini¢ao [2.1.55| na Subseccao [2.1.5]).

Definicao 2.1.25. Seja X um espaco topologico e S uma familia de subconjuntos de abertos

de X. Diz-se que § ¢ uma sub-base de X se a familia de todas interseccoes finitas de elementos
de S forma uma base para X.

Exemplo 2.1.26. Em R, dado a > 0 fixo, a familia S = {]z;z + a[: € R} (a familia dos
intervalos abertos de comprimento a) é uma sub-base da topologia padrao 7,.

Defini¢ao 2.1.27. Sejam X um espago topologico e x € X. A subfamilia B(z) de O(z) tal
que, cada elemento de O(z) contem um elemento B(z) chama-se base no ponto z do espaco
X.

Exemplo 2.1.28. Em (R, 7,), e dado a € R, a familia {Ja — 1/n;a + 1/n[: n € N} é uma base
no ponto a.
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2.1.3 Subespago de um espago topolégico e produto topolégico

Sejam (X, 7) um espago topologico e A C X e a familia 74 dos subconjunto de A constituida
de todas as intersecgoes ANV onde, V € 7.

Lema 2.1.29. 74 € uma topologia em A.

Demonstracao. Notemos que N A=0e ANX = A, deste modo, ) e A pertencem a 74.

Consideremos os elementos U; € 74,1 € I. Existem V; € 7 tal que U; = V;N A, i € I. Temos
que V = igf‘/; ertel = iLgJI U, = igj(Vi NA)=VnNA,tal que U € 74. Desta forma, qualquer
uniao de elementos de 74 é um elemento de 74.

Vejamos que (VNA)N(UNA) = (UNV)NAesendo U,V elementos de 7, entao (UNV)NA
¢ um elemento de 7. Deste modo, se U,V € 74 entao U NV € 74.

E provamos que a familia 74 de subconjuntos de A satisfaz os axiomas (T1), (T2) e (T3)*
da topologia. Portanto, 74 é uma topologia em A. O]

Defini¢ao 2.1.30. 1. O espaco topologico (A, 74) chama-se subespago do espago topologico
(X, 7).
2. A familia 74 diz-se topologia induzida da topologia 7 no conjunto A.

Proposicao 2.1.31. [0, p.10-15] Um conjunto F € fechado no subespaco A C X se e somente
se F=ANE, onde E¢ um conjunto fechado no espaco X.

Teorema 2.1.32. (1], p.20-24] Sejam B uma base no espaco topoligico (X,7) e A C X. A
famdlia de conjuntos By = {GNA:G € B}\{0} ¢ uma base da topologia induzida 7.

Defini¢ao 2.1.33. Um subespago A C X chama-se subespago aberto (fechado) se A é
conjunto aberto (fechado, respectivamente) em X.

Definigao 2.1.34. [I3| p.16-17] Dados conjuntos Xi, Xs, ..., X,, define-se produto carte-
siano destes conjuntos ao conjunto X; X Xo X ... X X,, = {(z1,29,...2,) : ¥y € X; (i =
1,2,...,n)}.
Definicao 2.1.35. A topologia do produto no produto cartesiano X; x Xy x ... x X, dos
espacos topologicos X, X, ..., X, é a topologia que tem como base a coleccao B de todos os
conjuntos da forma U; x Uy X ... x U,, onde U; é um aberto em X;, para cadai=1,2,...,n.
A base B chama-se base canénica da topologia do produto.
Teorema 2.1.36. [8, p.17-18] Se, para cada i = 1,2,...,n, B; € uma base da topologia num
espago topoldgico X;, entao {Vi x Vo x .. xV, : V; € B; (i = 1,2,...,n)} é uma base para
topologia do produto em X1 X Xo X ... X X,,.
Exemplo 2.1.37. Sejam X = {1,2,3}, 7, = {0,{1}, X}, e seja P o produto topologico de
(X, 1) por (X, 7).
E conveniente fazer o esboco de P na forma de 3 x 3 matriz. Vamos usar as designacoes
dos elementos de P, escrevendo ts em vez de (¢, s). Entdo, a base canonica B da topologia do
produto P é:

B={0{1} x {1},{1} x X, X x {1}, X x X} = {0, {11}, {11,12,13},{11,21, 31}, X?}.
A topologia 7 é constituido de todas a unides dos elementos de B, isto é:
= {0, {11}, {11,12,13},{11,21,31},{11,12, 13,21, 31}, X*}.

Exemplo 2.1.38. Seja o espaco topologico R com topologia padrao. A topologia do produto
RxRx...xR = R", chama-se topologia padrao ou topologia euclidianaﬂ tem como

-~
n

'Euclides (325265 a.c.) — matematico Grego
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base candnica a coleccao de produtos Uy x Uy x ...U, onde U; Sao conjuntos abertos em R
(para cada i =1,2,...,n).

Pelos Teorema o Exemplo a familia de conjuntos {]a;;b;[: a;,b; € R, a; <
b; (i=1,2,...,n)} é uma outra base do espago euclidiano R".

por outro lado, a topologia padrao na recta R e a topologia induzida sobre a mesma recta
como subespago do espago euclidiano R?, associa-se a R ao subconjunto {(z,0): z € R} C R

Observacao 2.1.39. Sempre no trabalho, quando nao for escrita a condicao especial, nos
conjuntos R e R" considera-se a topologia padrao, e nos seus subconjuntos a topologia induzida
da padrao.

2.1.4 Aplicacoes continuas. Homeomorfismo

Sejam X e Y espacos topolégicos com topologias 7x e 7y, respectivamente. Seja f : X — VYV
uma func¢io (aplicagio).

Defini¢ao 2.1.40. |Continuidade em um ponto| A fun¢do f chama-se continua no ponto
xr € X se para cada vizinhanga V' de f(x) existe uma vizinhanga U de x tal que, f(U) C V.

Defini¢ao 2.1.41. |[continuidade| A fun¢do f chama-se continua no conjunto M C X se f
é continua em todos os pontos de M.
A funcdo f chama-se continua se f é continua em X.

Teorema 2.1.42. [T], p.90-91] A funcao f € continua se e somente se a pré-imagem de
qualquer conjunto aberto em'Y € um conjunto aberto em X, isto é, (VG € 1v) f~HQ) € 7x).

Corolario 2.1.43. Seja S uma sub-base de' Y (em particular, uma base de Y ). A funcao f é
continua se e somente (VG € §) o conjunto f~1(G) € aberto em X.

Corolario 2.1.44. A f ¢ continua se a pré-imagem de qualquer conjunto fechado em Y € um
conjunto fechado em X.

Exemplo 2.1.45. Em R, consideremos as topologia 7. = {0, R} U {Ja;o0[: @ € R} e 7_ =
{0,R}U{] — oc;al: a € R} e f(x) = —23. Notemos que, f é continua como fungao de (R, 7,)
em (R, 7_) visto que: Va € R, f71(] — oo;a)=]/—a; o0[€ 7.

Mas, f nao é continua como fungao de (R,7_) em (R,7_), visto que: se a € R temos

f7H(J = oosal) =]V/—a; 00[¢ .

Figura 2.1: Para a funcao f(z) = —22 temos f~1(] — oo;al) =|/—a; oo

Proposicao 2.1.46. Se X ¢ um espaco topoldgico munido da topologia discreta entdo para todo
espaco topologico Y, qualquer funcao f de X em Y é continua.



Contetdo 10

Demonstracao. Sejam f : X — Y sendo que 7x = 74 e Ty qualquer topologia. Portanto,
segundo a definigao 74 é um sistema de todos os subconjuntos de X entdao VG € v : f71(G) €
Td- ]

Proposicao 2.1.47. A composicio de duas func¢oes continuas € uma funcdo continua.

Demonstracao. Sejam (X, 7x), (Y,7y), (Z,77) espacos topologicos, as fungoes f : X — VY,
g Y — Z sao continuas. Definamos a funcao h : X — Z por h = go f. Seja W € 74. Pelo
Teorema [2.1.42 temos que V = g~} (W) € 7y e U = f~1(V) € 7. Entéo,

W W) = (go ) ' (W) = fHg (W) = [(V)=U € rx.
Aplicando de novo o Teorema [2.1.42] concluimos que a funcao h é continua. O

Proposicao 2.1.48. Sejam dados espacos topoldgicos X, Y, Z e as funcoes f : X — Y,
g: X =Y. A funcao "vectorial” h: X — 'Y x Z, definida por h(z) = (f(x),g(x)) € continua
se e somente se ambas funcoes coordenadas [ e g sao continuas.

Demonstracao. Seja h continua. Se U é um conjunto aberto em Y entao, pela definicao da
topologia do produto temos que U x Z é aberto em Y X Z. Pelo Teorema [2.1.42] 0 conjunto
h=Y(U x Z) & aberto em X. Daqui e da igualdade

O ={reX: fx)eUl={rveX: f(z) eUNg(x) e Z}=h" (U x Z)

segue que o conjunto f~'(U) é aberto em X. Pelo Teorema a funcao f é continua. A
continuidade de g demonstra-se de modo analogo.

Reciprocamente, sejam as funcoes f e g continuas. Sejam U e V' conjuntos abertos em Y e
Z. respectivamente. Da continuidade de f e g, segue pelo axioma T3 que o conjunto

R UXxV)={zeX: fla) eUNg(x)eV}=fHU)Ng (V)

é aberto em X. Pela definicao da topologia do produto e pela Proposicao [2.1.43| a funcao h é
continua. O

Defini¢ao 2.1.49. Uma funcao f : X — Y bijectiva, continua e com inversa f~! continua
(uma fungao biunivoca e bicontinua) é chama-se de homeomorfismo dos espaco X e Y, isto
é, X e Y sao ditos homeomorfos.

Observacao 2.1.50. Existe a aplicacao bijectiva e continua que nao sao homeomorfos.

Exemplo 2.1.51. Seja a funcao f : [0;2n[— S* = {(z,y) € R*,z? + y* = 1} definida por
f(t) = (cost,sent). Notemos que, a funcao f:
a) é bijectiva (verifica-se diretamente a injectividade e sobrejetividade);
b) é continua visto que, para todo G aberto em S' o conjunto f~!(G) é aberto em [0; 27;
¢) tem a fungao inversa f~! que ndo é continua.

Proposicao 2.1.52. Seja f : X — Y uma funcgao bijectiva e continua. f € um homeomorfismo
se e somente se G € Tx = f(G) € 1y isto €, se a imagem de qualquer conjunto aberto é aberto.

Teorema 2.1.53. Seja f : X — Y uma funcdao bijectiva. Sao equivalentes as sequintes afir-
macoes:

(a) A funcao f € um homeomorfismo;
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(b) Um conjunto U C X € aberto em X se e somente se f(U) é aberto em Y;
(c) Um conjunto E C X € fechado em X se e somente se f(E) € fechado em Y;
(d) f(Int(A))=1Int f(A) (VACX).

Definicao 2.1.54. Uma propriedade sobre espacos topoldgicos diz-se propriedade topolé-
gica se conserva sob os homeomorfismos. Isto é, se uma proposi¢ao é valida para um espaco
topologico X entao serd também vélida qualquer que seja espago topologico homeomorfo a X.

2.1.5 Axiomas de enumerabilidade. Espacos de Hausdorff

Definicao 2.1.55. Diz-se que um conjunto X é enumeravel no sentido préprio se existe
uma correspondéncia biunivoca entre X e o conjunto dos ntmeros naturais N = {1,2,...}.
Diz-se que X é enumeravel se X for finito ou enumerével no sentido préoprio.

Proposicao 2.1.56. [propriedades de conjuntos enumeraveis|

a) Se A C B e B ¢ enumerdvel entio A é enumerdvel;

b) Se A C B e A nao é enumerdvel entio B nao é enumerdvel;

¢) Uma unidgo enumerdvel dos conjuntos enumerdveis é um conjunto enumerdvel;

d) Um produto cartesiano finito X = X7 X Xo X ... X X,, € um conjunto enumerdvel se e
somente se cada um dos factores X; € um conjunto enumerdvel;

e) Se X infinito € enumerdvel no sentido proprio entdo o conjunto P(X) nao é enumerdvel.

Exemplo 2.1.57. Os conjuntos (), {a}, N, o conjunto Z dos ntimeros inteiros, o conjunto Q
dos niimeros racionais, também Q" sdao enumeraveis.

Qualquer intervalo aberto ]a; b] (também os intervalos semiabertos e fechados caso a < b),
os conjuntos dos numeros irracionais, reais e também R” sao nao enumeraveis.

Seja X um espaco topologico.

Definicao 2.1.58. Diz-se que X satisfaz o 1° axioma de enumerabilidade se qualquer
ponto de X tem uma base enumeravel ou seja, se para cada elemento x € X existir uma base
enumeravel em .

Definicao 2.1.59. Diz-se que X satisfaz o 2° axioma de enumerabilidade se existir uma
base enumeravel da topologia em X, ou seja, se X tiver uma base enumeréavel.

Defini¢ao 2.1.60. Diz-se que um subconjunto A C X é totalmente denso (denso em X) se
A=X.

Definicao 2.1.61. Um espaco topologia X chama-se separavel se existir subconjunto enume-
réavel e totalmente denso.

Proposicao 2.1.62. Se um espaco topoldgico satisfaz o 2° azioma de enumerabilidade, entao
satisfaz o 1° azioma de enumerabilidade e é separdvel.

Exemplo 2.1.63. R satisfaz o 2° axioma de enumerabilidade. De facto (ver o exemplo ,
By = {]r — 1/n;r 4+ 1/n[: r € Q, n € N} & uma base da topologia padrao em R, e a funcao
f(r—1/n;r+1/n]) = (r,n) é uma correspondéncia biunivoca entre Bj e conjunto enumeravel
Q x N.

Em particular, R é separavel. Isto segue da Proposi¢ao 2.1.62] ou do facto que o conjunto
enumeravel Q é denso em R.



Contetdo 12

Exemplo 2.1.64. R satisfaz o 2° axioma de enumerabilidade. De facto, dos Teorema [2.1.36] e
exemplo [2.1.24 segue que a familia de conjuntos {Vi; x Vo x ... x V,): V; € By (i = 1,2,...,n)}
(onde By é definido no exemplo anterior), é uma base enumeravel de R™. Notemos também,
que R™ & separavel, e o conjunto enumeravel Q™ é denso em R".

Proposicao 2.1.65. Sejam X,Y espacos topologicos e f : X — Y uma aplicacao continua. Se
X € separdvel entao f(X) com topologia induzida de Y também é separdvel.

Definigao 2.1.66. Diz-se que um espaco topologico X ¢ espacgo de Hausdorﬂﬂ se quaisquer
dois elementos x,y € X, tem vizinhancas disjuntas, isto é, (Vz,y € X)(3U € O(z))(3V €
O(y)): UNV =0.

Exemplo 2.1.67. Os espacos R" e qualquer espaco topolégico com a topologia discreta 74 sao
espacos de Hausdorff.

O espaco (R,7;) onde 7, é a topologia trivial, ndo é espaco de Hausdorff. (R,7) onde
7 = {0,R} U {Ja;00[: a € R} nao ¢é espaco de Hausdorff. De facto, seja z,y € R, x; < yp e
Ue€ O eV e O(y), Temos que U = R ou U =|a;o0] onde a < z, e também V = R ou
V =]b; 00[ onde b < y, tal que U NV # ().

2.2 Espacos métricos

2.2.1 Nocao de espaco métrico

Definig¢ao 2.2.1. [14] Sejam X um conjunto nao vazio e p(z,y) uma fungao real definida sobre
X x X. O conjunto X junto com a funcao p chama-se espaco métrico se a funcao p satisfaz
as seguintes condicgoes:

M1: p é nao negativa (Vz,y € X p(z,y) > 0), mais ainda, p(x,y) =0 < x = y;

M2: p(y,z) = p(z,y) com z,y € X; (simetria);

M3: p(x,2) < p(z,y) + p(y, z) com z,y,z € X (propriedade triangular).
Neste caso a fungao p(z, y) chama-se métrica ou distancia no espago métrico X. As condigoes
M1, M2 e M3 chamam-se axiomas de métrica.

Exemplo 2.2.2. Seja X conjunto nao vazio e com z,y € X. Fazendo

plz,y) = {0’ ey (2.1)

1, caso contrario

Notemos que este, ¢ um espago métrico visto que cumpri com as axiomas de métrica e é
denominado por espaco dos pontos isolados ou espaco discreto.

Exemplo 2.2.3. Conjuntos dos niimeros reais R = R! munido da distancia:

plr,y) = |z —yl. (2.2)
Fornece-nos um espaco métrico. A métrica (2.2)) chama-se métrica padrao em R.

Exemplo 2.2.4. O conjunto R™ munido da distancia

(2.3)

Felix Hausdorff (1868 —1942) — matemético Alemao
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fornece-nos um espago métrico. A métrica (2.3) chama-se métrica euclidiana ou métrica
padrao em R". O R" dotado da métrica euclidiana chama-se espaco euclidiano.

Defini¢ao 2.2.5. Dado um conjunto M em um espago métrico (X, p) o didmetro de M
denotado por diam(M) define-se por
diam(M) = sup p(z,y).
z,yeM
M chama-se limitado se diam(M) < oco. O espago (X, p) chama-se limitado se X como
conjunto ¢ limitado.

Observagao 2.2.6. O espaco discreto X ¢ limitado, pois diam(X) = 1. O espago euclidiano
R™ (em particular, o espaco R com a métrica padrao) nao é limitados, pois diam(R") = cc.

Exemplo 2.2.7. Dado um conjunto X # () e dado espago métrico (Y, p) a totalidade de todas
as fungoes f: X — Y tais que o conjunto f(X) = {f(x): x € X} é limitado em Y, munido da
distancia

pec(f,9) = sup p(f(x), f(y)),
fornece um espago métrico, que denotemos por T'(X,Y). O espaco métrico T'(X,Y") é limitado,
se e somente se o espaco Y é limitado.

Definicao 2.2.8. [[5],p.24] Num dado espago métrico X com x € X e ¢ > 0, denomina-se bola
aberta B(z,e) ou B.(x) de centro z e raio £ o conjunto dos pontos y € X que satisfazem a
condi¢ao p(x,y) < . E denomina-se bola fechada D(x,¢) ou D.(z) o conjunto dos pontos
y € X para os quais se cumpre p(z,y) < ¢.

Exemplo 2.2.9. Seja X = R um espaco métrico, com p(z,y) = | — y| entdo: B(x,e) =
|x —e; 2 + €|, isto é, as bolas abertas sao os intervalos abertos.

Exemplo 2.2.10. Seja o espago euclidiano R%. Geometricamente, uma bola aberta B(z, ) no
plano cartesiano representa-se um circulo aberto com o centro no ponto z = (ry, ;) € R? do
raio €.

De modo anélogo, considerando o espago euclidiano R3, uma bola aberta B(x, ) no espago
cartesiano representa-se uma bola aberta no sentido da figura geométrica espacial, com o centro
no ponto r = (1, T2, r3) € R? do raio .

Notemos que o termo "bola" em qualquer espago métrico é motivado desta interpretacao
geométrica no espago R3.

Proposicao 2.2.11. [[11],p.14] Um conjunto em um espago métrico € limitado se e somente
se € conlido em uma bola.

Proposicao 2.2.12. As bolas abertas num espago métrico formam uma base para uma topologia
no espaco métrico, chamada de topologia métrica.

Demonstragao. Seja (X, p) um espago métrico e B = {B.(z): z € X, ¢ > 0}.
1. Claramente que, |J,. B(z,1) = X.
2. Seja z € B(x,e,) N B(y,e,). Entao ¢ = min{e, — p(z,2),¢, — p(y, 2)} é um namero
positivo e temos:
B(z,e) C B(x,e;) N B(y, &y).
De facto se w € B(z,¢) entao
p(w,7) < p(w, ) + plz,7) < £+ plz,) < £ — p(2,2) + plz,7) = 2,

logo, w € B(x,¢e,). De forma analogo, w € B(y, ¢,).
Segundo o Teorema [2.1.20] o conjunto B é uma base duma topologia em X. O]
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Observacao 2.2.13. Segundo Proposicao [2.2.12] qualquer espago métrico é um espaco topolo-
gico (com a topologia métrica). Deste modo, a qualquer espaco métrico podem ser aplicadas
varias nogoes e proposicoes da teoria dos espagos topologicos.

Proposicao 2.2.14. [[T]],p.13-1/] Num espago métrico X, qualquer bola aberta B(x,c) é um
conjunto aberto e qualquer bola fechada D(x,c) é um conjunto fechado.

Observacgao 2.2.15. Apesar da Proposicao [2.2.14] num espaco métrico nem sempre é verdade
que a bola fechada coincida com o fecho da bola aberta. Por exemplo, no espaco discreto (R, 74)
temos que B;(0) = B1(0) = {0} mas D;(0) = R, tal que B1(0) # D;(0).

Proposicao 2.2.16. Num espaco métrico X, qualquer que seja x € X a familia de conjuntos
B(z) = {B.(z): € > 0} (a familia de bolas abertas com centro em x) é uma base no ponto x do
espago topoldgico X (com a topologia métrica).

Proposicao 2.2.17. Seja X um espaco métrico, sao vdlidas as sequintes proposi¢oes:
1. Um conjunto A C X € aberto se, e somente se (Vo € X)(Je > 0) B(z,e) C A;
2. Um conjunto D C X € nao € aberto se, e somente se (3z € X) (Ve > 0) B(x,e) ¢ D.
Demonstragao. Segue diretamente da Defini¢ao 2.1.9) e Proposicao [2.2.16] O
A Proposicao para o espaco métrico R? é ilustrada na figura

PrE .
.
ue
'\\__' e i B(w:sw)
B(u,&y) |
________ ° i
w )
P

......

Figura 2.2: O conjunto aberto A e o conjunto nao aberto D em R?

Proposigao 2.2.18 ([3],p.26-27). Dado um espag¢o métrico X e um conjunto M C X tem lugar

a igualdade diam(M) = diam(M).

Corolario 2.2.19. Um conjunto num espagco métrico é limitado se e somente se o seu fecho é
limitado.

2.2.2 Espacos topologicos metrizaveis

Definicao 2.2.20. [[I3],p.19-20] Um espago topologico (X, 7) diz-se metrizavel se existir
uma métrica p em X, que gera a topologia 7.

Exemplo 2.2.21. O espago topologico (R, 74) é um espago metrizavel, onde a topologia discreta
74 € gerada pela métrica discreta (2.1]).

Exemplo 2.2.22. O espago topologico (R, 7,) é um espago metrizavel, onde a topologia padrao
7, ¢ gerada pela métrica padrao (2.2).
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Exemplo 2.2.23. O espago topologico (R™, 7,,) ¢ um espago metrizavel, onde a topologia padrao
(euclidiana) 7, é gerada pela métrica euclidiana (2.3]).

Na subsecc¢ao anterior foi mencionado que qualquer espago métrico ¢ um espaco topolégico
(com a topologia métrica). No entanto, nao é todo espago topoldgico metrizavel! Apresentemos
um exemplo correspondente.

Exemplo 2.2.24. O espaco topologico (X, 7;) ndo é metrizavel, se X tem mais do que um
elemento.

Demonstra¢ao. Suponhamos que (X, 7;) é metrizavel, isto é, existe uma métrica p que gera a
topologia trivial 7.

Consideremos dois elementos diferentes x e y que pertencem ao X e consideremos ¢ > 0
satisfazendo a condigdo 0 < € < p(x,y). Consideremos a bola

B(z,e)={z€ X : p(x,2) < e}.

Como p(x,x) =0 < ¢, entdo x pertence a B(z,¢), ou seja, B(x,e) # () e por ser uma topologia
trivial, B(xz,e) = X.

Por outro lado, temos que £ < p(z,y) entdo y ndo pertence & B(x, ), ou seja, y nao pertence
ao X, o que ¢ um absurdo, pois y ¢ elemento de X.

Portanto, o espaco (X, 7;) ndo é metrizavel. O

Proposigao 2.2.25 (|5],p.31). Qualquer espaco metrizdvel satisfaz o 1° azioma de enumerabi-
lidade e € um espaco de Hausdorff.

Proposicao 2.2.26. Um espaco metrizdvel € separdvel, se e somente se satisfaz o 2° azioma
de enumerabilidade.

2.2.3 Limite de sucessoes em espacos métricos. Métricas equivalentes
Sejam (X, p) um espago métrico.

Definicao 2.2.27. [14] Seja {x,} uma sucessao de elementos de X. Diz-se que a sucessdo
{z,} é convergente para algum x € X se

(Ve > 0)(IN = N(¢) e N)(Vn > N) : p(x,,x) < €.
Com essa definicao obtemos as seguintes proposigoes:

Proposicao 2.2.28. lim z,, = x se e somente se a sucessao numérica {p(x,,x)} converge a
n—00

zero, ou seja lim p(x,x,) = 0.
n—oo
Proposicao 2.2.29. O limite de uma sucessao convergente € unico.

Proposicao 2.2.30. Um ponto x pertence ao fecho de um subconjunto A de X se e so se existe
uma sucessao dos pontos de A convergindo para x.

Corolario 2.2.31. Um conjunto M C X é fechado se e somente se para toda a sucessao dos
pontos de M convergindo em X o limile pertence ao conjunto M.

Proposicao 2.2.32. Sejam d e p duas métricas num conjunto nao vazio X, que geram as
topologias T(d) e T(p), respectivamente. Sao equivalentes as sequintes condigoes:
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(a) Qualquer sucessdo convergente em rela¢ao a métrica d converge em relagdo & métrica p
para mesmo limite, isto €, [d(z,,x) — 0] = [p(zn,z) — 0];

(b) A topologia T(d) é mais forte do que T(p), isto, €, 7(d) D 7(p);
(¢) a aplicagao i : (X,d) — (X, p) definida por i(x) =z (x € X) € continua.

Definicao 2.2.33. A métricas d ¢ p num conjunto nao vazio X chamam-se equivalentes
(designacdo d ~ p) se qualquer sucessdo convergente em relacio a uma destas métricas converge
em relagao a outra para o mesmo limite, isto é:

[d(zn, ) = 0] & [p(xn, z) — 0].

Proposicao 2.2.34. Duas métricas em um conjunto nao vazio X sao equivalentes se e somente
se elas geram a mesma topologia.

A demonstragao desta proposicao segue diretamente da Proposi¢ao[2.2.32] Veja em [[5],p.35]

2.2.4 Funcoes continuas e uniformemente continuas em espacos mé-
tricos

Sejam (X,d) e (Y, p) dois espacos métricos e f : X — Y uma funcdo (aplicagdo). Os
conceitos de continuidade de f num ponto e de continuidade sao dadas nas Defini¢oes e
2.1.41] e sao aplicadas para topologias métricas correspondentes. No entanto, caso dos espacos
métricos, o conceito de continuidade no ponto admite uma descricao equivalente em termos das
métricas:

Teorema 2.2.35. Seja x € X. Sao equivalentes as sequintes condi¢coes:
(a) A funcao f € continua no ponto x;
(b) (Ve >0)(36 > 0)(Vu € X, d(u,z) <d): p(f(u), f(z)) <e&;

(c) A pré-imagem de qualquer bola aberta com centro no ponto f(x) do espacoY contém uma
bola aberta com centro x no X;

(d) Se x, = x entao f(x,) — f(x).
Proposicao 2.2.36. A métrica d(-,-) : X x X — R é uma func¢do continua.
Definicao 2.2.37. Uma funcao f : X — Y diz-se uniformemente continua se
(Ve > 0)(30 > 0)(Vu,v € X,d(u,v) <) : p(f(u), f(v)) <e.
Teorema 2.2.38. Qualquer funcao uniformemente continua em espagos métricos é continua.

Observacao 2.2.39. Existem func¢oes continuas que nao sao uniformemente continuas. Tais
fungoes sao, por exemplo, f: R — R e g :]0; 1] — R definidas por f(z) =22 e g(z) = 7.
A continuidade é evidente, mas nao sao uniformemente continua, como podemos notar, a

inclinacao dos graficos dessas fungoes nao é limitada.
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2.2.5 Espacgo métrico completo

Seja X um espaco métrico com a métrica p.

Definicao 2.2.40. ([9],[8]) Uma sucessao {x,} de pontos de X chama-se sucessao de Cau-

chyf] se

(Ve > 0)(IN = N(e) e N)(Vn,m > N) : p(xn, Tm) < & (2.4)
Proposicao 2.2.41. Toda sucessao convergente é uma sucessio de Cauchy.
Proposicao 2.2.42. Toda a sucessao de Cauchy é limitada

Demonstragao. Seja {x,} uma sucessdo de Cauchy em X. Escolhemos ny € N de modo que
seja p(Tp, Tm) < 1 para todos m,n naturais que sao maiores o iguais a ng. E claro que

R =max{p(xn,xn,): n=1,2,...,n9g— 1} < oo e sup{p(xn,Tpn,): n=n9,n0+1,...} < 1.
Entao, Vm,n € N

(T, Tm) < p(Tn, Tng) + P(Tng, Tm) < 2R+ 2 < 00,
tal que diam{z,} < oo. O

Definicao 2.2.43. [[14],p.37] Diz-se que um espago métrico X é completo quando toda a
sucessao de Cauchy em X é convergente.

Proposicao 2.2.44. Se X for um espaco métrico completo e M C X, entao o sub-espago
métrico M é completo se e sé se M for fechado de X

Demonstracao. Se M for fechado de X e se {z,,} for uma sucessdo de Cauchy de elementos de
M, entao uma vez que é um espacgo métrico completo {x, } converge para algum z € X. Como
M ¢é fechado, pelo Corolario x € M. Entao a sucessao de Cauchy {z,} no subespago M
é convergente. Pela Definicao, o subespaco M ¢é completo.

Reciprocamente, seja M é completo, e {x, } uma sucessdo dos pontos de M convergindo a
um z € X. Pela Proposicao {z,} ¢ uma sucessao de Cauchy em X, logo também em
M. Como M é completo {z,} converge em M a um z* € M. Neste caso x,, — z* em X, pela
unicidade do limite (a Proposicao x =x* € M. Pelo Corolario o conjunto M é
fechado em X. m

2.3 Espacos lineares

Nesta e na préoxima secc¢ao, serao apresentados alguns conceitos basicos relacionados com
a teoria dos espagos lineares e espagos normados. Em primeiro lugar, serd definido o espago
linear e tipos de conjuntos no espaco linear, depois iremos apresentar os conceitos basicos sobre
os espacos normados e espacos de Banach, e também os exemplos bésicos de espacos funcionais
que sdo de Banach. As referéncias basicas utilizadas nesse sdo [1], [6], [8] e [10].

Vamos sempre usar a notacao [P para o corpo dos niimeros reais P = R ou para o corpo de
ntmeros complexos P = C.

! Augustin-Louis Cauchy (1789-—1857) — matemético Frances
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2.3.1 Nocao do espaco linear e exemplos

Definicao 2.3.1. [[8],p. 91] Seja L um conjunto ndo vazio. Denomina-se espago linear ou
vectorial sobre um corpo P o conjunto L que goza as seguintes proposicoes:

1. Para quaisquer elementos de L, x e y, existe um elemento x + y de L, chama-se soma de
x ey, sendo que Vz,y, 2z € L se cumprem as seguintes condic¢oes:

(&) z+y=y+;

(b) (@ +y)+z=a+(y+2);

(c) Existe um tnico elemento de L, chama-se elemento nulo de L e denotado por 6 tal
que 0 +z = x;

(d) Existe um tnico —z que pertence & L tal que z + (—z) = 6.

2. Para qualquer x que pertence ao conjunto L e qualquer a que pertence ao P, existe um
unico « - x pertencente & L chamado produto de x por nimero «, sendo que Vx,y € L
e Va, 5 € P se cumprem as seguintes condicoes:

Exemplo 2.3.2. O conjunto P" munido das operacoes:
soma: & +y = (21, %2, ..., Tn) + (Y1, Y2, Un) = (T1 + Y1, T2+ Yo, ..., Tn + Yn) ©
produto com um numero: ax = a(xy, Ta, ..., T,) = (ry, Ao, ..., aLy),
constituem um espaco linear sobre corpo P.

Exemplo 2.3.3. O conjunto P> das sucessoes de numéricas * = (x1,3,...,%,,...), onde
x, € P munidos das operagoes:
soma: x+y = (T1,To, ..., Tpy- )+ (Y1, Y2y Yny---) = (T1+ Y1, T2+ Y2, o, T+ Yn, .. .) €
produto com um nimero: ar = a(xy, Ta, ..., Tp,...) = (QT1, QTa, ..., QTy, .. .),
constituem um espaco linear sobre corpo P.

Exemplo 2.3.4. O conjunto C|a, b] das fun¢oes continuas z : [a;b] — R, dotado das operagoes
algébricas usuais:

(@ +y)t) =2(t) +y(t),  (c)t)=c-z(t), (V¢ € [a;b]),

para todos x,y € Cla,b] e ¢ € R, é um espaco linear sobre R. Nesse espaco, o elemento nulo é
a funcao 0(t) = 0,Vt € [a; b].

2.3.2 Subespago linear. Base. Dimensao

Definigao 2.3.5. [[14],p.98 | Um subconjunto M # () do espago linear L sobre P chama-se
subespaco linear de L se o conjunto M é dotado das operacoes algébricas do espaco L for
mesmo um espaco linear sobre PP, ou seja, se x1,x5 € M e ¢1,co € P entao c1xs + coxg € M.

Proposicao 2.3.6. Qualquer subespaco linear de um espaco linear L contém o elemento zero
0 de L.



Contetdo 19

Demonstracao. Seja M um subespaco linear de L. Entao existe pelo menos um elemento x que
pertence a M. Pela Definicdo do subespaco linear § =z —x € M. O]

Proposicao 2.3.7. Se M e N sao subespacos lineares de um espago linear L, entao o conjunto
dos elementos que constituem a interseccao M NN € um subespaco linear de L.

Demonstracao. Sejam x e y dois elementos quaisquer da interseccao M NN e « e § dois escalares
arbitrarios. ax + Py pertencera ao subespaco M e também ao subespaco N, logo pertencera
ao subespaco M N N. Portanto, M N N é um subespaco linear de L. O

Exemplo 2.3.8. Seja o espaco linear R%2. O subconjunto
M = {(z,y) € R?: y = 2023z}
é um subespaco linear de R2.

Exemplo 2.3.9. O subconjuntos I, ¢ e ¢y do espaco linear P> constituidos das sucessoes
numéricas r = (21, T2, ..., Ty, ...) que sao limitadas, convergentes e convergentes a 0, respec-
tivamente, sao subespacos lineares de P>°. Mais ainda, ¢y C ¢ C [, C P> é uma cadeia de
espacos lineares em que cada espaco é um subespaco linear de qualquer espaco que fica a direita
dele.

Seja L um espaco linear sobre o corpo P.

Definicao 2.3.10. [[8],p.98] Os elementos z1 , za, ..., 2, de L sao ditos linearmente depen-
dentes se existir uma familia de nimeros oy, s, ..., a,, € P nao todos nulos tais que

Ty + Ty + ...+ Oy, =0 (2.5)

Os elementos ), 9, ..., 7, sao ditos linearmente independentes se de implica
ar=ay=...=qa,, =0,

Um conjunto M C L é dito linearmente independente se os elemento de qualquer
subconjunto finito de M sao linearmente independentes.

Um elemento de L da forma ajx, + asxs + ... + @2, chama-se combinacao linear dos
elementos z; , x9, ..., 2, de L.

Definicao 2.3.11. Dados subconjunto M C L o conjunto de todas as combinacoes lineares
(finitas) formados por elementos de M, chama-se subespaco linear gerado por M e denota-se

por Sp(M).

Teorema 2.3.12. Dado M C L, o conjunto Sp(M) é um subespago linear de L e Sp(M) D M.
Mas ainda, Sp(M) € intersec¢ao de todos os subespacos lineares que contém conjunto M.

Definicao 2.3.13. O subconjunto M de L chama-se base de L se M é linearmente indepen-
dente e Sp(M) =L

Proposicao 2.3.14. Todas as bases de L contém o mesmo nimero de elementos (incluindo o
caso possivel de elementos infinitos).

Definigao 2.3.15. O numero de‘ elementos de uma base de L (o que, pela Proposi¢ao ,
é o mesmo para cada base), chama-se dimensao de L, e denota-se por dim L.

Caso dim L < oo diz-se que L é de dimensao finita.

Caso dim L = oo diz-se que L é de dimensao infinita.
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Observacao 2.3.16. Um espaco linear L com dim L. = 0 consiste em um s6 elemento zero.
Mas qualquer espaco linear L com dim L > 0 contém infinitos elementos. No trabalho sempre
vamos supor que todos os espacos lineares (a partir da seguinte sec¢ao, também todos os espagos
normados e de Banach) tém a dimensao positiva: dim L > 0.

Teorema 2.3.17. Todos espagos lineares sobre P de dimensao n € N sdo isomorfos entre st,
em particular, sao isomorfos ao P".

Proposicao 2.3.18. L ¢ de dimensao infinita, se e somente se Vn € N existem n elementos
linearmente independentes.

Exemplo 2.3.19. Os espagos lineares P, [, ¢, ¢y e Ca,b] sdo de dimensdo infinita.
Em ¢y (mesmo que em ¢, I, e P"), para todo n € N, os elementos ey, e, ..., €, sao linear-
mente independentes, onde e, = (0,...,0,1,0,0,...) (k € N).
N——

k—1
Em Cla,b], para todo n € N, os elementos p1,ps,...,p, sdo linearmente independentes,
onde pi(t) = t*=1 (t € [a;b], k € N).

2.4 Espacos normados e espacos de Banach

Nesta seccao iremos apresentar os conceitos basicos dos espacos normado assim como 0s
respectivos exemplo. Também, iremos definir os espagos de Bannach a partir dos espacos
normados completos, junto com respetivos exemplos.

2.4.1 Nocoes e propriedades basicas

Definicao 2.4.1. [[8],p.118] Seja L um espaco linear sobre corpo P. Um funcional ||-|| : L — P,
chama-se norma se satisfaz as seguintes condicoes:

(N1): ||z|| >0e|jz]| =0 2=0, (Vze L)
(N2): [lov- 2| =[ o | -|Jz]| (V& € L, Va € P);
(N3): ||z +yll < ||zl + lvll, (Vx,y € L) (propriedade tridngular).

As condigbes (N1), (N2) e (N3) denominam-se por axiomas da norma.

Definigao 2.4.2. Um espaco linear L munido de uma norma | - || denomina-se espago nor-
mado.

Proposicao 2.4.3. Qualquer espaco normado X é um espaco métrico dotado da métrica as-
sociada & norma p(z,y) = ||z — y||.

Demonstragao. Sejam z,y,z € X elementos quaisquer. Pelo axioma (N1) da norma temos:
pla,y) 20, w=ysr-—y=0s|z—yl|=0spzy) =0

Deste modo, p satisfaz o axioma M1 da métrica.
Pelo axioma (N2) da norma

pla,y) = llz =yl =1 = =)l =[ =1 [ ly =zl = ly = 2| = p(y, 2),

tal que p satisfaz o axioma M2.
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Finalmente, usando a propriedade triangular (N3) obtemos
ple,z) = v =zl = lo —y +y —zl| < llz =yl + lly = zl| = p(z, y) + p(y, 2),

tal que p satisfaz o axioma M3.
Portanto, p é uma métrica tal que (X, p) é um espago métrico. ]

Observacao 2.4.4. Um espaco normado constitui um dos objecto matematico muito interes-
sante subponto de vista da ligacao das propriedades algébricas e propriedades topolégicas. Por
isso, em um espaco normado sao aplicaveis todas as nocoes e proposicoes da teoria dos espago
lineares e da teoria dos espacos métricos.

Por exemplo, em um espago normado, uma bola aberta com centro en x € X do raio € > 0

é o conjunto
Be(x) = B(x,e) ={y € X : [ly —z| <e}.

E claro que qualquer espaco normado X nfio é limitado (segundo condi¢io dim X > 0 declarado
na observagao [2.3.16)), mas ¢ unido enumerével das bolas limitadas X = U,enB(6,n) onde 4 é
elemento zero de X.

Em um espac¢o normado, uma sucessao {z,} converge para x se e somente se

(Ve > 0)(Ing € N)(Vn > ng) : ||z, — z|| <e.

Proposicao 2.4.5. Operacoes algébricas em um espaco normado X sao continuas. Isto €, caso
T, Y, Tnyyn € X ey, €P (n=1,2,...) sdo vdlidas as sequintes proposigoes:

1. sex, = x ey, =y entao x, +y, > +Yy

2.z, > x eaq, = aentao a,xr, — aT.

Demonstracao. 1. Sejam z, — = e y, — y, isto &,
€
(a) (Ve > 0)(3IN;, € N) (Vn > Ny) sera que ||z, — x| < 3
€

(b) (Ve > 0)(IN, € N) (Vn > Ny) sera que ||y, — y|| < 3

Vejamos que
€
2

£
20 + 90 = (z + 9l = (20 = 2) + (o =Y < llzn =2l +llgn —yl <5+ 5 =<

Portanto,
(Ve > 0)(IN € N, N = min{Ny, N»}),Vn > N tal que |z, +y, — (z+y)| <e.
Deste modo, x,, + y, — x +y. Com isto, a soma é continua.

2. Sejam x,, > r e a, — Q.

(a) (Ve > 0)(3N: € N) Vn > N; serd que ||z, — x| < 557, onde M = max{|z[,1};

(b) Como «,, converge, entdo, existe r > 0 tal que | av, |< 7, deste modo,

(Ve > 0)(INy € N)(Vn > Ny) serd que | a,, — a0 |< Qi.
r
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Entao, Vn > N = max{N;, Ny} temos

|z, — azx|| = ez, — anx + ape — az|| = ||an(x, — ) + (an — @)||
€ €
<l o | lzn —2ll+ [ on —a ]l < v+ m\\fﬂ!l =e.
demonstramos que a,x, — ax. Portanto, o produto por escalares é continuo. O

Diferentemente do que foi dito na Observacao [2.2.15| para espacos métricos arbitrarios, para
os espagos normados tem lugar a seguinte proposicao.

Proposicao 2.4.6 ([8],p.102). Em qualquer espaco normado X, quais quer que sejam x € X
e e >0 tem lugar B(x,e) = D(z,¢).

Defini¢ao 2.4.7. Um espaco normado completo ( veja a Definigao [2.2.43]) chama-se espago
de Banach.

Definicao 2.4.8. Seja X um espaco normado. Um conjunto Y C X chama-se subespago do
espaco normado X se Y é um subespaco linear de X e é um conjunto fechado em X.

Proposicao 2.4.9. Um subespaco linear' Y de um espaco de Banach X € um espaco de Banach
se e somente se Y € um subespaco de X.

Demonstracao. Segue directamente da Defini¢cao [2.4.7] e da Proposicao [2.2.44 O

2.4.2 Exemplos de espacos normados e de Banach

1. Consideremos o espaco real n-dimensional R” e o espaco complexo n-dimensional C" com
as operacoes de soma de vectores e produto de vectores com ntumeros definidos no exemplo
2.3.20 Para cada p real fixo, satisfazendo a condigao 1 < p < oo, esses espacos lineares

munidos da norma )
n P
ol = (Z'xi'p> vosre
Ty = i=1

Jmax |zi| se  p=o0

sa0 espagos normados completos, isto ¢, espagos de Banach, denomina-se por R} ou CJ.

Caso p = 2 a norma | - |2 chama-se norma euclidiana que corresponde a métrica
euclidiana definida no exemplo (caso P = R). Para espacos euclidianos vamos usar
a notacao mais simples P" = PJ.

Pelos Teorema [2.4.45| e a Proposicao [2.4.43] todos os espacos normados de dimensao n
sobre o corpo P sao espacos de Banach e sao isomorfos ao espaco euclidiano P”.

Na figura sao representadas no plano cartesiano as bolas B(6,¢) com centro em 6 =
(0,0) em espagos R2, por alguns p € [1; oc].

2. Consideremos os subespacos lineares diferentes do espaco linear R*, considerados no
Exemplo 2.3.9

(a) m =l consiste em sucessoes é limitadas = (1, x9, .. .), isto é, tais que (3K > 0)
(VneN): |z, |<K;

(b) ¢ consiste em sucessoes convergentes;
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Figura 2.3: A bola B(0,¢) nos espagos R?, Ri. R? R2 e RZ

(¢) co conjunto das sucessoes convergente a zero;
O espagos lineares m, ¢, ¢y munidos com a norma
|z]|oo = sup |z,| onde z = (xy,zo,...).
neN

sao espacos de Banach. Notemos que ¢y é um subespaco de ¢ e ¢ é um subespaco de m.

oo

o1 | @, |P< 00 & um espago

3. O espaco I, (1 < p < 00) das sucessgoes sujeitas a condigao Y |
de Banach munido com a norma

lall, = (Z w)p (2.6

Proposigao 2.4.10. [T}/ Se 1 < p; < ps < 00 entdo l,, C l,,, sendo que l,, € denso em
lp,, isto € o fecho do conjunto l, em l,, coincide com [,,.

4. O conjunto Cla,b] das fungoes reais continuas no intervalo [a; b] com a norma

o — t
el = ma | 2(0)

E um espaco de Banach.

5. Cipyla,b](1 < p < 00) das fungGes reais continuas no intervalo [a; b] mas com a norma

el = ( [ b |x(t>|dt)%

¢ um espaco normado nao completo ou seja, nao é um espago de Banach.
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6. A definicao dos espacos das funcoes integraveis exige o conhecimento os elementos basicos
da teoria de medida e do integral de Lebesgue, que podem ser encontradas em [I] e [8].
Todos integrais abaixo sao considerados no sentido de Lebesgue.

Definigao 2.4.11. [I1] Seja 1 < p < oco. Uma fungao = : [a;b] — R diz-se te grau p
integravel se a func¢do |z|? é integravel a Lebesgue em [a; b], isto é,

b
/ lz(t)|P dt < 0.

O conjunto constituido pelas classes de equivaléncia (em relagdo a medida de Lebesgue
em [a, b]) das funcoes de grau p integraveis denotamos por L,|a, b].

Teorema 2.4.12. L,la,b] é um espago linear com operagoes algébricas usuais, e, dotado

da norma 1
el = ( [ b alo)ar)’ (27)

Proposicao 2.4.13. Se 1 < p < oo, entdo o espag¢o normado Cyyla,b] (mas precisa-
mente, o espaco das classes das funcoes equivalentes a uma funcao continua em relacao @
medida de Lebesgue em [a;b]), é um subespago linear de Ly,[a,b] que é denso em L,[a,D].

€ um espaco de Banach.

Proposigao 2.4.14. Se 1 < p; < py < 00, entdo Ly,[a,b] é um subespago linear de
L, [a,b] que € denso em Ly, [a,b].

2.4.3 Operadores lineares em espacos normados

Na Analise Funcional é tradicional uma fun¢ao (aplicacdo) usar o termo sinénimo operador,
e designar os operadores, como regra, por linear maitsculas. Apresentemos uma breve revisao
da teoria dos operadores lineares em espacos normados, limitando por tais elementos da teoria
que sao necessarios para apresentacao dos resultados do trabalho. Para conhecimento mais
profundo encaminhando ao leitor para manuais [I], [6], [8] e [10].

Sejam X, Y, e Z conjuntos nao vazios.

Definigao 2.4.15. Um operador F' com dominio X e com contra dominio Y (designacao
F: X —Y) é uma fungio (aplicagdo) de X em Y, isto é uma regra ou algoritmo, pelo que a
qualquer elemento z € X corresponder exactamente um elemento y = Fx € Y.

Subconjunto do contradominio Y definido por Im F = F(X) = {Fz : © € X} chama-se
imagem do operador F.

A composicao H = G o F' de dois operadores F': X — Y e G : Y — Z chama-se produto
dos operadores F' e GG, e denota-se por H = GF.

Exemplo 2.4.16. [[10],p.83] A expressao

(Fa)(t) = /0 te(s)ds + o(t),  te[0:1]. (2.8)

define um operador F' : C[0,1] —
w € C10, 1] definido por w(t) = 3t*
t2+t,t€0,1].

C[0,1]. Notemos que o valor do operador F' no ponto
€ [0;1] é o elemento Fw € C[0, 1] definido por (Fw)(t) =
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Defini¢ao 2.4.17. 1. Um operador F' : X — Y chama-se injectivo se [x;,29 € X, 11 #
1’2] = [le 7é sz]

2. Um operador F': X — Y chama-se sobrejectivo se ImF =Y.
3. Um operador injectivo e sobrejectivo chama-se bijectivo.

4. O operador I : X — X definido por Ixx = x, v € X, chama-se operador de identidade
em X.

5. Um operador F' : X — Y chama-se invertivel se existe um operador F~! : Y — X
tal que F7'F = Iy e FF~! = [. Neste caso o operador F~! denomina-se inverso do
operador X.

Proposicao 2.4.18. [8] Para um operador F : X — 'Y sao equivalentes as sequintes proposi-
coes:

1. F' € bijectivo se e somente se I' € invertivel.

2. Para F € invertivel entdo o operador inverso F~! é inico e também € invertivel, tal que
1\ —1
(F~H)™" =F.

Exemplo 2.4.19. [[10],p.87] 1. Os exemplos dos operadores invertiveis sao o operador de
identidade Iy e o operador F definido por (2.8)). Os seus inversos, como ¢é facil ver sao operadores
Iy' =1Ix e F71:C[0,1] — C[0, 1] definido por

(F'2)(t) = x(t) — g/l tx(s)ds), t € [0;1].
0

2. O operador Fy : C[0,1] — C[0,1] definido por (Fiz)(t) = txz(0) ndo ¢ injectivo nem
sobrejectivo.

3. O operador Fy : C[0,1] — C10,1] definido por (Fyz)(t) = tx(t) é injectivo mas nao é
sobrejectivo. sobrejectivo.

4. O operador Fj : I — lo definido por (F3z)(t) = (22, 23,... onde = (21, 22,...) € s
é sobrejectivo mas nao é injectivo.

Sejam, agora X e Y espagos lineares sobre o corpo P.

Definigao 2.4.20. Um operador A : X — Y chama-se linear se
A1y + Prg) = 1Ay + coAxy (Vz,y € X,Vey,c0 € P)

Exemplo 2.4.21. O operador de identidade Ix é um operador linear. Os operadores F', Fj,
F,, F3 dos Exemplos [2.4.16] e [2.4.19] como ¢ facil verificar, sdao lineares. Mas um exemplo do
operador linear é operador nulo O : X — Y definido por Oz = 0y (x € X)) onde 6y é elemento
zero de Y.

Definigao 2.4.22. Dado um operador linear A : X — Y o conjunto ker A = {x € X: Az =0y}
chama-se ntcleo do operador A.

Proposicao 2.4.23. Dado um operador linear A : X — Y, Sao vdlidas as sequintes proposi-
coes:
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1. AQX = ey,'

2. O nicleo ker A e a imagem I'm A sao subespacos lineares dos espacos X e Y, respectiva-
mente;

3. A € injectivo se e somente se o nicleo de A consiste de um so elemento zero de X, ou
seja ker A = {0x};

4. Se A € invertivel entio o operador inverso A™' 1Y — X € linear.
Proposicao 2.4.24. O produto de operadores lineares é um operador linear.

Proposicao 2.4.25. Um operador linear A : X — 'Y € injectivo se e somente se o nicleo de
A consiste de um s elemento zero de X, ou seja ker A = {0x}.

Sejam X e Y espacos normados com normas ||-||x e ||-||y, respectivamente, e seja F' : X — Y
um operador

Definicao 2.4.26. 1. O operador F' chama-se continuo no ponto x € X se z,, € X, z, —
r = Fz, — Fux.
Um operador continuo em todos pontos do seu dominio chama-se continuo.

2. O operador F' chama-se limitado se transformar os conjunto limitados de X em conjuntos
limitados em Y.

Observacao 2.4.27. Notemos que a propriedade de continuidade de um operador I’ em espacos
normados depende s6 topologias geradas pelas normas, e deste modo a nocao do operador
continuo num ponto da Definicao estd em concordancia com a condigdo (e) do Teorema
2.2.35

A diferenca de continuidade, a nocao do operador limitado em espacos normados é diferente
da nocao da funcgao real limitada na Andlise Matematica. De facto, uma funcdo f : S — R
onde S é um conjunto nao vazio é limitada se f(S) é um conjunto limitado em R, ou seja existe
R < 400 tal que |f(z)] < R para todo x € D. Em contraste, um operador F' : X — Y ¢
limitado se para todo o conjunto D limitado em X o conjunto F'(D) é limitado em Y. Assim,
a fungao de identidade f(x) = x em R ndo é limitada em R no sentido de Analise Matematica,
mas se mesma funcao f represente-se o operador de identidade Ix no espaco normado R e este
operador é limitado.

Proposicao 2.4.28. O produto de operadores continuos (limitados) lineares é um operador
continuo (limitado, respectivamente).

Teorema 2.4.29. Para um operador linear A : X — Y sdo equivalentes as sequintes condigoes:
(a) A € continuo num ponto de X;
(b) A € continuo (isto é, continuo em X );

(b) A € uniformemente continuo (no sentido da Defini¢ao aplicado para métricas

geradas pelas normas em X e Y);
(d) A € limitado;

(e) O conjunto {Az: ||z||x < 1} € limitado em Y;
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(f) Eziste ¢ < 400 tal que ||Az|ly < c||z]|x (Vx € X).

Observacao 2.4.30. O Teorema [2.4.29 diz, em particular, que na classe de operadores line-
ares as propriedades de continuidade e de limitacao sao equivalentes. Notemos que todos os
operadores lineares considerados nos Exemplos [2.4.16| e [2.4.19| sao limitados (= continuos).

Teorema 2.4.31. [de Banach do operador inverso] Se um X, Y sao espago de Banach e
A X =Y um operador linear e continuo, entiao o operador inverso A= : Y — X também é
continuo.

2.4.4 Imersao, isomorfismo, isometria linear

Sejam X e Y espagos normados com normas || - ||x e || - ||y, respectivamente,

Definicao 2.4.32. [3] Se X C Y dizemos que o espa¢o normado X é imerso no espaco
normado Y, neste caso o operador i : X — Y definido por i(z) = z (x € X) chama-se imersao
de X em Y.

Se X C Y e aimersao i é continua dizem que X é imerso continuamente em Y e este
facto denota-se X — Y.

Proposicao 2.4.33. Caso X CY sao equivalentes as sequintes condicoes;
(a) X = Y;
(b) Eziste uma constante ¢ < +oo tal que ||z|ly < c|lz||lx (Vz € X).

(c) No espago linear X, a topologia gerada pela norma || - ||x € mais forte do que a topologia
gerada pela norma || - ||y .

Demonstracao. (a)<(b) segue diretamente do teorema [2.4.29| aplicada para o operador i.

(a)<(c) segue da Proposicao [2.2.32] O

Defini¢ao 2.4.34. Duas normas || - || e || - ||« num espago linear X dize-se equivalentes se
existem constantes positivas e finitas ¢; e ¢y tais que

allely <zl < eflel,  ze X.

Proposicao 2.4.35. Duas normas || - || e || - ||« num espaco linear X sao equivalentes, se e
somente se para os espagos normados X1 = (X, || - [|) e Xo = (X, | - |l+) tém lugar X1 — X5 e
X2 — Xl.

Demonstracao. Segue diretamente das Definicao [2.4.34] e Proposicao [2.4.33 O

Observagao 2.4.36. Caso X é um subespago linear de Y com a mesma norma (em particular,
X é um subespaco de Y) temos, evidentemente que X < Y. No entanto, em geral, caso
X <Y as normas || - ||x e || - ||y no espago linear X nao sdo equivalentes, e, respectivamente,
as topologias Ty e Ty geradas pelas essas normas sdo diferentes (da Proposicao pode ser
garantido s6 1y C 7x).

Proposicao 2.4.37. para 1 < p < r < oo temos que Cla,b] — Cyyla,b] — Lypla,b] e L.[a,b] —
L,a,b.
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Observacao 2.4.38. A Proposicao[2.4.37|fortalece a as Proposicoes|2.4.13|e[2.4.14] No entanto,
chamemos atengao a diferenca de imersdes da Proposicao [2.4.37L Na imersao Cp,a,b] —

Ly[a,b] o espaco L,a,b] e seu subespaco linear Ca,b] tém a mesma norma || - ||,. Mas em
Cla,b] < Cyyla,b], a norma || - || do espago de Banach Cfa,b] e a norma || - ||, no espago
normado nao completo C,)[a, b] nao sdo equivalentes. Analogamente, as normas || - ||, e || - ||,

no espaco linear L,[a,b] ndo sdo equivalentes.

Definicao 2.4.39. [8] Os espacos normados X e Y sdo ditos isomorfos se existir um operador
linear e bijectivo J : X — Y que é um homeomorfismo. O proprio operador .J neste caso
chama-se isomorfismo dos espacos normados X e Y.

Proposicao 2.4.40. Um operador J : X — Y ¢ um isomorfismo dos espagos normados X e
Y, se e somente se J € linear, bijectivo e existem constantes positivos e finitas ¢ e co tais que

alzlx <[J@)ly < elzllx, reX
Demonstracao. Segue diretamente do Teorema [2.4.29| aplicada para os operadores J e J~1. [

Corolario 2.4.41. Se duas normas ||-|| e |- ||« num espago linear X sao equivalentes, entdo os
espacos normados X1 = (X, ||-]]) e Xo = (X, || ||«) s@o isomorfos por isomorfismo J : X1 — Xy
definido por J(z) = x.

Observagao 2.4.42. Realmente, no coroléario J € o operador de identidade Ix se con-
siderar no mesmo espaco linear, mas nao completamente correcto chamar J como operador
de identidade em espacos normados (e pode ser ||J| # 1). Por exemplo, o isomorfismo
J (R ) = (R, - ]]«), onde ||z|]| = |z| e [|z||« = 3|z|, definido por J(x) = z, tem a
norma ||.J|| = 3.

Proposicao 2.4.43. Dois espacos normados isomorfos ambos sao espacos de Banach ou ambos
nao sao de Banach.

Proposicao 2.4.44. Se os espacos normados X eY sao ambos de Banach e existe um operador
linear, bijectivo e continuo J : X — Y, entao os espacos X e Y sao isomorfos por isomorfismo

J.

Demonstra¢ao. Do teorema de Banach do operador inverso (o Teorema [2.4.31)) segue que o
operador inverso J~! : Y — X é continuo, tal que J é um homeomorfismo. Segundo definicao
J é um isomorfismo de X e Y. O]

Teorema 2.4.45. Qualquer que seja n € N, todos espag¢os normados de dimensdo n sao iso-
morfos entre si, e todos sao espacos de Banach.

Observacao 2.4.46. Diferentemente da propriedade dos espacos de dimensao finita apresen-
tada no Teorema [2.4.45], existem espacos normados de dimensao infinita que sao de Banach e
que nao sao de Banach, sendo que entre espacos de Banach existem muitos nao isomorfos entre
si.

Definicao 2.4.47. Os espacos normados X e Y sao ditos linearmente isométricos se existir
um operador linear e bijectivo J : X — Y tal que ||Jz|y = ||z||x (z € X). O proprio operador
J neste caso chama-se isometria linear dos espagos normados X e Y.

Proposicao 2.4.48. Qualquer isometria linear de espagos normados € um isomorfismo desses
espacos. Consecutivamente, se dois espacos normados sao linearmente isométricos entao s$ao
1somorfos.

Demonstracao. Segue diretamente das Definicaa2.4.47| e da Proposicao [2.4.40, [



Capitulo 3

Espacos compactos

No presente capitulo, apresentamos nocoes basicas de compacidade neste caso, 0s espagos
compactos, funcoes continuais nos espacos compactos e as suas propriedades gerais. Também
discutimos as propriedades gerais de conjuntos compactos e relativamente compactos e suas pro-
priedades especificas em espacos métricos e espacos normados. As referéncias basicas utilizadas
nesse capitulo sao [I], [5]. [8], [9], [11] e [14].

3.1 Compacidade nos espacos topologicos

3.1.1 Nocoes do espaco compacto e do conjunto compacto
Definigao 3.1.1. [[7],p.112]

1. Diz-se que um conjunto X ¢ coberto por um sistema de conjuntos o se X C [J e, 4.
Neste caso, o sistema ¢ denomina-se cobertura de X.

2. Uma cobertura o de um conjunto X chama-se cobertura finita se o é conjunto finito e
é enumeravel se o o for enumeravel.

3. Se 0 ¢ uma cobertura de X, o; C 0 e 01 é também uma cobertura do X diz-se que o é
subcobertura se o.

4. Uma cobertura de um conjunto em um espago topologico é dito cobertura aberta se
todos os elementos desta cobertura sao conjunto abertos.

Exemplo 3.1.2. Seja
o={la—¢ca+c[:ac|0;1]} (3.1)

com 0 < € < 0.1 podemos notar que constitui uma cobertura aberta do conjunto [0;1] em R
visto que:

1. Todos elementos de o sao abertos em R.

2. 10;1] € Useo A = Ugepojla — €50 + [ isto €, 0 o cobre o conjunto [0;1] ou seja, 0 o ¢
uma cobertura do conjunto [0; 1].

Proposigdo 3.1.3. [Lema de Heind'}Borel| Se um segmento [a;b] é coberto por um sistema
de intervalos abertos, entao existe um subsistema finito que é também cobertura do |a;b].

'Heinrich Eduard Heine, (1821-—1881) — matematico Aleméo

29
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Vejamos o exemplo a seguir:

Exemplo 3.1.4. Escolhemos da cobertura aberta (3.1]) de [0; 1] do exemplo uma subco-
bertura finita. E claro que existe uma sucessao crescente finita dos pontos 0 = a; < as < ... <
a, = 1 tais que, a;41 — a; < €. Consideremos a familia de conjuntos

op ={Ja;i —&;a;,+¢[:1=1,2,...,n}.
Notemos que,
1. 01 C o (subsistema o).
2. [0;1] € U4eo, A (0 subsistema oy é cobertura de [0; 1]).
3. 01 ¢ uma familia de conjuntos finita (contém n < co elementos).
Deste modo, o; é uma subcobertura finita da cobertura aberta o.

Observacao 3.1.5. O exemplo de o e 01 serve como uma ilustragdo da proposicao de Heine-
Borel mas ndo demonstragao (a demonstragao exige a consideracao da cobertura arbitraria e
nao so concreta definida por (3.1))).

Definigao 3.1.6. [9] [espago compacto] Um espaco topologico X diz-se espago compacto
se qualquer cobertura aberta do X contém subcobertura finita.

Exemplo 3.1.7. Um espaco topologico discreta X s6 pode ser compacto se for finito. Uma vez
que a cobertura aberta {{z} : x € X} ndo possui nenhuma sub-cobertura além dela propria.

Exemplo 3.1.8. R com a topologia padrao, nao é compacto. Visto que a cobertura aberta
{] = n,n[: n € N} ndo possui subcobertura finita.

Definig¢ao 3.1.9. [conjunto compacto] Um subconjunto de um espaco topolégico X chama-
se conjunto compacto se for compacto como subespaco do X.

Lema 3.1.10. [6] Um conjunto A num espago topoldgico X € conjunto compacto se e sd se
qualquer cobertura aberta (em X ) do conjunto A contém subcobertura finita.

Demonstracao. 1. Sejam A um conjunto compacto em X e ¢ uma cobertura aberta de A,
isto é: elementos de o sao conjuntos abertos em X e A C |Jy, U pela definicao da topologia
induzida o4 = {UNA : U € o} é uma familia de conjuntos abertos no subespaco topolégico
A. Como A C |Jy¢,, V temos que o4 serd uma cobertura aberta do subespago A.

Pelas Defini¢oes e o contém subcobertura finita o’y. E evidente, que o/ = {U €
o:UNA € o1} é uma subcobertura finita da cobertura o para o conjunto A.

2. Reciprocamente, seja qualquer cobertura aberta (em X) do conjunto A contém subcober-
tura finita. Seja o4 uma cobertura aberta do subespago A. Pela defini¢cao da topologia induzida
YV € o4 existe conjunto Uy aberto em X tal que V = Uy NA. E claro que o = {Uy: V € 04}
¢ uma familia de conjuntos abertos em X que satisfaz a condicao A C |Jy ., U, tal que o é uma
cobertura aberto do conjunto A em X. Entao existe subcobertura finita ¢’ da cobertura o, tal
que B =y, U D A

Consideremos a familia de conjuntos o’y = {V € o4: Uy € ¢'}. E claro que ¢’ é uma
subfamilia finita da cobertura c4. De B D A segue

U v= U(UﬂA)zAﬂ(U U)zAﬂBDA.

Veo, Ueo’ Ueo’!



Contetdo 31

Daqui segue que ¢’ é uma subcobertura da cobertura aberta o4 do subespaco A.
Pela Definicao [3.1.6] o subespaco A é compacto, e pela Definicao [3.1.9] o conjunto A é
compacto em X. O

Teorema 3.1.11. Qualquer conjunto fechado em um espaco topoldgico compacto é um conjunto
compacto.

Demonstracao. Seja X um espaco topolégico compacto e F' C X um conjunto fechado. Seja
o uma cobertura aberta do conjunto F. Entdo, 0y = {V U (X \ F): V € o} é uma cobertura
aberta de X. Como X é compacto, existe subfamilia finita o] = {U;,Us,...,U,} de o1 que
ainda cobre X.

Pela construgio de oy, existem V; € o tais que U; = V;U(X \ F) (i = 1,2,...,n). E claro
que FNU; CV;, e como o] cobre X

n n

UvioFnu)=Fn (OU) —FNX=F

i=1 i=1

Demonstramos que o] é uma subcobertura finita da cobertura o. Pelo Lema[3.1.10/ o conjunto
F' é compacto em X. O

Observacao 3.1.12. Nem todo subconjunto de um espaco compacto é compacto. Vejamos
o exemplo a seguir: Seja |0; 1[C [0;1] e que as coberturas abertas do conjunto [0; 1] possuem
subcoberturas finitas isto é, o conjunto [0; 1] é compacto, mas podemos notar que ]0; 1] ndo é
compacto visto que, a cobertura aberta ¢ = {] %; 1-— H 'n € N} do conjunto ]0; 1] nao tem
nenhuma subcobertura finita.

Teorema 3.1.13. Uma unidao finita de conjuntos compactos de espaco topoldgico X é conjunto
compacto.

Demonstragao. Seja X espagco topologico e {A; C X, i =1,2,...,n} conjuntos compactos. Seja
o uma cobertura aberta do conjunto A = |JI_, A;. E claro que para cada i € {1,2,...n}
a familia ¢ é uma cobertura aberta de A;, e como A; é compacto, pelo Lema [3.1.10] existe
subcobertura finita o; de A;. Entao, a familia de conjuntos o’ = |J}_, 0; ¢, evidentemente, uma
subcobertura finita da cobertura ¢ do conjunto A. Aplicando mais uma vez o Lema [3.1.10
concluimos que A é conjunto compacto. ]

Teorema 3.1.14. [lema de Alexandrovﬂ] Seja X um espaco topologico e [ uma sub-base de
X (ver a Definicao . X ¢ compacto se e somente se toda cobertura aberta de X, cujos
elementos pertencem a S, admitem uma subcobertura finita.

Teorema 3.1.15. ([T, p.143|, [13], p.53]) Um produto cartesiano X1 X Xo x ... x X,, dos espagos
topoldgicos (com a topologia do produto, ver a Defini¢ao é um espaco compacto, se e
somente se todos os factores X; (i =1,2,...,n) sdo espagos compactos.

3.1.2 Espacos compactos de Hausdorff

Definigao 3.1.16. [o compacto] Um compacto é um espaco topoldgico compacto que ao
mesmo tempo é espaco de Hausdorff.

Teorema 3.1.17. Todo conjunto compacto em um espaco de Hausdorff é fechado.

2Pavel Sergeyevich Alexandrov (1896-—1982) — matematico Russo
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Demonstracdo. Seja X um espaco de Hausdorff e K um conjunto compacto em X. E suficiente
demonstrar que o conjunto X \ K é aberto em X, o seja qualquer ponto de X \ K é um ponto
interior.
Seja x € X \ K. Procuremos uma vizinhanca U € O(x) tal que x e U e U C X \ A.
Temos pela definicao do espaco de Hausdorff que

(y € K)(3y, € O(x))(3y, € O@y)) : U, NV, =0,

Entao deste modo obtemos uma cobertura aberta o = {V,: y € K} do conjunto K. Como K
é conjunto compacto existe subcobertura finita o’ = {V,,,V,,,...,V,, } do conjunto K.

Consideremos o conjunto U = (i, U,,. E claro que z € U e pelo axioma (T3) ta topologia
U é conjunto aberto. Pela construcao,

n n

UNKcUnN (UVyZ) :O(UﬂVyi) cJw, nv,) =0,
=1

i=1 i=1

daqui decorre U C X \ K.
E demonstrado que qualquer ponto de X \ K é um ponto interior. Portanto, o conjunto
X \ K é aberto em X, e, respectivamente, o seu complemento K = X \ (X \ K) é fechado. [

Observacao 3.1.18. O Teorema [3.1.17] diz que qualquer subconjunto de M de um espago de
Hausdorff X que nao for fechado em X nao podera ser compacto.

Exemplo 3.1.19. Nenhuma das partes M de R néo fechados ndo é compacta. O fecho M de
um tal subconjunto M de X pode, entretanto ser compacta. Esta propriedade verifica para
qualquer parte limitada da recta numérica (ver a Subseccio [3.2.4]

Corolario 3.1.20. Um subespaco F' em um compacto X € o compacto se e somente se F' €
fechado em X.

Demonstra¢ao. A demonstragao segue directamente dos Teoremas [3.1.11} [3.1.17] e do facto (
demonstra-se directamente) que qualquer subespago se um espago de Hausdorff é de Hausdorff.
m

3.1.3 Funcoes continuas em espacos compactos

Agora consideremos as propriedades dos espacos compactos relacionadas com a continuidade
das funcoes.
Sejam X, Y espacos topologicos.

Teorema 3.1.21. Se X € um espago compacto e f : X — Y uma aplicagao continua, entao

f(X) € um sub-espaco compacto de Y.

Demonstragdo. Seja o uma cobertura aberta do conjunto f(X)em Y, tal que f(X) C Uy, U.
Entao

X = (X)) € f (U U) - rw. (3.2)

Ueco Ueo
Como f é continua, os conjuntos f~(U) sao abertos em X, e segundo (3.2) ox = {f~*(U): U €
o} ¢ uma cobertura aberta de X. Como X é compacto essa cobertura admite uma sub-cobertura
finita {f~1(U;)}?, onde U; € 0. Temos que X = J_, f~(U;), entdo

f(X)=f (Uf_l(Uik)) =f <f_1 (U@)) C UUz
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Entao o' = {U;}?_, é subcobertura finita da cobertura ¢ do conjunto f(X). Pelo lema[3.1.10/0
conjunto f(X) é compacto em Y, logo, f(X) é subespaco compacto. ]

Corolario 3.1.22. Seja X compacto. Se a funcao f: X — Y continua e sobrejectiva entao Y
é espaco compacto.

Definicao 3.1.23. Uma funcao f : X — Y diz-se fechada se a imagem de qualquer conjunto
fechado em X é conjunto fechado em Y.

Teorema 3.1.24. Se X é um espaco compacto e Y € um espaco de Hausdorff, entdio qualquer
funcao f: X — 'Y continua € fechada.

Demonstracao. Seja F' um conjunto fechado em X. Pelo teorema I é subespaco com-
pacto de X. A restricao da funcao f para subespaco F, isto é, a funcao h : F' — Y definida por
h(z) = f(x), x € F é continua, logo, pelo Teorema o conjunto h(F) é compacto em Y.
Mas f(F) = h(F) e este conjunto é compacto no espago de Hausdorff Y. Pelo Teorema [3.1.17]
o conjunto f(F') é fechado em Y. Pela defini¢ao, a funcao f é fechada. O

Teorema 3.1.25. Se X ¢ um espaco compacto e Y é um espaco de Hausdorff, entao qualquer
funcao bijectiva e continua f: X —'Y é um homeomorfismo.

Demonstracao. Seja f: X — Y uma funcao bijectiva e continia.Pela definicado do homeomor-
fismo, & suficiente provar que a funcdo inversa g = f~!:Y — X é continua.

Se F uma conjunto fechado em X, entdo g~ (F) = (f~1)"" (F) = f(F), e pelo Teorema
o conjunto f(F) é fechado em Y. ¢ mostrado que a pré-imagem de qualquer conjunto
fechado pela funcao g é uma conjunto fechado. Pelo Corolario a funcao g é continua. [

Teorema 3.1.26. Se X ¢é um espaco compacto e f : X — R uma funcao continua, entao
o conjunto f(X) € limitado em R e a fungio [ atinge os seus valores mdzimo e minimo em
alguns pontos de X.

3.1.4 Compacidade sequéncial

Comecaremos do teorema de Bolzand’} Weierstrass| cldssica que caracteriza os conjuntos
limitados em R.

Teorema 3.1.27. [Bolzano-Weierstrass|/[10/ Todo conjunto infinito e limitado de nimeros
reais, possui um ponto de acumulacdo (que pertence ao conjunto ou nao).

Corolario 3.1.28. Todo conjunto infinito e limitado de nimeros reais, possui um ponto de
acumulagdo (que pertence ao conjunto).

Observacao 3.1.29. E um facto notével que realmente, qualquer espaco topolégico compacto
goza da propriedade de Bolzano-Weierstrass, que na terminologia moderna ¢ chamada com-
pacidade sequencial. A ligacdo entre a compacidade e a compacidade sequencial esclareca a
caracterizacao dos espagos compactos em termos da familias centradas.

Definicao 3.1.30. Um espaco X diz-se sequencialmente compacto se qualquer subconjunto
infinito M C X (ou, o que é equivalente, qualquer sucessao M dos elementos de X) tem pelo
menos um ponto de acumulac¢ao pertencente a M).

3Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781-—1848) — matemético da Reptublica Checa
1Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815—1897) — matemético Alemao
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Defini¢ao 3.1.31. [[10],p.99]| Diz-se que uma familia F = {F; : s € S} tem propriedade
da interseccio finita ou ¢ uma familia centrada se para cada S C S finito, a interseccio
Nseg Fs € um conjunto nao vazia.

Teorema 3.1.32. Um espaco topologico X € compacto se e somente se toda a familia centrada
de conjuntos fechados de X tem a interseccao nao vazia.

Corolario 3.1.33. Se X for um espago topoldgico compacto e {F,}nen for uma sucessio de-
crescente (isto é, Fy D Fy D ...) de conjuntos fechados nao vazios em X, entdo a interseccdo
Mnen Fn ndo € vazia.

Demonstracao. A familia de conjuntos F = {F,, : n € N} satisfaz a propriedade da intersecgao

finita, entdo pelo Teorema [3.1.32](), oy Fn # 0. O

Com base deste corolario demonstra-se o seguinte teorema fundamental:
Teorema 3.1.34. Qualquer espaco compacto € sequencialmente compacto.

Proposicao 3.1.35. Para que um espaco topologico X seja sequencialmente compacto € ne-
cessdrio e suficiente que qualquer cobertura aberta enumerdvel contenha uma cobertura finita.

Teorema 3.1.36. 1. Para espagos com 2° axioma de enumerabilidade, os conceitos de com-
7
pacidade e compacidade sequencial coincidem.

2. Para espaco metrizdaveis os conceitos de compacidade e compacidade sequencial coincidem.
Observacao 3.1.37. Existem espacos topolégicos sequéncialmente compactos que nao sao

compactos (ver, por Exemplo, [5])

3.1.5 Conjuntos relativamente compactos

Na revisdo da matéria desta subseccao usamos as fontes [8] e [11].

Definicao 3.1.38. Um subconjunto M de um espaco topologico X chama-se relativamente
compacto em X, se seu fecho M for compacto em X .

Analogamente, M é sequencialmente relativamente compacto em X se qualquer sub-
conjunto infinito A C M tiver pelo menos um ponto de acumulagao (pertencente ou ndo o M),
que quer dizer M é sequencialmente compacto em X.

Teorema 3.1.39. Sao validas as sequintes proposigoes:
1. Qualquer conjunto em um espaco compacto € relativamente compacto.
2. Em um espago topologico, qualquer conjunto relativamente compacto e fechado é compacto.

3. Em um espaco topoldgico de Hausdorff, um conjunto é compacto se e somente se € rela-
tivamente compacto e fechado.

4. Em um espaco topoldgico, todos subconjuntos de um conjunto relativamente compacto sao
relativamente compactos.

5. Em um espaco topoldgico, a reunido finita de conjuntos relativamente compactos € um
conjunto relativamente compacto.
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6. Em um espaco topoldgico, a interseccao qualquer de conjuntos relativamente compactos é
um conjunto relativamente compacto.

Teorema 3.1.40. Se A ¢ um sub-espaco de dois espagos topoldgicos X e Y com a mesma
topologia induzida, entdo A é conjunto compacto em X se e somente se é compacto em Y .

Demonstracao. Se A é um conjunto compacto em X, entao A é um sub-espaco compacto de X,
e deste modo tem a propriedade: qualquer cobertura aberta do espaco A contém sub-cobertura
finita. Mas a essa propriedade nao depende do espaco em que A é sub-espaco, em particular,
é valida também para qualquer espaco topologico Y, em que A é um sub-espaco. O

Observacao 3.1.41. Se A um sub-espago de dois espagos topologicos X e Y (com a mesma
topologia induzida), e A é conjunto relativamente compacto em X, entdo A pode ser conjunto
nao relativamente compacto em Y. Apresentemos dois contra-exemplos correspondentes.

Exemplo 3.1.42. Consideremos o conjunto A =]0;1[ no espaco X = R (com a topologia
padrao) e no espaco Y =]0; oo (como sub-espaco de X'). O conjunto A é relativamente compacto
em X, pois seu fecho [0; 1] é compacto em X (ver o teorema de Heine-Borel).

De outro lado, suponhamos que A é relativamente compacto em Y, isto significa que o fecho
de A em Y denotado por B é um conjunto compacto em Y, portanto é conjunto compacto em
X (pelo Teorema . No entanto, B =|0; 1], logo, é um conjunto nao fechado no espago de
Hausdorff X, e pelo Teorema [3.1.17] B nao é compacto em X. A contradicao obtida implica
que o conjunto A nao é relativamente compacto em Y.

Exemplo 3.1.43. O conjunto dos pontos racionais do intervalo ]0; 1| é relativamente compacto
se considerado como subconjunto da recta real R, e nao o é se for considerado como um
subconjunto de todos os racionais Q (com a topologia induzida de R).

Observacao 3.1.44. A nocao de compacidade relativa, introduzida na Defini¢ao para
subconjunto dos espacos topologicos de Hausdorff, é aplicavel, em particular as partes de um
espaco métrico. Neste contexto, os conceitos de compacidade sequencial relativa e de compaci-
dade relativa, coincidem, e temos outras condi¢des equivalentes a compacidade relativa (ver a
seccao seguinte).

3.2 Compacidade nos espacos métricos

3.2.1 Conjuntos totalmente limitados
Seja X um espaco métrico com a métrica p.

Defini¢ao 3.2.1. [11] Seja M um conjunto em X e ¢ > 0. Um conjunto A C X chama-se
e-rede para (de) M se
U D(,e) oM
€A
onde D(z,e) = D.(x) ={y € X : p(x,y) < e} (bola fechada).
Ou seja, um conjunto A C X chama-se e-rede de M se

(Ve e M)(Ja € A) : p(x,a) <e

Lema 3.2.2. Se A € e-rede finita do M entao existe subconjunto B C M cujo nimero dos
elementos nao € maior do que o numero dos elementos de A e tal que B € 2z-rede para M.
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Demonstracao. Seja Ay ={a € A: D.(a) N M # 0}. Qualquer que seja a € M escolhemos um
elemento b(a) € D.(a) N M arbitrario, e consideremos o conjunto B = {b(a) : a € A;}. E claro
que B C M e o nimero dos elementos de B nao é maior do que o nimero dos elementos de A.
Agora mostremos que B é 2e—rede de M.

Fixemos z € M e, usemos que A é e—rede de M, tomemos a € A tal que p(x,a) < ¢ entao,
a € Ay, e para b(a) € M temos p(z,b(a)) < p(x,a) + p(a,bla)) < e+ e = 2e. O

Definicao 3.2.3. Um conjunto M chama-se totalmente limitado se para este conjunto
existe e-rede finita qualquer que seja € > 0.

Definicao 3.2.4. Analogamente da Definicao um espacgo métrico X chama-se total-
mente limitado se X (considerado como subconjunto de X') é totalmente limitado.

Ou seja, um espaco métrico X diz-se totalmente limitada quando Ve > 0 existe um numero
finito de pontos z1,...,x, € M tais que todo ponto x € M dista menos do € de algum dos x;.

Proposicao 3.2.5. 1. Um subconjunto M de X ¢ totalmente limitado se e sé se M consi-
derado como espago métrico (subespaco do X ) € totalmente limitado.

2. Qualquer conjunto totalmente limitado € limitado.
3. Um conjunto M € totalmente limitado se e s6 se M é totalmente limitado.

Teorema 3.2.6. Para que um espaco métrico seja totalmente limitado € necessdrio e suficiente
que dado € > 0 arbitrdrio, X € representdvel como uniao de um numero finito de subconjuntos
X = 51U, ...,US,, em que cada tem didgmetro menor que € (diamS; < €).

Teorema 3.2.7. Todo subespaco M de um espagco métrico X totalmente limitado € ainda
totalmente limitado.

Demonstragao. Seja e > 0. Pelo Teorema [3.2.6] tem lugar a representacao X = S;US,U...US,
com diamS; < e e e > 0. Sendo M C X entao M pode ser escrito na forma de uniao de
conjuntos finitos de M intersectando com S;, isto é, M = (M N S;)U...U (M NS,) com
diam(M N S;) < diam(S;), tal que diam(M N S;) <e (i=1,2,...,n). O

Exemplo 3.2.8. Todo subconjunto limitado S da recta R é totalmente limitado.

Demonstracao. Seja ¢ > 0. Como S ¢ limitado entao estd contido numa unidao finita dos
intervalos fechados de comprimento menor ou igual a €. [

Proposicao 3.2.9. Qualquer espaco totalmente limitado tem uma base enumerdvel, em parti-
cular, € separdvel.

Proposicao 3.2.10. Seja X e Y espacos métrico sendo que X € totalmente limitada. Se
f: X —= Y éuma fungao uniformemente continua (ver a Defini¢ao entao f(X) é

subespaco totalmente limitado em Y .

Observacao 3.2.11. A proposicao anterior, deixa claro que a imagem uniformemente continua
de um espaco métrico totalmente limitado é um espago totalmente limitado.
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3.2.2 Compacidade relativa e limitagao total

E interessante que nos espaco métricos, existe ligacao profundo entre compacidade e limita-
¢ao total (e como vamos ver abaixo), entre compacidade relativa e limitagao total. Comecaremos
de trés teoremas (a Demonstragao pode ver em [§]).

Teorema 3.2.12. Para espacos mélricos os conceitos de compacidade e compacidade sequencial
coincidem.

Teorema 3.2.13. Um espaco métrico é compacto se e somente se o espaco € totalmente limi-
tado e completo.

Teorema 3.2.14. Para que um subconjunto M de um espago métrico completo X seja relati-
vamente compacto € necessdrio e suficiente que seja totalmente limitada.

Destes trés teorema profundas segue o seguinte teorema, em que apresentamos varias con-
di¢oes equivalentes a compacidade relativa de um conjunto num espaco métrico completo.

Teorema 3.2.15. Seja um subconjunto M de um espaco métrico completo, sao equivalentes as
sequintes condigoes:

(a) M € relativamente compacto isto €, M é compacto;

(b) M ¢ relativamente sequencialmente compacto isto €, qualquer subconjunto infinito contém
ponto de acumulacao;

(¢) Qualquer sucessio {x,} dos elementos do M contém subsucessao convergente (seu limite
nao necessariamente pertence a M)

(d) M ¢ conjunto totalmente limitado isto é, (Ve > 0) existe uma e—rede finita para M.

Corolario 3.2.16. Seja X um espago métrico completo e Y um subespaco fechado em X. Um
conjunto M C 'Y ¢ relativamente compacto em X se e somente se € relativamente compacto
em Y.

Demonstragao. Seja M relativamente compacto em X. Pelo Teorema[3.2.15] qualquer sucessao
{z,} dos elementos do M contém subsucessao convergente em X para um z € X. Mas como Y
é subespaco fechado, temos pela Proposicao que z € Y, e deste modo, a sucessdo {z,}
contém a subsucessao convergente em Y. Daqui e do Teorema |3.2.15] atendendo que o espago
Y ¢é completo (pela Proposigao segue que M & relativamente compacto em Y.

Reciprocamente, seja M ¢ relativamente compacto em Y. Pela Proposicao [2.2.44] o espaco
métrico Y é completo. Entao, pelo Teorema , qualquer sucessao {x,} dos elementos do
M contém subsucessao convergente em Y. Mas esta subsucessao, evidentemente, é convergente
em X. Pelo mesmo Teorema [3.2.15 o conjunto M é relativamente compacto em X. O

Observacao 3.2.17. Os Exemplos |3.1.42] e |3.1.43| mostram que caso o subespaco Y nao for
fechado a conclusao do Corolario [3.2.16| pode ser invélida.

Corolario 3.2.18. Seja M um subconjunto de um espaco métrico completo, sao equivalentes
0s sequintes condi¢oes:

(a) M € compacto;
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(b) M ¢ relativamente compacto € fechado;

(¢) M ¢ relativamente compacto é completo;

(d) M € relativamente sequencialmente compacto é fechado;
(e) M ¢ relativamente sequencialmente compacto é completo;

(f) Qualquer sucessao {x,} dos elementos do M contém subsucessio convergente a um x €

M .

Y

(g) M ¢é conjunto totalmente limitado e fechado;
h) M ¢ conjunto totalmente limitado e completo.
)

Corolario 3.2.19. Um subconjunto relativamente compacto (compacto) de um espago métrico
é limitado (limitado e fechado, respectivamente).

Teorema 3.2.20. Seja X e Y espacos métricos, sendo que X € compacto. Entao, qualquer
funcao f: X — 'Y continua € uniformemente continua.

Demonstracao. Designemos por d e p as métricas em X e Y, respectivamente e realizamos
a demonstracao por reducao ao absurdo. Suponhamos que uma continua f; X — Y nao é
uniformemente continua.

Entao existe € > 0 tal que, dado qualquer numero natural n, em X se encontrarao dos
pontos x,, e ¥y, satisfazendo simultaneamente as condicoes

dwm) <+ A plfle) f) 2 (=12, (3.3)

(d e p as métricas em X e Y, respectivamente).
Em virtude da compacidade de X, e pelo Corolério [3.2.18] da sucessao {x,} pode-se extrair
uma subsucessao {z,, } convergindo para um ponto z € X. De (3.3)) segue

1

tal que {y,, } converge para .
Pelo Teorema [2.2.35| existe ng € N tal que para todo n € N satisfazendo a condicao n > ng
sera que:

pU(en) F@) < 50 p(flym). (@) <

Deste modo, para n > ng

DN ™

pf(@n), fyn)) < p(f (@), F(2) + p(f (@), fyn,)) <

N ™

o que contradiz a segunda desigualdade (3.3). m

Observacao 3.2.21. Os Teoremas [2.2.38| e [3.2.20] implica que caso o espaco X seja compacto,
os conjuntos das funcoes continua e uniformemente continuas de X em Y coincidem.
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3.2.3 Espacos métricos T(X,Y) e C(X,Y)

Seja X e Y espacos métricos compactos com métricas d e p, respectivamente. Notemos que
pelo Teorema [3.2.13) os espagos X e Y sdo completos, e pela Proposi¢ao [3.2.5] (2) sio limitados.

Consideremos o conjunto T(X,Y) constituido de todas as funcdes f : X — Y. E facil ver
que a fungao po : (T(X,Y))* — [0; 0o definida por

Poo( [ 9) = Sup p(f(x),g(x))

¢ uma métrica em T'(X,Y), tal que (T'(X,Y) munido da distancia p,, é um espaco métrico.
Da limitacao de Y segue que todas as fung¢oes do espago T'(X,Y") sao limitados.

Teorema 3.2.22. T(X,Y) € um espago métrico completo.

Demonstragao. Usaremos a ideia da demonstracao em [8, p.46]. Seja {f,} uma sucessdo de
Cauchy em T(X,Y). E evidente, Vt € X {f,(7)} ¢ uma sucessio de Cauchy em Y, e como Y
¢ completo (pelo Teorema [3.2.22), esta sucessdao converge para um f(z) € Y. Deste modo é
definida uma funcdo f € T(X,Y).

Mostremos que a sucessao { f,} converge para f em T'(X,Y), ou seja poo(fn, f) — 0, quando
n — o0o. Seja € > 0. Usando que {f,} é uma sucessao de Cauchy em 7'(X,Y), escolhemos um
ng natural tal que para todo n, m naturais satisfazendo a condicao n, m > ng serd que

€

polfusfn) <5 = (Y €X) plfal@), fnla)) < 5.

Para cada x € X fixo, passando na tltima desigualdade ao limite, quando m — oo obtemos

(Vr e X) p(fala) f@) S5 = pulfurf) <5 <2

E demostrado a sucessdo de Cauchy {f,} em T(X,Y) converge para f € T(X,Y). Como a
sucessdao de Cauchy for arbitraria temos, segundo defini¢do o que o espa¢o métrico T'(X,Y) é
completo. [

Agora, consideremos o subespaco C'(X,Y") do espago métrico T'(X,Y") constituido das fun-
¢oes continuas f : X — Y. Notemos (veja a Observagao C(X,Y) pode ser definido
de modo equivalente como subespaco das fun¢oes uniformemente continuas f : X — Y. Alem
disso, pelas Proposicoes [2.1.43] [2.1.47 [2.1.48| e [2.2.36] a funcao ¢ : X — R definida por
o(x) = p(f(z),g(x)) é continua, entdo, pelo Teorema atinge o seu valor maximo, tal que
Vf,g € X(X,Y)

poolf>9) = sup p(f(x), 9(z)) = mag p(f (), g(x)).

Lema 3.2.23. C(X,Y) é um subespaco fechado de T(X,Y).
Demonstragio. Sejam f, € C(X,Y) (n=1,2,...)e f, = fem T(X,Y). E suficiente demons-

trar que f € C(X,Y) (isto, é, a fungdo f é continua).
Fixemos o € X e € > 0. Escolhemos pela condigao ng € N tal que (¥n > ng)

Pos(frs f) = Sup p(fulz), f(2)) < g (3.4)

Tomamos algum niimero natural n > ng e encontramos segundo continuidade da funcao f, o
namero ¢ > 0 tal que (Vo € Bs(xg)) se cumpre

p(fn(x), fulz0)) < (3-5)

Wl M
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De (3.4)), (3.5), e dos axiomas M2 e M3 da métrica obtemos (Vax € Bs(zo))

p(F(2), (20)) < p(f (@), fal@)) + p(fule), Fulx0)) + p(fulwo), flwo) < 5+ 45 ==

Entao, f é funcao continua. O]

Teorema 3.2.24. O espago métrico C(X,Y) € completo.

Demonstracao. Segue directamente dos Lema [3.2.23] Teorema [3.2.22| e Proposicao 2.2.44 [

3.2.4 Critério de compacidade em R"

Teorema 3.2.25. Um subconjunto E do espac¢o euclidiano R™ é compacto se, somente se for
limitado e fechado.

Demonstracao. Se um conjunto ' C R"™ é compacto, entao, pelo corolario |3.2.19, é limitado e
fechado.

Mostremos a proposicao reciproca. Seja E um conjunto limitado e fechado em R”. Sendo
limitado, E esta contido num paralelipipedo [aq;b1] X ... X [a,;b,] = P. Pelos Proposigdo [3.1.3]
e Teorema P é compacto em E. Como E ¢é fechado em R", pela Proposicao 2.1.3T| £
é conjunto fechado no espaco compacto P. Pela Proposicao E ¢é conjunto compacto em
P. Finalmente, pelo Teorema |3.1.40 0 conjunto E é compacto em R". O

Corolario 3.2.26. Um conjunto S no espacgo euclidiana R™ ¢é relativamente compacto se, so-
mente se € limitado.

Demonstracao. Segue directamente dos Teoremas |3.2.25] [3.2.15| e corolario [2.2.19 O]

3.2.5 Conjuntos relativamente compactos nos espacos normados

Todas propriedades dos conjuntos compactos e relativamente compactos, apresentadas na
seccao em particular, os critérios do Teorema[3.2.15]e do Corolério[3.2.18|sao aplicaveis sem
alteragdo, para os espagos normados (veja a observagao . Nesta seccao s6 chamaremos de
alguns propriedades especificas em espagos normados, relacionadas com o estrutura de espago
linear nesses espacos, que o leitor pode encontrar em véarios manuais de Analise Funcional, por
Exemplo, em [6], [8] e [10].

Seja X um espaco normado sobre o corpo P de niimeros reais ou complexos.

Proposicao 3.2.27. Se um conjunto M C X ¢ relativamente compacto em X, entdo co(M),
isto é, o conjunto minimo convero (em relagcdo 4 inclusdo de conjuntos) que contem o M
também € relativamente compacto em X.

Se os conjuntos M, N C X sao relativamente compactos em X e «, 3 € P entdo o conjunto
aM + BN € também relativamente compacto em X.

Do Corolario e da Observacao segue, evidentemente, que o proprio X nao é
espag¢o compacto.

Pelo Corolario qualquer conjunto relativamente compacto em X ¢ limitado. Na sec-
¢ao[3.2.4]foi mostrado que para o espago R™ também é valida a proposigao reciproca. O seguinte
teorema estabelece o critério de validade desta proposicao em espacos normados quaisquer, em
dependéncia do facto se o espaco é de dimensao finita ou infinita.
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Teorema 3.2.28. Para um espaco normado X sao equivalentes as sequintes condi¢oes
(a) dimX < oo;
(b) Qualquer conjunto limitado é relativamente compacto em X ;
(c) Alguma bola B.(x) é conjunto relativamente compacto em X ;
(d) Ewziste pelo menos um conjunto relativamente compacta em X com interior nao vazio.

Dos Teorema [3.2.28| e Corolario3.2.19|segue o seguinte critério que generaliza os critérios do
Teorema, e do Corolario [3.2.26]

Corolario 3.2.29. Num espaco normado de dimensao finita, um conjunto € relativamente
compacto (compacto) se, somente se € limitado (limitado e fechado, respectivamente).

E util a seguinte reformulacdo do Teorema [3.2.28}

Corolario 3.2.30. Para um espaco normado X sao equivalentes as sequintes condi¢oes:
(a) dimX = ooy
(b) Eziste pelo menos um conjunto limitado que ndo € relativamente compacto em X ;
(¢) Qualquer bola B:(z) ndo é conjunto relativamente compacto em X;
(d) Se M C X e int(M) # 0 entado M nao é relativamente compacto em X.

Observacao 3.2.31. Para espacos normados da dimensao finita temos o critério, isto &, condi-
¢Oes que sdo necessarias e suficientes em simultaneo, de compacidade (compacidade relativa) de
conjuntos na forma do Corolario [3.2.29, Em geral, em espacos métricos completos, em particu-
lar, em espagos de Banach (que ndo sao obrigatoriamente de dimensao finita), o Teorema
estabelece s6 a equivaléncia de tais propriedades de conjuntos como a compacidade relativa e
a limitagao total.

Mas, em diferenca da limitacao, a verificacao da limitacao total, pela natureza desta pro-
priedade, ainda exige os métodos especificos para cada espago funcional concreto, tais como
C(X,Y), Cla,b], £,, L,[a,b] e outros. Entdo, tem grande interesse de estabelecer os critérios
especificos de compacidade relativa de um conjunto (o que é equivalente, da limitacao total
de conjunto), para espacos funcionais concretos. Trata-se dos critérios formulados em termos
relacionados com espacos concretos, que podem ser utilizadas para verificacao na pratica de
compacidade relativa de conjuntos de modo muito mais conveniente do que critério geral na
forma do Teorema

Nos seguinte capitulo iremos abordar os critérios especificos de compacidade relativa de
conjuntos no espago de Banach C|a, b], e obter os critérios novos para espagos funcionais cor-
respondentes com peso.

Observacao 3.2.32. Notemos que sao interessantes dois tipos de critérios especificos: de
compacidade e de compacidade relativa de conjuntos. Pelo Corolério [3.2.18, um conjunto em
um espago métrico completo (em particular, em um espago de Banach) é compacto se e somente
se é relativamente compacto e fechado.

Mas a verificacdo da propriedade de um conjunto M ser fechado (isto é, M = M), como
regra verifica-se com base da Defini¢do [2.1.9) (em combinacao com o Corolério ou com
base do Corolario 2.2.31] deste modo, os critérios da propriedade de um conjunto ser fechado
¢ comum para todos os espagos métricos concretos (sem especificagdo para cada um destes
espagos).

Deste modo, em capitulos seguintes, nés nao vamos estudar a propriedade de compacidade
de conjuntos em espacos métricos e de Banach concretos, e limitarmos pela propriedade de
compacidade relativa.
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Observacao 3.2.33. No fim deste capitulo apresentemos dois teoremas que serao tteis essenci-
almente na elaboracao dos critérios novos de compacidade relativa de um conjunto em espacos
funcionais com pesos, por método de reducao para critérios conhecidos em espacgos classicos
(sem pesos), usando o facto, que, em muitos casos os espacos com pesos sao isomorfos aos
espacos classicos correspondentes.

Teorema 3.2.34. Sejam X e Y espaco de Banach, sendo X imerso continuamente em Y,
quer dizer, X — Y. Entao qualquer conjunto M C X relativamente compacto em X € também
relativamente compacto em Y .

Demonstracao. Seja M um conjunto relativamente compacto em X. Lembramos que espaco
de Banach é um espaco normado completo. Pelo Teorema |3.2.15| o conjunto M ¢é totalmente
limitado em X.

De outro lado, a imersao i : X — Y definida por i(x) = x (x € X) é um operador linear e
continuo, logo, pelo Peorema[2.4.29|¢é uniformemente continuo. O conjunto M em Y é a imagem
do mesmo conjunto M pela aplicacao uniformemente continua ¢, quer dizer, M = i(M). Pela
Proposigao [3.2.10| o conjunto M é totalmente limitado em Y. Aplicando mais uma vez um
dos critérios do Teorema [3.2.15| concluimos que o o conjunto M é relativamente compacto em
Y. m

Teorema 3.2.35. Sejam X e Y espacos de Banach isomorfos (em particular, linearmente
isométricos) por isomorfismo linear J : X — Y. Entdo, um conjunto M C X ¢€ relativamente
compacto em X, se e somente se, o conjunto J(M) € relativamente compacto em Y .

Demonstragao. Seja M um conjunto relativamente compacto em X. Pelo Teorema 0
conjunto M ¢é totalmente limitado em X. Pelo Teorema [2.4.29 o operador J é uniforme-
mente continuo, entao, pela Proposicao o conjunto J(M) é totalmente limitado em Y.
Aplicando mais uma vez o Teorema concluimos que o conjunto J(M) ¢é relativamente
compacto em Y.

Reciprocamente, seja o conjunto J(M) relativamente compacto em Y, E claro que M ¢ a
imagem do conjunto J(M) pelo operador J~!. Pelo raciocinio anilogo do paragrafo anterior,
aplicado para o isomorfismo J~! : Y — X concluimos que M ¢é relativamente compacto em
X. O



Capitulo 4

Critérios de compacidade relativa nos
espacos de funcoes continuas com peso

Neste capitulo, primeiro, iremos abordar sobre critérios de compacidade relativa de con-
juntos, nos espagos de fungdes continuas C(X,Y) caso espagos métricos compactos X e Y e
no espaco Cla,b]. Trata-se dos critérios (condi¢oes que sao necessarias e suficientes) especifi-
cos. Esses critérios chamam-se em Matematicos como teoremas de Ascoli-Arzela. Na revisao
usaremos as monografias [7], [8] e [I0]. Com base destes critérios e ideias de suas demonstra-
¢Oes estabeleceriamos os critérios de compacidade relativa de conjuntos nos espagos C,[a, b] de
funcoes continuas com peso.

4.1 Teorema de Ascoli-Arzela para espaco C(X,Y)

Seja X e Y espacos métricos compactos com métricas d e p, respectivamente. Na subseccao
foi definido o espaco métrico T'(X,Y) constituido de todas as fungdes f: X — Y, e o seu
subespago C(X,Y) das fung¢oes continuas com a métrica

poo(f,9) = sup p(f(z), g(z)),

zeX

que, pelo Teorema |3.2.24] é completo. Nesta seccao apresentemos o critério de compacidade
relativa de um conjunto em C(X,Y).

Definigao 4.1.1. Um conjunto M C C(X,Y’) chama-se equicontinuo se
(Ve > 0) (30 > 0) (Vay, 20 € X, d(z1,20) <) (Vf e M) : p(f(z1), f(x2)) <e. (4.1)

Observacao 4.1.2. 1. Notemos que a defini¢ao do conjunto equicontinuo tem uma semelhanca
com definicao da funcdo uniformemente continua. Apenas que na definicao da equicontinuidade
o d pode ser escolhida simultaneamente para todas fungoes de M (6 nao depende da funcao)
mas na definicao da continuidade uniforme o §, em geral, depende da funcao.

2. De outro lado cada fungao f € C(X,Y) é uniformemente continua (ver o Teorema
e a Observagao . Portanto, isso junto com dito no paragrafo anterior, deixa claro que
se, uma fun¢do f : X — Y for continua, entdao o conjunto M = {f} (que consiste em um so6
elemento f € C(X,Y)) é equicontinuo. Mais geral, qualquer subconjunto finito M C C(X,Y)
é equicontinuo.

3. No entanto, um conjunto infinito M C C'(X,Y’), em geral, pode ser equicontinuo ou ndo
(veja também os exemplos na proxima sec¢ao), e deste modo, a equicontinuidade de M é a
condicao mais forte do que apenas a continuidade uniforme de cada fungao da familia M.

43
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4. Em algumas monografias, por exemplo, em [7], [9], [13] e [14] a condi¢do de equicontinui-
dade de um conjunto M defina-se de modo diferente da Definicao [4.1.1] anélogo de condigao de
continuidade uniforme em relagao as fungées do conjunto M, e em [9] e [14] a condi¢ao (4.1]) é
chamada a equicontinuidade uniforme. Mas nestes livros foi considerada a situagao mais geral,
quando o espaco X nao é necessariamente compacto. Caso do espaco métrico X compacto, a
condigao de equicontinuidade no sentido dos livros citados e no sentido da Definicao Sa0
equivalentes (ver [14, p.154]). Em varios livros de Analise Funcional, tais como [6], 8] e [10],
em que se considera o caso do espaco métrico X compacto, a condicao de equicontinuidade
entende-se no sentido da Definicao [4.1.1}

5. Afinal da observacdo comprida, esclarecemos o sentido de introducao do conceito de
equicontinuidade: é uma coisa notavel, que a condicao de equicontinuidade de um conjunto
em C(X,Y) é equivalente a compacidade relativa do conjunto! Este critério é estabelecido no
teorema a seguir.

Teorema 4.1.3. [de Ascoli-Arzela] Para que um conjunto M C C(X,Y) seja relativamente
compacto € necessdrio e suficiente que M seja equicontinuo.

Demonstra¢ao. Vamos usar o esquema da prova em |8, p.110-111], mas realizemos a demons-
tracao com detalhes.

Necessidade. Seja M C C(X,Y) um conjunto relativamente compacto. Seja € > 0. Pelo
Teorema [3.2.15| existe f-rede finita para M. Fixemos agora uma -rede A = {f1, fo, ..., fu}.
Pelo Teorema [3.2.20| cada uma das fungoes f; é uniformemente continua, logo existe d, € R tal
que

Vi, 29 € X 1 d(xy,22) < 0] = [p(fr(x1), fu(z2)) <e] (k=1,2,3,...,n). (4.2)

Seja 6 = min{é, : k=1,2,...,n}. E claro que § > 0.
Tomemos, agora qualquer f € M e quaisquer zi,xo, € X que satisfazem a condicao

d(x1,29) < 6. O conjunto A é uma $-rede para M, estdo existe k € {1,2,...,n} tal que
5

Usando e e os axiomas M2 e M3 da métrica obtemos
p(f(z1), f(22)) < p(f(21), fa(z1)) + p(fr(21), fr(z2)) + p(fr(22), f(22)) <

Poo(f5 [&) + p(fe(1), fr(72)) + poo(fr, f) < < + €

—l—g—e
3 =e.

3

w

Pela Definicao [4.1.1 o conjunto M é equicontinuo.

Suficiéncia. Seja M C C(X,Y) equicontinuo. Pelos Teoremas[3.2.22]e Lema[3.2.23]C(X,Y))
¢ um subespago fechado do espaco métrico completo T(X,Y'), entao, pelo corolario , é
suficiente demonstrar que o conjunto M é relativamente compacto em T'(X,Y). Por sua vez,
para mostrar este facto, é suficiente (pelo Teorema Ve > 0 construir uma e-rede finita
para M em T'(X,Y)

Seja ¢ > 0. Como M é equicontinuo, existe o > 0 tal que

feM ANz, € X N d(xy,z2) <6 = p(f(z1), f(x2)) < (4.4)

DO | ™

Escolhemos, agora uma %—rede finita do compacto X, seja {uy, us,...,u,}, e definimos os

conjuntos Ej) C X recursivamente por

By = B(u1,6/2),  Ep = Blug,8/2) \'EB(uj,(S/z) (k=2,3,...,n).
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Pela construcao, X = k:61 Ek, sendo que os conjuntos Ej, disjuntos dois a dois (de outras

palavras, {Ey} ¢ uma partigéo finita de X). Mais ainda, se 2/, 2" € E) para algum k, entao
temos que

b 0
d(z', ") < d(2',ur) + d(ug, ") < 2t3= J.

Entao,
X1, T e b, = d(fEl,.Z'Q) <0 (k: 1,2,...,71). (45)

Seja Yo = {y1,¥2,-..,Ym} uma 5-rede do compacto Y. Consideremos o conjunto M. que
consiste em todas as funcoes f : X — Y que tomam os valores no conjunto finito Y, e que sao
constantes em cada um dos conjuntos Ej, (k =1,2,...,n). E claro que o conjunto M. é finito.
Mostremos que M. é uma e-rede para M.

Seja f € M quaisquer. Como Yj é uma §-rede para Y, qualquer que seja k € {1,2,...,n}
existe j(k) € {1,2,...,m} tal que

P () y) < - (4.6)
Escolhemos a funcao g € M, definida por
yj), se wx €k
g(z) = Yj2), se T € FEy ' (4.7)

Yin), se w€ kb,

Seja, agora © € X qualquer. Escolhemos k € {1,2,...,n} tal que z € Ej. Usando (4.4)-

(4.7) obtemos

p(f(@),9(x)) < p(f (@), f2x)) + p(f (21), 9(2x) + pg(zn), 9(2)) <

19 9 19
5t p(f (@), Yiky) + PWiky, Vi) < sty t0=e

Assim, poo(f, g) < €. E demonstrado que M. é uma e-rede finita para M. ]

4.2 Teoremas de Ascoli-Arzela para espago de Banach C|a, b]
e consequéncias

Lembramos (ver a seccao [2.4.2) que Cla, b] é o espago de Banach que consiste em todas as
fungoes continuas x : [a;b] — R e dotado da norma

o = #)].
el = mac Ja(t)

Definicao 4.2.1. Um conjunto M C Cfa,b] chama-se equilimitado ou uniformemente
limitado se existir um niimero R > 0 tal que qualquer, que sejam z € M e t € [a; b] se cumpre
|z(t)| < R.

Definigao 4.2.2. Um conjunto M C C|a, b] chama-se equicontinuo se

(Ve > 0) (35 > 0) (Vty,t9 € [asb], [t —ta] <) (Ve e M) : |x(ty) — x(t2)| < e.
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Observacao 4.2.3. A condigao de equicontinuidade de um conjunto em C|a, b] é semelhante
a condicao correspondente da definicao m (é um caso particular com as métricas padrao
d e p em [a;b] e R, respectivamente, caso aplicar a defini¢ao a um caso que Y nao é
necessariamente compacto). Mesmo que na sec¢ao anterior notemos que todo = € C|a, b] € uma
fun¢do uniformemente continua (ver a observacao [3.2.21)), entao qualquer conjunto M = {z}
(que consiste em um s6 elemento z € Cfa,b]), mais geral qualquer subconjunto finito M C
C'la, b] & equicontinuo.

Observacao 4.2.4. A condigao de equilimitacao de um conjunto M C Cla, b] é equivalente a
condicao
sup Ja(t)] < o0,
t€la;b], zeM

que, por sua vez, é equivalente a condicao de limitacao do conjunto M no espaco de Banach
C'a,b]. Notemos que a condicdo andloga de equilimitacao é valida automaticamente no teorema
, pois todo o espaco C'(X,Y) é limitado por X e Y compactos. Em diferenga da situacao
da secc@o anterior, para o espago Cla,b] = C([a,b],R) sendo X = [a;b] compacto, o espaco
Y = R nédo é compacto, assim todo o espago Cf[a, b] nao é limitado. Deste modo, a condi¢ao de
equilimitacao de conjunto em Cfa, b] é necesséario para formulacdo do critério de compacidade
relativa.

Das definicoes segue directamente a seguinte proposicao.

Proposicao 4.2.5. Sejam M, N € Cla,b] e M C N. Se o conjunto N é equilimitado (equi-
continuo), entao o conjuntos M também € equilimitado (equicontinuo, respectivamente).

Observacao 4.2.6. Quatro exemplos abaixo mostram que as propriedades de equilimitacao
e de equicontinuidade de um conjunto em C/|a, b] sdo independentes. Para cada destes exem-
plos escolhemos dois conjuntos, um enumeréavel e outro nao enumeravel. Outro sentido destes
exemplos é para mostrar que as condicoes de equilimitagao e de equicontinuidade podem ser
facilmente verificadas para conjuntos concretos.

Exemplo 4.2.7. Qualquer que seja R > 0, os conjuntos M; = {x,: n € N} onde z,(t) =
Rcos(t +n) (t € [a;0]) e Ny = {z € Cla,b]: (Vt € [a;b]) |x(t)] < RA|2'(t)] < R} (por o’
é designada a funcdo da primeira derivada 2’ : [a;b] — R da funcdo z) sdo equilimitados e
equicontinuos.

X3 To I
R I

Rl

Figura 4.1: As fungoes x,,(t) = Rcos(t + n) do conjunto M,

Demonstra¢ao. Mostremos as propriedades do exemplo para o conjunto N; (para M; a de-

monstracao é analoga). O conjunto N; é equilimitado, pois  sup  |z(t)| < R < 0.
t€asb], zeNy
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Seja € > 0. Tomemos § = . Para todos € N; e para todos t1,; € [a;b] que satisfazem a
condigao [t; — ta| < & obtemos, usando o facto que 2’ € Ny, pelo teorema de Lagrang{] (uma
consequéncia do teorema de valor médio do Célculo Diferencial):

te|a;

Entao, o conjunto N; é equicontinuo. ]

Exemplo 4.2.8. Os conjuntos My = {z,,: n € N} onde z,(t) =t +n (t € [a;b]) e Ny = {z €
Cla,b]: (Vt € [a;b]) |2/(t)| < 1} sdo equicontinuos mas nao sao equilimitados.

Figura 4.2: As fungoes x,(t) =t + n do conjunto M,
Demonstracao. Sejam € > 0 e 6 = ¢. Temos Vn € N e para todos t1,ty € [a;b] que satisfazem
a condigao |t; — ta| < § que

‘xn(t1> — $n(t2)‘ = |t1 +n—ty — 77/‘ = ’tl — tg’ <o = g,

logo, segundo defini¢ao, o conjunto M, é equicontinuo.

De outro lado, sup |z(t)]= sup |t+ n|= oo, entdo M, ndo é equilimitado.
tela;b], ze€Ma tela;b], neN
A equicontinuidade de N, demonstra-se do mesmo modo que no exemplo N5 nao é
equilimitado, pois ~ sup  |z(t)| = oc. O
tela;b], zEN,

Exemplo 4.2.9. Os conjuntos Mz = {z,: n € N} onde z,(t) = (£)" (t € [a;b]) e N3 = {z €
Cla,b]: (Vt € [a;b]) |x(t)] < 1} (ou N3 pode ser qualquer bola em C|a;b]) sdo equilimitados

mas nao sao equicontinuos.

Demonstragio. E evidente que  sup  |z(t)| = sup |2(t)] = 1 < oo, logo, os conjuntos
t€la;b], z€M3 t€la;b], zEN3
M;3 e N3 sao equilimitados.

Sejam s, =aet, =a+ l’;—n“ (n=1,2,...). E claro que |t, — s,| — 0, quando n — oo, mas

_ b—tn " b—Sn n_ 1 ndeign‘ —1/2
|z, (tn) xn(sn)|—(b_a) (b—a) —(1 %) ="c,—>e 7

! Joseph Louis Lagrange (1736-—1813) — matematico Italiano




Contetdo 48

X1

LN I~ T9

Figura 4.3: As fungdes x,(t) = (2£)" do conjunto M;

Mostremos que g9 = in£I ¢, > 0. Primeiro, notemos que ¢, > 0 (n € N), logo, ¢g > 0. Em
ne

suposicao que g9 = 0 temos segundo condicao ¢, > 0 (n € N) que existe uma subsucessao {c,, }
que converge para 0. Mas isto é impossivel, pois a essa subsucessao, mesmo que {c,} converge
para o niimero positivo e~ /2,

E demonstrado que existem gy > 0 e t,,, s, € [a;b], tais que |t, — s,| — 0 se n — oo mas

|zn(tn) — xn(sn)| > €0 n=12...

Isto significa que o conjunto M3 nao é equicontinuo.
Como M3 C N3 temos, pela proposicao[4.2.5] que o conjunto N3 também nao é equilimitado.
O]

o

Exemplo 4.2.10. Os conjuntos My = {x,: n € N} onde z,(t) = n(
N, = Cla; b] nao sao equilimitados nem equicontinuos.

=) (t € [a;b]) e

—a

o

L4

)
T

— N o

Figura 4.4: As funcdes z,(t) = n (££)" do conjunto M,

Demonstracao. Como M, C N, é suficiente mostrar as proposi¢oes para o conjunto M.
sup  |z(t)] > sup|z,(a)] = supn = oo, logo, o conjunto Mj nao é equilimitado.
te€[a;b], x€ My neN neN
O facto que M, nao é equicontinuo demonstra-se do modo anélogo que para o conjunto M3

no exemplo [4.2.10L O
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Teorema 4.2.11. [de Ascoli-Arzeld| Para que um conjunto M C Cla,b] seja relativamente
compacto € necessdrio e suficiente que M seja equicontinuo e equilimitado.

Demonstra¢ao. Em diferenca da prova em [8], vamos usar a propria demonstragdo baseada no
Teorema 4.1.3
Necessidade. Seja M C Cla,b] um conjunto relativamente compacto. Pelo corolario
M & limitado em Cfa,b], o que significa que M é equilimitado.
De outro lado, da limitacao de M segue, pela proposicao que existe R > 0 tal que
M C Dpg onde
Dr ={x € Cla,b]: (Vt € [a;b]) |z(t)] < R} (4.8)

(a bola fechada no centro em zero do raio R em Cla, b]). Pela Proposi¢ao D, é subespago
métrico fechado do espago de Banach C/a, b]. Pelo corolario[3.2.16o conjunto M é relativamente
compacto no espaco métrico Dpg.

Mas Dpg representa-se o espago métrico C'(X,Y’) considerado na sec¢ao anterior onde X =
[a;b] e Y = [—R; R] sao espagos métricos compactos. Pelo Teorema o conjunto M é
equicontinuo em C'(X,Y") no sentido da Definigao E claro, que isto significa a equiconti-
nuidade de M em Cfa,b] no sentido da Defini¢ao [1.2.2]

Suficiéncia. Seja M C Cfa,b] um conjunto equicontinuo e equilimitado. Entdo, M é
limitado em Ca, b], e pela proposicao , existe R > 0 tal que M C Dgp onde a bola fechada
Dpg ¢ Definida por (4.8). Mas Dy representa-se o espaco métrico C(X,Y) onde X = [a;b] e
Y = [—R; R] sdo espagos métricos compactos, e mais ainda, a equicontinuidade de M em Cla, b]
significa também a equicontinuidade de M em C(X,Y’). Pelo Teorema o conjunto M é
relativamente compacto em C(X,Y’). Pela Proposicao C(X,Y) = D, é um subespago
métrico fechado do espago de Banach Cla, b]. Pelo Corolario[3.2.16]o conjunto M ¢é relativamente
compacto em C|a, b). O

Observacao 4.2.12. O teorema de Ascoli-Arzela ¢ muito 1util para verificacao de com-
pacidade relativa de conjuntos concretos em Cfa,b], pois reduza a verificacdo das condigoes
gerais do Teorema para verificacao das condicoes de equicontinuidade e de equilimitacao
que sdo especificos para o espago Cla,b]. Assim, dos Exemplos [4.2.7H4.2.10| segue que entre
conjuntos M; e N; destes exemplos os conjuntos M; e N; sao relativamente compactos em
C'la, b] mas os conjuntos M; e N; com i = 2, 3,4 nao sao relativamente compactos em Cla, b].

Uma area das aplicacoes do teorema de Ascoli-Arzela é a teoria da Equacgoes Diferenciais.
Formulemos s6 um teorema correspondente que ¢ o teorema de Peano sobre existéncia da solucao
de equagao diferenciais nao linear. A demonstragao este teorema o leitor pode encontrar em [8],
p.107-109]

Teorema 4.2.13. [de Peano] Seja dada a equacao diferencial

T tay), (1.9)

dy
Se a funcio f é continua num conjunto limitado e fechado G C R? com o interior nao vazio,
entdo, por qualquer ponto (xo,%o), interior a G, passa pelo menos uma curva integral y = p(z)

da equagao (4.9).

Observacio 4.2.14. E interessante que na formulacio do teorema de Ascoli-Arzela, a condicio
de equilimitagao (de limitacdo uniforme) pode ser substituido pela uma condi¢do mais fraca
(do que, no entanto, junto com a equicontinuidade seque a equilimitagao). A forma do teorema
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de Ascoli-Arzela com tal condicao mais fraca tem sentido, pois, na pratica, o critério é mais
util na parte da suficiéncia, isto é, para a dedugao da compacidade relativa de conjunto com
base do critério.

Definicao 4.2.15. Seja M um conjunto de fungoes z : [a, b] — R.

M chama-se limitado no ponto t € [a, b] se o conjunto M; = {z(t): x € M} & limitado
em R.

Diremos que M é limitado num ponto se existe ¢ € [a, b] tal que o conjunto M é limitado
no ponto t.

E evidente que para um conjunto M de funcdes z : [a,b] = R
[ M & equilimitado] = [ M é limitado em cada ponto t € [a,b]| = [ M ¢ limitado num ponto |.

E interessante que caso M seja equicontinuo, todas trés condicoes desta cadeia serao equiva-
lentes, o que segue do seguinte lema.

Lema 4.2.16. Se M C Cla,b] é um conjunto equicontinuo e limitado num ponto entdo M €
equilimitado.

Demonstrac¢ao. Seja o conjunto M é limitado num ponto t € [a, ], entdo, existe R > 0 tal que
lz(t)| < R, reM (4.10)

Escolhemos segundo a condicao de equicontinuidade de M um nimero § > 0 tal que
[t " € la;b), [t =" <6, z e M] = [|z(t') —2(t")| <e]. (4.11)

Tomemos algum n € N satisfazendo a condicao n > m e consideremos os pontos t =
(1—§)a+§b (k=0,1,...n). Notemos que a =ty <t; <...<t,=be

k k kE—1 k—1 b—
|tk—tk_1|:((1——>a+—b—<1— )CL— )Z aS(S, /{?:1,2,...,71.
n n n n n

(4.12)
Seja, agora, s € [a; b] qualquer satisfazendo a condigao s > t. Existem indices i,k € {0,1,...,n}
tais que [t —ti| < d e |s —tpy| < 9.
a t S b
to bk bt th—1 tn

Figura 4.5: Escolha de t; e t;.; na demonstragao do lema [4.2.16

Daqui e de (4.10)—(4.12)) segue Va € M:

|2(s)] < Ja(s) = x(®)] + [2()] < |2(s) = 2(teri)| + Z | (thtg) = 2 (thg )+

|z (te) — z(t)] + |z(t)| < 1T4+i+ 14 |z(t)] < Ry,

onde a constante finita Ry = R + n + 3 nao depende de z € M e de s € [a;b]. Portanto, o
conjunto M é equilimitado. O caso s < t considera-se de modo andlogo. [
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O Teorema [4.2.11] e o Lema [4.2.16| implica directamente a seguinte forma do critério de
compacidade relativa em C|a, b] que é conveniente para utilizacdo pratica.

Teorema 4.2.17. [de Ascoli-Arzeld] Para que um conjunto M C Cla,b] seja relativamente
compacto € necessdrio e suficiente que M seja equicontinuo e limitado num ponto.

Formulemos as condigdes suficientes de compacidade relativa de um conjunto em Cla, b] que
sao mais fortes do que as condicoes de equicontinuidade e da limitacao num ponto, e deste
modo nao sao necessarias. No entanto, essas condicoes suficientes podem ser tteis na préatica,
pois sao mais simples nao sua verificagao para conjuntos concretos, do que a verificagao directa
da condicao de equicontinuidade.

Corolario 4.2.18. Se um conjunto M C Cla,b] € limitado num ponto e exriste uma fun¢io
Y :]0; 00[—]0; 00 com a propriedade lir&w(s) =0 e tal que
5—

|.I'(t1) - Z’(tg)’ S w(|t1 - t2|) (tl,tg € [CL, b], S M), (413)
entao o conjunto M é relativamente compacto em Cla,b].

Demonstragao. Seja € > 0 . Escolhemos § > 0 tal que 0 < s <4 = (s) < . Entdo, para
todos t1,ts € [a;b] que satisfazem a condigao s = [t; —t2| < 0 e para todo x € M temos segundo

(4.13) que |x(t1) — z(t2)| < ¥ (s) < e. Entao o conjunto M é equilimitado. Pelo teorema |4.2.17
o conjunto M ¢ relativamente compacto em Cla, b]. O

Corolario 4.2.19. Se um conjunto M C Cla,b] € limitado num ponto e satisfaz a condi¢do de
Lipschitf]
[2(t1) —x(te)| < Lltr —ta|  (t1, 82 € [a;0], © € M),

onde a constante de Lipschitz L < +oo nao depende de ti,t5 e de x, entao o conjunto M ¢é
relativamente compacto em Cla, b|.

Demonstracio. E suficiente aplicar o corolario [4.2.18/ onde 1(t) = Lt (t > 0). O

Corolario 4.2.20. Se um conjunto M C Cla,b] € limitado num ponto e existe uma constante
finta R tal que
|2'(t)] < R (t € [a;b], z € M), (4.14)

entdo o conjunto M é relativamente compacto em Cla,b].

Demonstracao. Pelo teorema de Lagrange

|z(t1) — x(t2)] < max ()] [t1 —ta] < Rlts —ta|  (t1,t2 € [a50], x € M),
tal que M satisfaz a condicao de Lipschitz. Pelo corolario [4.2.19| 0 conjunto M é relativamente
compacto em Cla, b]. O

Do corolario[4.2.20|decorre imediatamente que conjunto Ny do exemplo [4.2.7]é relativamente
compacto em C[0, 1].

Observacao 4.2.21. A condicao esclareca o sentido geométrico da condigao de equicon-
tinuidade. Caso M consta das funcoes diferenciaveis, M é equicontinuo se e somente se a as
inclinacoes dos graficos das funcoes de M sao limitadas. Isto pode ser ilustrado por meio dos
graficos das funcoes dos conjuntos M; (i = 1,2, 3,4) nas figuras 4.4

2Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-—1903) — matemético Alemao
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4.3 Nocao e as propriedades dos espagos com peso C,la, b]

Além do espago Cla,b] definimos o espago linear C'(a,b) que consiste em todas as fungoes
continuas z :|a; b[— R, dotado das operacoes algébricas usuais (ver o Exemplo [2.3.4)), que no
entanto, em diferenga de Cla, b], ndo admite o estrutura de um espago normado.

Definigao 4.3.1. Vamos dizer que uma funcao = € C(a,b) admite a prolongacao continua
em [a; b] se existir uma funcdo ¥ € Cla, b tal que T|,pf = = (a restricdo de Z para intervalo
aberto |a; b] coincide com a x.

E evidente o seguinte lema.

Lema 4.3.2. Uma funcio x € C(a,b) admite a prolonga¢ao continua em [a,b] se e somente
se existem limites laterais finitos ¢ = lim z(t) ed = lirgl z(t). Caso ezistir, a prolongag¢ao
t—a t—b—

continua T de x € C(a,b) em [a;b] € unica, sendo T(a) —ce z(b) =d.

Lema 4.3.3. Para que uma fungio x € C(a,b) admita a prolongagio continua em [a,b] €
necessdrio que x seja limitada.

Demonstragao. Suponhamos que uma fun¢ao = € C'(a,b) nio ¢é limitada. Pelo Teorema [3.1.26]
Vn € N satisfazendo a condigao % < b — a a restricao da funcdo = para o segmento A, =
[a + %; b— ﬂ ¢ uma fun¢ao limitada. Daqui e do facto que x ndo é limitada em ]a; b[ segue
que existe uma sucessao {t,} dos pontos do intervalo |a; b[ tal que ¢, converge a direita para a

ou a esquerda para b e lim |z(¢,)| = +oo. Deste modo, pelo menos um dos limites lim x(¢)
n—oo a

t—a+0
ou liinox(t) nao existe ou toma um dos valores +00. Pelo Lema |4.3.2] a funcao x nao admite
t—>b—
a prolongagao continua em [a; b]. O

Exemplo 4.3.4. Pelo lema as fungoes x,y € C(0,1) definidas por x(t) = t77 e y(t) =
(1 —¢)7? (onde p > 0) ndo admitem a prolongacao continua em [0; 1].

Observacao 4.3.5. A condi¢ao de limitacdo de uma func¢do = € C(a,b) é necessaria para
prolongagdo continua em [a; b] mas ndo é suficiente. Por exemplo, a fungio x € C(0, 1) definida

por x(t) = sen% ¢ limitada mas nao admite a prolongacdo continua em [0; 1], pois o limite
lim x(¢) ndo existe.
t—0+

—1

Figura 4.6: A funcdo z(t) = sen ¢, t €]0; 1]
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Observagao 4.3.6. Para simplificar as notagoes, caso uma funcao =z € C(a,b) admite a pro-
longagao continua em [a, b], entdo para essa tnica prolongacio, vamos usar o mesmo simbolo z
(seja mais correcto para usar um outro simbolo, por exemplo, Z, que, no entanto, seja complicar
a linguagem matematica). Segundo nossa ligagao, podemos o facto que uma fun¢ao = € C(a, b)
admite a prolongacgao continua em [a, b] descrever de modo simbélico como x € C|a, b].

Designemos por C'(a,b) o conjunto das fungbes continuas « :|a; b[—]0; 0o[, isto é, o sub-
conjunto das funcoes positivas de C'(a,b). O conjunto C(a,b) vamos chamar conjunto dos
pesos.

Consideremos uma certa fun¢ao o € C'y(a,b).

Definigao 4.3.7. Dada fungao x € C(a,b), vamos dizer que x é continua em [a; b] com peso
a, se a funcao ax admite a prolongac¢ao continua em [a; b], ou seja ax € Cla,b]. A totalidade
das fungoes continuas em [a; b] com peso a designamos por C,[a, b].

Proposicao 4.3.8. O conjunto C,la,b] dotado das operagoes algébricas usuais e da norma

%[ 00,0 = max a(t)]z(?)],
te€la;b]

€ um espaco de Banach.

Demonstracao. E claro que C,la,b] dotado das operagoes algébricas

(z+y)t) = 2(t) +y(t),  (ca)(t)=c-a(t), (VI Ela;b]),

para todos x,y € Cla,b] e ¢ € R, é um espaco linear sobre R. Nesse espaco, o elemento nulo é
a fungao 0(t) = 0,Vt €]a; b|.

Depois, como ax € C[a, b] temos a|x| € Cla,b], e deste modo o funcional ||-||oc.o : Cula, b] —
[0, oo esta definido correctamente. Os axiomas (N1), (N2) e (N3) para este funcional verificam-
se simplesmente.

Finalmente a completagao no espago normado C,[a,b] demonstra-se de modo anéalogo que
no teorema [3.2.22] O

Observagao 4.3.9. O espaco de Banach classico Ca, b] € um caso especial do espago com peso
C.la, b], quando a(t) = 1. Dados a, 8 € C,(a,b) podem ser quatro alternativas:

1. Cyla,b] = Cpla, b] (igualdade dos espacos lineares mas nao dos espagos normados);
2. Cyla,b] # Csla,b] mas Cyla,b] D Cgla, b];

3. Cyla,b] # Csla,b] mas Cyla,b] C Csla, bl;

4. Cyla,b] 2 Csla,b] e Cyla,b] ¢ Cgla,b].

Apresentemos quatro exemplos correspondentes no caso 5(t) =1 e [a; b] = [0; 1].

Exemplo 4.3.10. Se «a(t) = €', entdo uma funcao x :)0; 1[— R pertence a C|0, 1] se e somente
se a fungdo ax pertence a C[0; 1], e deste modo Cy[a, b] = Cla, b].

Exemplo 4.3.11. Seja a(t) = t? onde p > 0. Se x € C|0, 1], entdo, y = ax € C[0;1], deste
modo x € C,[0,1]. E mostrado que Cyla,b] D C[a,b]. De outro lado, para a funcio u(t) = t?
temos que u ¢ C[0,1] mas (au)(t) = 1, tal que au € C]0, 1], respectivamente, u € C,[0, 1].
Assim, C,|a,b] # Cla,b].
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Exemplo 4.3.12. Seja a(t) =t7? onde p > 0. Se x € C,[0,1], entdo, y = azx € C|0; 1], deste

modo z(t) = tPy(t) tal que x € C[0, 1]. E mostrado que C,la,b] C Cla,b]. De outro lado, para a

fungao u(t) =1 temos que u € C[0, 1] mas tli]%ir a(t)u(t) = tlh& t7P = 400, entdo au ¢ C|0, 1],
— —

respectivamente, u & C,[0, 1]. Assim, C,la,b] # C|a, b].

Exemplo 4.3.13. Seja a(t) = ~*. Para a funcio u(t) = 1 temos que u € C0,1] mas

. .o 1=t . . .
tl_l)I&_ a(t)u(t) = tl—lg}f—T = 400, entdao au ¢ C[0, 1], respectivamente, u ¢ C,[0,1]. Assim,

Cala,b] 2 Cla,b]. Para a funcdo v(t) = 15 temos que v ¢ C[0,1] mas (av)(t) = 1, tal que
av € (10, 1], respectivamente, v € C,[0, 1]. Assim, Cy[a,b] ¢ Cla, b].

Figura 4.7: A funcdo de peso a(t) = £, ¢ €]0; 1]

Estudaremos mais profundamente a relacdo entre espacos de Banach C,a, b] e Cja, b] com
pesos « e (3 diferentes de modo analogo que foi feito na sec¢ao 2.1 do trabalho [12] para espagcos
de funcoes integraveis com peso. No entanto, a investigacao para as func¢oes continuas tem
muitos elementos especificos.

Teorema 4.3.14. Sejam «, 5 € Cy(a,b). Para que seja C,la,b] C Cgsla,b] é necessdrio e
suficiente que a funcao g admita a prolongacdo continua em [a;b], quer dizer, g € Cla,b).
Mais ainda, caso g € Cla,b] temos que

[2]lo0,8 < CallZ oo, r € Cyla, bl
onde
t
Cap = s :max&<oo,
’ || tE€(a;b] Ck(t)
tal que a aplicagio i : Cyla,b] — Csla,b] definida por i(x) = x é uma imersao, ou seja

Cala, b] — Csla, b].

Demonstracao. Suficiéncia. Seja g € Cla,b]. Se x € Cyla, b], entao pela defini¢ao, ax € Cla, b,

tal que fx = g(ax) € Cla,b] (como o produto das funcbes 2 e ax, ambas continuas em [a; b])
]

De Bz € Cla,b] segue, segundo definicao, que = € Cjsla, b]. E mostrado que C,[a,b] C Csla, b].

Necessidade. Seja g ¢ Cla,b]. Entao pelo menos um dos limites tlirr}roa(t) ou tlignoa(t)
—a —b—

nao existe ou toma o valor 4+00. Suponhamos que isto ¢ valido para o limite, quando ¢ — a+0.
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Definamos a fungiao u € C(a,b) por u(t) = a~'(t). Temos que (au)(t) = 1, logo, au € Cla, b],
e, respectivamente u € Cy[a, b]. Temos, no entanto,

lim (fu)(t) = lim Bl

t—a+0 t—a+0 a(t)

mas o limite na parte direita nao existe ou é igual a +o0o0. Temos, assim que fu & Cla,?],
e, respectivamente, u ¢ Cgla,b]. O caso, quando liinoa(t) nao existe ou toma o valor +oo,
t—b—

considera-se analogamente. E mostrado que Cyla,b] ¢ Cgsla, b].
Seja, agora, § € Cla,b]. Qualquer que seja x € Cy[a, b] temos que

|%]|00,s = max S(t)|x(t)| = trél[g;}b(] (@ . a(t)\x(t)|> < max @ -max a(t)|z(t)] = capllz|lco.a-

te[azb] a(t) tefasp] u(t)  t€lasd]
O teorema estd demonstrado. []
Teorema 4.3.15. Sejam o, € Cy(a,b). Para que seja Cyla,b] = Cgla,b] é necessdrio e

suficiente que sejam Ba~t € Cla,b] e af™ € Cla, b].
Mais ainda, caso Cyla,b] = Cgla, b] temos que

CE,EHIHoo,a < [[#]loo,p < Capll®lloc,a z € Cyla,b],

onde

o = [18a7 o <00, i = (laB7I) ™ = min [3(t)a~" (1)) >0,

tal que a aplicagdo i : Cyla,b] — Cgsla,b] definida por i(x) = x € um isomorfismo de espagos de
Banach.

Aplicando os teoremas [4.3.14] e [4.3.15| para os casos especiais, quando «(t) =1 ou S(t) = 1
obtemos os seguintes corolarios.

Corolario 4.3.16. Seja o € Cy(a,b). Para que seja Cla,b] C Cyla,b] é necessdrio e suficiente
que o € Cla, b].
Mais ainda, caso o € Cla,b] temos que

HxHoo,a < Cl,a”xHom r € Cla,b],

onde ¢4 = |0 < 00, tal que a aplicagio i : Cla,b] — C,la,b] definida por i(x) = x € uma
imersao, ou seja Cla,b] — C,la,b)].
Corolario 4.3.17. Seja o € C(a,b). Para que seja Cyla,b] C Cla,b] é necessdrio e suficiente
que o' € Cla,b].

Mais ainda, caso o™t € Cla,b] temos que

Hxnoo < Ca,leHoo,a’ VS Ca[aa b]7

onde o1 = ||a | < 00, tal que a aplicagdo i : Cyla,b] — Cla,b] definida por i(x) = x é uma
imersao, ou seja Cyla,b] — Cla,b)].
Corolario 4.3.18. Seja o € C(a,b). Para que seja Cla,b] = Cyla,b] € necessdrio e suficiente
que sejam a, o~ € Cla, b].

Muais ainda, caso a,a™t € Cla,b] temos que

cflzfloe < 7l < cilltllo,  z € Cla, b,
onde c; = m[a>b<} la(t)] < 00 ec. = n%i:%] la(t)] > 0, tal que a aplicagao i : Cla,b] — Cyla,b]
tela, te|a,

definida por i(x) = x € um isomorfismo de espacos de Banach.
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Confirmamos as conclusoes dos exemplos [4.3.10H4.3.13) mas nao por a verificagao direita
mas com base dos corolarios [4.3.T6H4.3. T8

Exemplo 4.3.19. Seja a(t) = e¢'. Temos que a,a ! € C|0,1], entdo, pelo corolario [4.3.18
Cla,b] = Cala,b] e [[7]loo < [[7]lco.a < el|7]loo (z € Cla, b]).

Exemplo 4.3.20. Seja «a(t) =t onde p > 0.

Temos que o € C0, 1], entao, pelo Corolario Cla,b] C Cyla,b] e ||z]lca < ||7]ls
(x € Cla,b]).

Temos que o' ¢ C[0, 1], entao, pelo Corolario Cala,b] ¢ Cla,b).

Exemplo 4.3.21. Seja a(t) =t P onde p > 0.

Temos que a ¢ C|0, 1], entao, pelo Corolario 4.3.17| Cla, b] ¢ C,la, b].

Temos que o~ € C0, 1], entdo, pelo Corolario [4.3.16| Cyla,b] C Cla,b] e ||]loo < [|17]ls0.0
(x € Cyla,b]).

Exemplo 4.3.22. Seja a(t) = L. E claro que o € C[0,1] e ™' ¢ C[0,1]. Entédo, pelos
Corolarios |4.3.17 e |4.3.17] temos que Cla,b] ¢ Cyla,b] e Cyla,b] ¢ C[a,b].

Observagao 4.3.23. Os Teoremas [4.3.14] e [4.3.15] mostram que a aplicagao i(z) = x nao
sempre ¢ isomorfismo dos espacos Cyla,b] e Cgsla,b] com pesos a, diferentes (s6 no caso
af™!, Bat € Cla,b]. Em contraste com este facto, realmente todo o espaco Cyla, b] com peso
¢ isomorfo ao espaco Cla.b], mais ainda, é linearmente isométrico, mas pelo uma outra isometria
diferente da aplicagao i(z) = x. Vamos apresentar o teorema correspondente que, por sua vez,
serd uma base da generaliza¢ao dos critérios de compacidade relativa de conjunto C|a, b] para
os espagos com peso C,la, bl.

Teorema 4.3.24. Qualquer que seja o € C(a,b) os espagos de Banach C,la,b] e Cla,b] sao
linearmente isométricos por a isometria linear J,, : Cyla,b] — Cla,b] definida por J,(z) = ax.

Demonstracao. Se © € C,la, b, entdo ax € Cla,b], tal que a expressdo J,(r) = az define o
operador J, : C,la, bl — Cla,b].
O operador J, é linear, pois Vz,y € Cyla, b] e Vey, co € R temos

[Ja(crz + c2y)](t) = a(t)(crz + cy)(t) = cra(t)z(t) + caa(t)y(t) =
allaz|(t) + alJayl(t),  t€la;b],

tal que J,(c1x + coy) = 1o + caJyy.

Sejam 6, e 0 os elementos zeros dos espagos C,[a, b] e Cla, b], respectivamente. Se J,x = 0,
entao a(t)z(t) = 0 para todo ¢ €]a;b[. Como «(t) > 0 (t €]a;b[), temos que z(t) = 0 em ]a; b],
tal que x = 6,. E mostrado que ker.J, = {f,}, entdo o operador .J, ¢ injectivo.

Seja y € C[a,b] qualquer. A fungio x :]a;b[— R definida por x(t) = o~ (t)y(t) (t €]a;d]),
é, evidentemente, continua, quer dizer z € C(a,b). Mais ainda, ax = a (a"'y) =y € Cla, b],
tal que, pela defini¢do, = € C,la,b] e J,(x) = ax = y. Entdo, o operador J, é sobrejectivo.
Daqui segue, junto com a injectividade de J, mostrada no paragrafo anterior, que o operador
J, € bijectivo.

Finalmente, Vx € C,[a, b] temos, atendendo que «(t) > 0 para t €]a; b[:

1o (2)lloe = llaz]loc = max a(t)|z(t)] = 2],
€la;b]

o que significa que J, é uma isometria. O
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Corolario 4.3.25. Quaisquer que sejam o, € Ci(a,b) os espacos de Banach C,la,b] e
Csla,b] sao linearmente isométricos por a isometria linear Jo g : Cyla,b] — Cgla,b] definida
por Jop(z) = ez

Demonstragao. Pelo teorema [£.3.24] o operador J, definido por J,(z) = ax é uma isometria
linear de C,la,b] para Cla, b], e também, o operador Jﬁ_1 (onde Jz define-se por Jg(x) = fx) é
uma isometria linear de Cla, b] para Cjla, b]. Entao, o operador J, g = Jﬁ’lja é uma isometria
linear de C,[a,b] para Csla,b]. E evidente que J, 5(z) = 8~ az (Va € C,[a,b]). O

4.4 Critérios de compacidade relativa nos espagos C,la, b)
e consequéncias

Seja a € Cy(a,b).

O objectivo desta subseccao é estabelecer o critério geral de compacidade no espacgo das
fungoes continuas com peso C,la, b], apresentar algumas condi¢oes suficientes e analisar a com-
pacidade relativa em alguns casos especiais do peso « relativamente a relacao entre espacos
Cala,b] e Cla,b] (com peso e sem peso).

Todos resultados desta subseccao sao proprios e, aparentemente, novos, pelo menos nao
encontraram fontes onde foram publicados relutados similares.

Definigao 4.4.1. Diremos que um conjunto M C C,la,b] é equilimitado com peso «, ou
simplesmente a-equilimitado se existir um nimero R > 0 tal que qualquer, que sejam x € M
et € [a;b] se cumpre a(t)|z(t)] < R.

Observacao 4.4.2. A condigao de equilimitagao de um conjunto M C C,la, b] é equivalente a
condicao
sup  a(t)](t)| < oo,
tela;b], zeM

que, por sua vez, é equivalente a condicao de limitacdo do conjunto M no espaco de Banach
Cqla,b).

Definigao 4.4.3. Diremos que um conjunto M C C,la,b] é equicontinuo com peso «, ou
simplesmente a-equicontinuo se

(Ve > 0) (35 > 0) (vtl,tg S [a;b], |t1 — tQ‘ < 5) (Vﬁ S M) : |a(t1)x(t1) — Oé(tg)f]f(tg” < E.
Os resultados principais das subsecgao sao os seguintes dois critérios.

Teorema 4.4.4. Para que um conjunto M C C,la,b] seja relativamente compacto € necessdrio
e suficiente que M seja a-equicontinuo e a-equilimitado.

Demonstracao. Seja M C Cyla,b).

Pelo teorema o operador J, : Cyla,b] — Cla,b] definido por J,(x) = ax, é uma
isometria linear dos espacos de Banach. Pelo teorema [3.2.35] o conjunto M é relativamente
compacto em Cy[a,b], se e somente se, o conjunto J(M) = {ax: xz € M} ¢é relativamente
compacto em C/|a, b)].

Por sua vez, pelo teorema de Ascoli-Arzela , o conjunto J(M) é relativamente com-
pacto em Cla, b] se e somente se é equicontinuo e equilimitado.

Das defini¢oes e segue directamente que o conjunto M ¢é a-equilimitado, se e
somente se, o conjunto J(M) é equilimitado.
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Das definigoes [4.2.2] e decorre que o conjunto M é a-equicontinuo, se e somente se, 0
conjunto J(M) é equicontinuo.
As conclusoes dos quatro pardgrafos anteriores implica o critério do teorema. O]

Segundo defini¢ao 4.2.15) um conjunto M C C,[a,b] é limitado num ponto t €]a; b se
existir ¢ €]a; b[ tal que o conjunto M; = {z(t): x € M} é limitado em R.

Teorema 4.4.5. Para que um conjunto M C Cyla,b| seja relativamente compacto € necessdrio
e suficiente que M seja a-equicontinuo e limitado num ponto t €la, b|.

Demonstragao. Seja M C Cyla,b].

Pelos teoremas [4.3.24] e [3.2.35| conjunto M é relativamente compacto em C,la, b, se e so-
mente se, o conjunto J(M) = {ax: x € M} é relativamente compacto em C|a, b].

Pelo teoremas [4.2.11] e 4.2.17] o conjunto J(M) é relativamente compacto em Cla,b] se e
somente se & equicontinuo e equilimitado num ponto ¢ €]a; b|.

Das definicoes e decorre que o conjunto M é a-equicontinuo, se e somente se, o
conjunto J(M) é equicontinuo.

E claro que dado t €a;b[, o conjunto {x(t): € M} é limitado em R se e somente se o
conjunto {«a(t)x(t): x € M} é limitado em R. Entdo, as condiges de limitacdo num ponto
t €la; b| para os conjuntos M e J(M) sdo equivalentes.

As conclusoes dos quatro pardgrafos anteriores implica o critério do teorema. O

Observagao 4.4.6. Em diferenca do teorema no teorema a condicao de equilimi-
tagdo num ponto ¢ €]a;b[ ndo é possivel alterar para a condigao de equilimita¢do num ponto
(lembramos que o tltimo significa num ponto do segmento ¢ € [a,b]). De facto, em geral, as
condigbes de a-equicontinuidade e de limitagdo de M nos extremidades a e b do segmento [a; b]
nao sao suficientes para a compacidade relativa do conjunto M em C,[a,b]. Apresentemos um
contra-exemplo correspondente.

Exemplo 4.4.7. Consideremos o espaco C,[0, 7] com o peso a(t) = —— (¢ €]0; 7[) e o conjunto

M = {z,:n = 1,2,...} onde z,(t) = nsent. Como (az,)(t) = n (n = 1,2,...) temos
M c C,[0,7]. O conjunto M é a-equicontinuo, pois

la(ty)z,(t1) — a(ta)z,(t2)| = |n—n| =0 (te0;mn=12...),
e é limitado nos pontos t =0 e t = 7, pois x,(0) = z,(7) = 0. No entanto,

sp ot = sup n=oo,
te[0;m], neN te[0;7], neN

logo, o conjunto M nédo é a-equilimitado, tal que, pelo teorema [4.4.4] nao é relativamente
compacto em C, [0, 7].

Nos proximos trés corolarios formulemos as condigoes suficientes de compacidade relativa de

um conjunto em C,[a, b], de modo que foi feito nos corolarios 4.2.18H4.2.20| para espaco Cla, b]
(como a demonstracao anéloga).

Corolario 4.4.8. Se um conjunto M C Cyla,b] é limitado num ponto e existe uma fun¢do
Y :]0; 00[—]0; 00 com a propriedade lir(l)rl+w(s) =0 e tal que
S—r

a(t)z(ty) — alt2)z(tz)| < P(ftr—ta2])  (t1, 82 € [a;0], © € M),

entao o conjunto M é relativamente compacto em C,la, b].
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Corolario 4.4.9. Se um conjunto M C C,la,b] € limitado num ponto e satisfaz a condi¢io
a(t)z(t) — a(tz)z(tz)| < Lity —ta| - (1,12 € [a;b], v € M),

onde a constante L < +o0 nao depende de ti,t5 e de x, entao o conjunto M é relativamente
compacto em Cyla, b].

Corolario 4.4.10. Se um conjunto M C C,la,b] é limitado num ponto e existe uma constante
finta R tal que
|(ax)'(t)| < R (t € [a;b] x € M), (4.15)

entdo o conjunto M € relativamente compacto em C,la, b].

Estudaremos, agora, a compacidade relativa de um conjunto em C,[a,b], em alguns casos
especiais do peso a.

Teorema 4.4.11. Sejam a,a™' € Cla,b] e M C Cla,b]. As sequintes condigoes sao equivalen-
tes:

(a) M ¢ relativamente compacto em Cla,bl;
(b) M ¢ relativamente compacto em Cyla,b];
(¢) M ¢ equicontinuo e equilimitado;

(d) M ¢ a-equicontinuo e a-equilimitado;
(e) M ¢ equicontinuo e limitado num ponto;

(f) M € a-equicontinuo e limitado num ponto.

Demonstragao. Pelo corolario [4.3.18] Cla,b] = C,la,b] (como espagos lineares) e a aplicagao
i : Cla, bl — Cyla,b] definida por i(x) = x ¢ um isomorfismo de espacos de Banach. Daqui e do
teorema [3.2.35|segue (a)<(b). Os teoremas[1.2.11] [£.2.17 e [f.4.4 implicam, respectivamente, as
proposigoes (a)<(c), (a)<(e) e (b)<(d). Finalmente, de a, ™! € C|a, b] segue que as fungoes
a e o' sao limitados, entdo M é equicontinuo, se e somente se é a-equicontinuo. Isto implica

()& (f). O

Teorema 4.4.12. Seja a € Cla,b]. Entao, sao vdlidas as sequintes proposi¢oes:
1. Cla,b] — C,la,bl;

2. Se um conjunto M C Cla,b] é relativamente compacto em Cla,b], entao M ¢é relativa-
mente compacto em C,la,bl;

3. Um conjunto M C Cyla,b] € relativamente compacto em Cyla,b], se e somente se, é
a-equicontinuo e limitado num ponto.

Demonstracao. A primeira proposicao segue do corolario e a segunda do teorema [3.2.34]
A necessidade das condi¢des de a-equicontinuidade e de limitacdo num ponto para a com-
pacidade relativa de um conjunto M C Cy[a,b] em C,[a, b], decorre do teorema [£.4.5
Seja, agora, um conjunto M C C,la,b] é a-equicontinuo e limitado num ponto t € [a;b].
Pelo teorema o operador J : C,la,b] — C|a,b] definido por J(z) = az, é uma isometria
linear dos espacos de Banach. E evidente que o conjunto J(M) C Cla,b] é equicontinuo.
Também, o conjunto {a(t)x(t): x € M} é limitado em R. Isto ¢ evidente se ¢ €|a; b, mas caso
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t € {a,b} segue de a € Cla,b] (a fungdo de peso « :Ja;b[— R é prolongada continuamente
em [a;b]). Entdo, o conjunto J(M) é equicontinuo e equilimitado, logo, pelo teorema [£.2.17]
é relativamente compacto em Cla,b]. Pelo teorema , aplicada para a isometria linear
J~1: Cla,b] — C,la,b], o conjunto M = J~[J(M)] é relativamente compacto em C,[a,b]. O

Observacao 4.4.13. A segunda proposicao do teorema diz que caso a € Cfa,b] para
a verificacdo que um conjunto M C Cla,b] é relativamente compacto em C,[a,b], de pode
ser utilizado o teorema ou um dos corolarios [£.2.184.2.20] Mas todos (incluindo as
condicoes de equicontinuidade e de limitacdo num ponto do critério do teorema neste
caso sao suficientes para a compacidade relativa de M em C,la,b], mas ndo sao necessarias.
De facto, caso o € Cla, b existem conjuntos M C Cla,b] que sdo relativamente compactos em
Cala, b] e a0 mesmo tempo nao sao relativamente compactos em C|a, b], o que confirmamos por
o seguinte contra-exemplo.

Exemplo 4.4.14. Seja a(t) =t (t € [0;1]) tal que @ € C[0,1]. Consideremos o conjunto
M ={z,: n=2,3,...} onde

0 1, se te [O; ﬂ (4.16)

Ta(t) = .
%, se t€ ]%, 1}

E claro que M C C[0,1] mas M nao é equicontinuo. De facto, tomando ¢, = %, Sp = %

(n =2,3,...) temos que [t, — s,| = = — 0 quando n — co. No entanto, |z, (t,) — . (s,)| =
|1 — % = % (n =2,3,...). Pelo teorema o conjunto M nao é relativamente compacto
em C10, 1].

De outro lado, como é evidente, M é limitado no ponto ¢t = 0 (mais ainda, é equilimitado
e a-equilimitado). Mostremos que M é a-equicontinuo. Sejam ¢ > 0, t,s € [0;1] tais que
|t —s| <eene{23,.... Temos que

s,t € [0;4] = |a(t)z,(t) — a(s)z,(s)| = |t — 5| <e,
se[0;4], telll] = |at)z,(t) —a(s)z,(s)| =2 —s <t —s<e,
st €]2:1] = |a(t)za(t) — a(s)z,(s)] = |+ — L] <e.

Pela terceira proposi¢ao do teorema[4.4.12|o conjunto M é relativamente compacto em Cj[a, b].

] :
2l Y2
3l ; Ys
1 / | ys
sl I
18" 13 1/2 El s 15 12 -

Figura 4.8: As fungoes z,, definidas por (4.16) e as fungoes y,, = az,

Observacao 4.4.15. Seja a € Cla,b]. O exemplo [4.4.14] mostra que existem conjuntos em
Cla,b] que sdo a-equicontinuos, equilimitados e a-equilimitados e que ao mesmo temo nao
sao equicontinuos. De outro lado, os teoremas [4.4.12| e [4.2.17| implicam que se um conjunto
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M C Cla,b] é equicontinuo e limitado num ponto, entdo é a-equicontinuo. Em contraste,
existem conjuntos em Cla,b] que sdo equicontinuos (e ndo limitados em nenhum ponto) que
nao sao a-equicontinuos. Apresentemos um contra-exemplo correspondente.

Exemplo 4.4.16. Seja a(t) =t (t € [0;1]) tal que o € C[0,1]. Consideremos o conjunto
M = {z,:n =1,2,...} onde z,(t) = n. E claro que M C C[a,b] e M é equicontinuo. No
entanto, M nao é a-equicontinuo. De facto, se t,, = %, sp =0(n=1,2,...), entdo |t, —s,| = 0

quando n — 0o, mas |a(t,)T,(t,) — a(sy)zn(sy)| = Int,] =1>0(n=1,2,...).
Teorema 4.4.17. Seja a~' € Cla,b]. Entdo, sio vdlidas as sequintes proposicoes:
1. Cyla,b] — Cla,bl;

2. Se um conjunto M C C,la,b] é relativamente compacto em Cyla,b], entao M € relativa-
mente compacto em Cla,b|;

3. Um conjunto M C Cyla,b] € relativamente compacto em Cyla,b|, se e somente se, M é
a-equicontinuo e o conjunto {ax: x € M} é limitado num ponto.

Demonstracao. A primeira proposicao segue do corolario [4.3.17]e a segunda do teorema [3.2.34]

Se mm conjunto M C C,la,b] é relativamente compacto em C,la,b], entdo pelo teorema
4.4.5(0 conjunto M é a-equicontinuo e limitado num ponto ¢ €a; b[. Daqui segue que o conjunto
o conjunto {ax: z € M} é limitado no mesmo ponto ¢, logo, é limitado num ponto.

Seja, agora, um conjunto M C C,la,b] é a-equicontinuo e o conjunto {ax: z € M} é
limitado num ponto ¢ € [a;b]. Pelo teorema[4.3.24]0 operador J : C,[a, b] — C|a, b] definido por
Jo(z) = ax, é uma isometria linear dos espagos de Banach. E evidente que o conjunto J(M) C
C'la,b] é equicontinuo e equilimitado, logo, pelo teorema , é relativamente compacto em
Cla, b]. Pelo teorema , aplicada para a isometria linear J~! : Cla, b] — Cy[a, b], 0 conjunto
M = J7'[J(M)] é relativamente compacto em C,|a, b]. O

Observacao 4.4.18. Na terceira proposicao do teorema [4.4.17| a condicao de limitacao do
conjunto {az: x € M} pode ser substituido, segundo teorema pela condicao de limitacao
do conjunto M num ponto ¢ €]a; b, mas ndo pode ser substituido pela condi¢ao de limitacao
de M num ponto. De facto, para o peso a e o conjunto M do exemplo temos que
a~! e C[0, 7], M ¢ limitado nos pontos 0 e 7, mas nao é relativamente compacto em C, [0, ].

Observagao 4.4.19. A proposicao reciproca da segunda proposigao do teoremad.4.17 ndo tem
lugar. Caso a~! € Cla, b] existem subconjuntos de C,la,b] que sao relativamente compactos
em Cfa,b] e a0 mesmo tempo nado sao relativamente compactos em C,[a,b]. Apresentemos um
contra-exemplo correspondente.

Exemplo 4.4.20. Seja B(t) = 1 (¢t €]0;1[) tal que 8~ € C[0,1]. Consideremos o conjunto

N ={y,: n=2,3,...} onde
(0 t, se te [0; ]
UYL se te]bi

S|

E claro que N C C5[0,1] C €0, 1]. Notemos que By, = =, (n =2,3,...) onde x,, sdo definidas
por (4.16) (os graficos das fungoes x,, e y, sdo apresentadas na figura . Usando a notagao
Js da isometria linear Jgz : Cj[0, 1] — C[0, 1] definida por Jz(z) = Sz vimos que Jz(N) = M
onde M ¢ definido no exemplo [£.4.17]
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A [-equicontinuidade de N é equivalente a equicontinuidade de M, mas no exemplo 4.4.17
foi mostrado que M nao é equicontinuo. Entdo, N nao é S-equicontinuo, e pelo teorema [4.4.17]
N nao é relativamente compacto em C3]0, 1].

Analogamente, a equicontinuidade de N é equivalente a a-equicontinuidade de M, onde
a = 7!, masno exemplofoi mostrado que M é a-equicontinuo. Entao, IV é equicontinuo,
e, como ¢ evidente, ¢ limitado num ponto (realmente, é equilimitado). Pelo teorema 0
conjunto N ¢é relativamente compacto em C0, 1].

Observagio 4.4.21. Seja a=! € Cla,b]. O exemplo mostra que existem conjuntos
em C,la,b] que sao equicontinuos, equilimitados e a-equilimitados e que ao mesmo temo nao
sao a-equicontinuos. De outro lado, os teoremas [4.4.17] [4.2.17] e 4.4.5] implicam que se um
conjunto M C C,la,b] é a-equicontinuo e limitado num ponto ¢t €la,b] (ou {ax: x € M} é
limitado mum ponto), entdo M é equicontinuo. Em contraste, existem conjuntos em C,la, b]
que sdo a-equicontinuos (e ndo limitados em nenhum ponto ¢ €la; b[) que ndo sdo equicontinuos.
Apresentemos um contra-exemplo correspondente.

Exemplo 4.4.22. Seja a(t) = 1 (t €]0;1]) tal que o= € C[0,1]. Consideremos o conjunto
M = {z,:n = 1,2,...} onde z,(t) = nt (t € [0;1]). Temos que M C Cyla,b] e M é a-
equicontinuo, pois (ax,)(t) = n. No entanto, M nao é equicontinuo. De facto, se ¢, = %,
sp =0 (n=1,2,...), entdo |t, — s,| = 0 quando n — oo, mas |a(t,)r,(t,) — a(sp)xn(sn)| =
Int,] =1>0(n=12,...).

Observagio 4.4.23. Seja o peso a € C, (a, b) satisfaz as condigoes a & Cla,b] e o' & Cla, b].
Neste caso, pelos corolarios 4.3.16(e [4.3.17| Ca, b] Z Cy[a,b] e Cyla,b] ¢ Cla,b]. Neste caso sao
aplicaveis os teoremas gerais e com corolarios [4.4.8{4.4.10] mas néo sao aplicaveis os
teoremas especificos |4.4.11H4.4.17] Para o peso a com a propriedade descrito, se pode dizer que
para um conjunto M C Cfa,b]NC,|a,b], a compacidade relativa de M em cada um dos espagos
Cla,b] e C,la,b] ndo implica a compacidade relativa de M em outro espago. Apresentemos um
contra-exemplo correspondente.

Exemplo 4.4.24. Seja a(t) = £, ¢ €]0; 1] (ver a figura [4.7). Temos o, & Cla, b.
1. Consideremos o conjunto M = {u,: n=2,3,...} onde

t) n(lt—_t), se te [O, 1-— %} )(t %, se te [O, 1-— %}
n = = . _
B 1—g, se te]l— ] () (n=DAZD - e te]l—41]

nt

7/8
2/3 3
1/2 1/2 | QU |
1/3 aus |
1/8 Qug 1 \

1/2  2/3 7/8 31

Figura 4.9: As funcdes u, no conjunto M e as fungbes au,

E facil verificar (como foi feito no exemplo 4.4.14)) que o conjunto M satisfaz as seguintes
propriedades:
a) M C Cla,b] N Cyla,b], além disso, M é equilimitado e a-equilimitado;
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b) M é a-equicontinuo, entao, pelo teorema [4.4.4} é relativamente compacto em C,[0, 1];
¢) M nao é equicontinuo, entdo, pelo teorema [4.4.4] ndo é relativamente compacto em

[0, 1].

2. Consideremos o conjunto N = {v,: n =2,3,...} onde

v } ‘
1/2 b U2 | 1/2 F-——r-N---1-
1/3 7777777777 : 3 3 : 3 o | av2
L w——— T ‘
f/s i/S 1‘/2 : 1 1‘/8 i/3 1‘/2 1

Figura 4.10: As fun¢oes v, no conjunto N e as fungoes av,

E facil verificar (como foi feito no exemplo [4.4.14) que o conjunto N satisfaz as seguintes

propriedades:
a) N C Cla,b] N C,la,b], além disso, N é equilimitado e a-equilimitado;

b) N ¢é equicontinuo, entdo, pelo teorema [4.4.4] é relativamente compacto em C|0, 1];
¢) N nao é a-equicontinuo, entao, pelo teorema [4.4.4] nao é relativamente compacto em

C.[0,1].



Conclusoes e Recomendacoes

No trabalho foi feita uma revisao dos critérios de compacidade relativa de conjuntos no
espacos das funcoes continuas. Foi mostrado o teorema de Ascoli-Arzela na forma abstracta,
para espaco métrico C'(X,Y') das func¢des continuas f : X — Y onde X e Y sdo espacos métricos
compactos, dotado da sup-métrica (o teorema . Depois com base deste teorema foram
mostrados dois critérios de compacidade relativa no espaco de Banach Cf[a,b] (os teoremas
4.2.11]e[4.2.17)), e varias consequéncias onde foram destacadas algumas condigoes suficientes de
compacidade relativa (os corolarios [£.2.184.2.20).

Os resultados principais do trabalho sao os critérios de compacidade relativa de conjuntos
nos espacos de fungoes continuas com peso Cyla, b] (0s teoremas e [4.4.9)), algumas con-
sequéncias (os corolarios , e 0s teoremas especificas de comparacao com critérios
para espaco Cla, b], por varias classes de pesos (os teoremas |4.4.11H4.4.17). Os resultados foram
acompanhados com varios contra-exemplos (os exemplos [4.4.7, 4.4.14] [4.4.16] 4.4.20 [4.4.22| e
que ilustram a impossibilidade de melhorar algumas condicoes dos teoremas basicos
14.4.5) 4.4.12| e 4.4.17] ou a invalidade das reciprocas de algumas proposicoes desses teoremas.

Recomendagoes: direccoes de desenvolvimento pelo tema de trabalho

1. Generalizar os resultados principais da seccao para os espacos com pesos Oy () das
funcoes continuas definidos no fecho dum conjunto aberto, conexo e limitado 2 C R", e
também para os espacos das fungoes vectoriais correspondentes (fun¢des com valores em
R™, ou mais geral, num espago de Banach).

2. Generalizar os resultados principais da seccao para os espacos das fun¢oes continuas
e limitados definidos em [0; 00), ou R™, ou mais geral, num espago métrico ndo compacto,
e também, para os espacos correspondentes com pesos.

3. Revisar os critérios de compacidade relativa de conjuntos nos espagos de sucessoes [, ¢, co
e nos espacos de funcdes integraveis L,|a, b], ou, mais geral LS, ¥, i), e com base desses
resultados estabelecer os critérios novos para os espagos correspondentes com pesos.

4. Elaborar o método geral de obtencao dos critérios de compacidade relativa de conjuntos
num espacos com peso, seja 1,, com base de critérios conhecidos para espaco sem pesos
correspondente T', usando o isomorfismo (em particular isometria linear) dos espagos T' e
T,.
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