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Resumo

Os resultados classicos sobre as propriedades gerais do operador integral linear da forma

b
(Kz)(t) :/ k(t,s)x(s)ds, t€ [a,b],

como actuaca, limitacao e continuidade completa, sao bem conhecidos e estabelecidos na li-
teratura matematica, especialmente nos espagos de fungdes continuas C/a, b] e nos espagos de
fungdes integraveis Loo[a, b].

Neste trabalho, generalizamos esses resultados para os espags de fungoes com peso C(a, b)
¢ Loon(a,b), onde a é uma funcdo peso que satisfaz certas condi¢oes de regularidade. Em parti-
cular, estabelecemos critérios de actuacao e limitacao do operador integral linear K em espacos
de Banach C,(a,b) e Ly o(a,b), em termos do nicleo k(t,s) e da funcao peso a. Além disso,
obtivemos expressoes para a norma do operador K em termos do ntcleo k(t, s) e da funcao peso
«, e estabelecemos condigoes necessérias suficientes para a continuidade completa do operador

K em espacos de fungoes com peso.

Palavras-chave: Operador integral linear, espagos com peso, actuagao, limitagdo, continu-

idade completa, funcao peso, nicleo.



Abstract

The classical results on the general properties of the linear integral operator of the form

(Kz)(t) = / k(t, )z (s)ds, ¢ € [a,b],

such as action, boundedness, and complete continuity, are well known and established in the
mathematical literature, especially in the spaces of continuous functions Cfa, b] and in the spa-
ces of integrable functions Ly [a,b]. In this work, we generalize these results to the weighted
function spaces Cy(a,b) and Le o(a,b), where « is a weight function that satisfies certain re-
gularity conditions. In particular, we establish criteria for the action and boundedness of the
linear integral operator K in Banach spaces C,(a,b) and Lo o(a, b), in terms of the kernel k(t, s)
and the weight function a. In addition, we obtain expressions for the norm of the operator K
in terms of the kernel k(t, s) and the weight function «, and establish necessary and sufficient

conditions for the complete continuity of the operator K in weighted function spaces.

Keywords: Linear integral operator, weighted spaces, action, boundedness, complete con-

tinuity, weight function, kernel.
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Simbologia
() denota o conjunto vazio;
x € A denota que x pertence ao conjunto A, isto é, x é um elemento de A;
x ¢ A denota que z nao pertence ao conjunto A;
AU B e AN B denotam a unido e intercessao, respectivamente, dos conjuntos A e B;

A C B denota que A é subconjunto do conjunto B (A estd contido em B), isto é,

Ve:x € A= x € B;

n o
U A; ou U A; denota a uniao dos conjuntos A;;

|_| A; ou |_| A; denota a unido disjunta (Vi,j : i # j = A; N A; = 0) dos conjuntos A;;
i=1 i=1
AAB denota a diferenca simétrica dos conjuntos A e B;

P(X) denota o conjunto de todos os subconjuntos do conjunto X;

X x Y denota o produto cartesiano dos conjuntos X e Y, definido por X x Y = {(z,y) :
reX NyeYl

N ={1,2,3,...} denota o conjunto dos nimeros naturais;

Q,I,R e C denotam os conjuntos dos ntimeros racionais, irracionais, reais e complexos,

respectivamente;

%2{% x(t), stlelgx(t), max x(t) e Itrélél x(t) denotam o infimo, supremo, maximo e minimo,

respectivamente, de uma func¢ao = : 2 — R (onde Q é um conjunto nao vazio);

f(-,s) denota que t esta fixo e que s considera-se fungao somente do primeiro argumento;
f(t,-) denota que t esté fixo e que f considera-se func¢ao somente do segundo argumento;
def . .~

= denota igual por definicao;

[J denota o fim de uma demontracao.



Conteudo

Dedicatoria . . . . . . . . i
Agradecimentos . . . . . ... i
Declaracao de honra . . . . . . . . . .. iii
Resumo . . . . . . o iv
Abstract . . . . . v
Simbologia . . . . . .. vi
1 Introducgao 1
1.1 Contextualizacao . . . . . . . . . . .. 1
1.2 Estrutura do Trabalho . . . . . . . . . .. ... 2
1.3 Objectivos . . . . . . . e 3
1.3.1 Objetivo Geral . . . . . . .. .. 3

1.3.2  Objectivos Especificos . . . . .. . . . ... ... ... ... ... 3

1.4 Metodologia . . . . . . .. 3
2 Elementos de Teoria de Medida e Analise Funcional 4
2.1 Espacos métricos, lineares, normados e de Banach . . . . . . ... ... .. ... 4
2.1.1 Espacos métricos . . . . . . ..o 4
2.1.2 Espacos lineares . . . . . . . . . ... 6
2.1.3 Espacos normados. Espacos de Banach . . . . . .. ... ... ... ... 7

2.2 Elementos de Teoria de Medida e Integracao . . . . . . .. .. . ... ... ... 9
2.2.1 Espacos mensuraveis e fungoes mensuraveis . . . . ... ... L. 9
222 Espacosde medida . . . .. ..o 11
2.2.3 Propriedades de fun¢oes mensuraveis em [a,b]. Espaco Lo . . . . . . . . 12
2.2.4 Integral de Lebesgue . . . . . . . . ... oL 14

2.3 Operadores em espacos normados . . . . . . . . .. ... 17

vil



2.3.1 Operadores lineares em espacos normados . . . . . . .. ... ... ... 18

2.3.2 Conjuntos e operadores compactos . . . . . .. . ... ... ... ... 19

3 Espagos com peso e operadores associados 21
3.1 Espaco das fungoes continuas com peso . . . . . .. ... ... 21
3.2 Espaco das fungoes essencialmente limitadas com peso . . . . . . ... ... .. 24
3.3 Operadores: ligacao entre espacos com e sem peso . . . . . . . . . . . . .. ... 27

4 Operador integral linear em espacgos C' e L, 31
4.1 Operador Integral de Fredholm . . . . . .. .. ... ... ... .. .. .... 31
4.2 Condigoes de Caratheodory . . . . . . . . . . .. .. 32
4.3 Actuagao e limitagdo . . . . . . ... 32
4.4 Continuidade completa . . . . . . . . ... L 38

5 Operador integral linear em espacos com pesos C, e Ly, 42
5.1 Actuacao e limitacao . . . . . . . . .. 42
5.2 Continuidade completa . . . . . . . . . . ... 44
Conclusoes e Recomendacgoes 45

Bibliografia 47



Capitulo 1

Introducao

1.1 Contextualizacao

O estudo dos operadores integrais lineares é uma area fundamental da Analise Funcional,
com aplicagao em diversas areas da matematica e da fisica. O estudo do operador integral

linear da forma
b
(Kz)(t) :/ k(t,s)x(s)ds, t € [a,b, (1.1)

em varios pares de espacos funcionais, é um dos principais objetos de estudo da Analise Fun-
cional.

Entre varios aspectos de estudo dos operadores integrais lineares tém-se interesse nas chama-
das propriedades gerais, tais como a actuacao, a limitagao, a continuidade completa, o calculo
ou a estimacao da norma do operador. Neste contexto, é interessante encontrar condigoes sufi-
cientes nos teoremas do nicleo do operador (a fungao k : [a,b]*> — R) para o cumprimento de
certas propriedades gerais do operador em pares de espacos funcionais dados, se possivel, que
tambrh sejam necessarias, ou pelo menos proximas do que é necessario.

Actualmente, a teoria de propriedades gerais dos operadores integrais lineares é bastante
desenvolvida, pode ver, por exemplo, as monografias [7] e [15], algumas proposi¢os sao apre-
sentadas também em manuais de Andlise Funcional, tais como [5] e [6]. Também, existem
resultados de generalizagdo para os espacos vectoriais (de fungdes com valores em R™ ou em
espagos de Banach), veja [3]-[9], [10], [13]. Todos esses resultados tém um interesse tedrico no
desenvolvimento da Analise Funcional, mas nao s6. Encontram aplicacao no estudo qualita-
tivo de modelos mateméaticos na forma de problemas de contorno para equacoes diferenciais

funcionais, consideradas como equagoes de operadores em espacgos funcionais.



1.2. Estrutura do Trabalho 2

Os resultados acima citados sao obtidos para operadores nos espacos funcionais mais tteis,
tais como o espaco C' das funcoes continuas e os espacos L, das funcoes integraveis. Notemos
que para o estudo das equagoes diferenciais funcionais singulares [2], tem-se uma necessidade
de considerar o operador (1.1) em espacos funcionais correspondentes com pesos. No entanto,

nao encontramos nenhum resultado publicado sobre operadores integrais em espagos com peso.

1.2 Estrutura do Trabalho

O trabalho consiste em sete captulos, sendo o primeiro constituido pela Introducio, o se-
gundo, terceiro, quarto e quinto pelo desenvolvimento, o sexto as Conclusoes e Recomendagoes
e por fim o sétimo, a Bibliografia.

No segundo capitulo é apresentada uma sintese dos principais resultados da Teoria de Me-
dida, Integracdo e Analise Funcional, com base nas referéncias [5]-[7] e [1].

No terceiro capitulo é apresentada uma sintese concisa dos conceitos e resultados fundamen-
tais relacionados a espagos com peso especificos e uma ligacao entre operadores em geral nos
espacos sem e com peso, sendo o mesmo dividido em trés seccoes. Na Seccaoo 3.1, abordamos
o espago das fungdes continuas com peso, seguindo a abordagem da monografia [12]. A Seccao
3.2 trata do espaco das classes de funcoes essencialmente limitadas, seguindo a abordagem da
monografia [8]. Na Secgao 3.3, apresentamos resultados préprios, estabelecendo uma ligacao
entre os operadores nos espagos sem e com pesos das se¢oes, contribuindo significativamente
para a compreensao da interaco entre esses espacos.

No quarto capitulo sdo apresentados resultados do sobre o operador integral linear (1.1) nos
espagos C' = Cla,b] e Lo = Lyla,b]. S@o investigadas as propriedades gerais deste operador,
com base em resultados de [3]-[10], [13] e [15].

No quinto capitulo, é apresentada a generalizagao dos resultados obtidos sobre este opera-
dor para os espacos com peso Cp = Cyla,b] € Log o = Logola, b], onde a é uma fungao peso.
Utilizando a abordagem proposta na seccio 3.3 do captulo 3, que estabelece uma conexao entre

operadores em geral nos espagos sem e com peso.
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1.3 Objectivos

1.3.1 Objetivo Geral

Encontrar e demonstrar os resultados sobre o operador (1.1) em espagos de Banach C,, das
fungdes continuas com peso definidas num intervalo (a, b), isto é, encontrar condigoes suficientes,
se possivel, que também sejam necessarias, em termos de nicleo do operador, para a actuacao

e a validade de certas propriedades gerais.

1.3.2 Objectivos Especificos
1. Descrever espagos com pesos C, = Cy(a,b) € Log o = Lo a(a,b);
2. obter o critério de actuacao e limitagao de K de Lo, o em Cg;
3. obter a expressao da norma em termos de ntcleo k; e

4. obter o critério de actuagao e continuidade completa de K de C, em Cj.

1.4 Metodologia

De forma pedagdgica e didatica, no presente trabalho fazemos o uso de elementos da Légica
e Teoria de Conjuntos, Topologia, Teoria de Medida e Integral de Lebesgue, Andlise Funcional,
tendo como base as obras indicadas nas referéncias bibliograficas. A redacao final da tese sera

feita usando o editor de texto IXTEX2..



Capitulo 2

Elementos de Teoria de Medida e

Analise Funcional

Este capitulo apresenta uma sintese dos principais resultados da Teoria de Medida, Integracao
e Anadlise Funcional necessdrios para o desenvolvimento do trabalho. A maioria dos teore-
mas e proposicoes aqui apresentados nao inclui demonstragoes, uma vez que estas podem ser
facilmente encontradas nas referéncias [1] e [5]-[7]. As excepgoes correspondem a alguns resul-
tados adaptados para o contexto especifico deste trabalho, visando facilitar a sua aplicacao nos

capitulos seguintes.

2.1 Espacos métricos, lineares, normados e de Banach

2.1.1 Espacos métricos

Esta seccao introduz conceitos basicos de espacos métricos, lineares e normados fundamentais

para o estudo de operadores.

Definigao 2.1.1. Seja X um conjunto nao vazio. A aplicacio p : X? — [0,00) chama-se

métrica se satisfaz simultaneamente as condigoes:

L plx,y) =0z =y, Yo,y € X;

2. p(z,y) = ply,z), Yo,y € X (simetria); e

3. plz, 2) < p(x,y) + ply, 2),Vr,y, 2 € X (propriedade triangular).
O conjunto X, munido da métrica p denomina-se espago métrico.

4
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Exemplo 2.1.2. O conjunto R”, munido da métrica

px,y) = (ilxk —yk|”)i (2.1)

k=1

¢ um espago métrico. A métrica (2.1) chama-se métrica padrao em R".

Observacao 2.1.3. A métrica define uma nogao de distancia entre elementos de X, permitindo

estudar a convergéncia e continuidade (ver [5]).

Sejam (X, p) e (Y, d) dois espagos métricos.

Definicao 2.1.4. Seja x € X ¢ € > 0. Chama-se bola aberta (bola fechada) de centro z ¢

raio € o conjunto:
B.(z)={y € X : p(z,y) < ¢} (D.(z) ={y € X : p(x,y) < €},respectivamente ).

Definicao 2.1.5. O conjunto M C X diz-se limitado se é contido em uma bola, ou seja, o

diametro do conjunto M, definido por diam (M) = sup p(z,y) ¢ finito.
zyeM

Definicao 2.1.6. Seja M C X e x € X. O ponto x chama-se ponto interior de M se existe
um ¢ > 0, tal que B.(x) € M. O conjunto de todos os pontos interiores de M chama-se

interior de M e denota-se por Int (M).

Definicao 2.1.7. Seja M C X e x € X. O ponto x chama-se ponto aderente de M se para
todo € > 0, tem-se B.(x) N M # (. O conjunto de todos os pontos aderentes de M chama-se
fecho de M e denota-se por Clos (M) ou M.

Definicao 2.1.8. Seja M C X. Diz-se que o conjunto M ¢é aberto (fechado) se Int (M) = M

(M = M, respectivamente).

Definigao 2.1.9. Seja {z,,} uma sucessdo de elementos de X. Diz-se que a sucessao {z,}

converge para x € X, e denota-se por z,, — x ou lim x, = x, se
n—oo

(Ve > 0)(IN = N(e) e N)(Vn > N) : p(x,x,) < €.

Proposicao 2.1.10. lim z,, = z se e somente se a sucessio numérica {p(z,,x)} converge
n—oo

para zero.

Corolario 2.1.11. O conjunto M C X ¢ fechado se e somente se para qualquer sucessao de

elementos de M convergente em X, o seu limite pertence a M.
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Definigao 2.1.12. A sucessio {z,} de elementos de X chama-se sucessao de Cauchy' se
(Ve > 0)(IN = N(e) e N)(Vm,n > N) : p(@m, x,) < €.

Definigao 2.1.13. O espago métrico (X, p) diz-se completo se qualquer sucessao de Cauchy

em X é convergente.

Proposicao 2.1.14. Se o espagco métrico X é completo e M € um subespaco de X, entdo M

¢ completo se e somente se o conjunto M ¢é fechado em X.

Definigao 2.1.15. Seja x € X. A funcao f: X — Y é continua no ponto = se
(Ve > 0)(30 > 0)(Vy € X, p(z,y) <0) : d(f(x), f(y)) <e.

Teorema 2.1.16. Seja f : X — Y uma funcio e x € X. Sao equivalentes as sequintes

condigoes:
1. f é continua em no ponto z;
2. (Ve >0)(35 > 0) : f(Bs(x)) C B(f(x)).
3. Se x, — x entdo f(x,) — f(z).

Teorema 2.1.17. A funcdo f : X — Y € continua se e somente se a preimagem de qualquer

conjunto aberto em'Y € um conjunto aberto em X.

Definigao 2.1.18. A fung¢do f : X — Y é uniformemente continua se
(Ve > 0)(30 > 0)(Va,y € X, p(z,y) < 6) : d(f(2), f(y)) <e.

Teorema 2.1.19. Em espacgos métricos, qualquer fun¢ao uniformemente continua é continua.

2.1.2 Espacos lineares

Definicao 2.1.20. Seja X um conjunto nao vazio. X chama-se espago linear ou vectorial
sobre o corpo P se em X sao definidas duas operagoes algébricas: soma de quaisquer elementos
x,y € X designada por x + y e produto por escalares ax (Vx € X e Va € P) satisfazendo

as seguintes condigoes:

1. Para a soma:

! Augustin Louis Cauchy (1789-1857) — Matemdtico Francés
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(a) z+y=y+aVr,y € X (comutatividade),
(b) (x+y)+z=x+ (y+2),Vr,y, 2z € X (associatividade),
(c) 30 € X : 2+ 0 =2z,Vr € X (elemento neutro),

(d) Vze X)(F—z€X):x+ (—x) =0 (elemento simétrico);
2. Para o produto por escalares (junto com a soma):

(a) a(fz) = (af)z, Va,B P, z € X;
(b) 1-xz=2z,Vz € X (1¢éidentidade do corpo P);
(¢) (a+ pB)r = ax+ fx,Va, 5 €R, z € X (primeira lei distributiva);

(d) a(z+y) =ar+ay,Va € R, z,y € X (segunda lei distributiva).

Em geral, o corpo P representa o corpo dos nimeros reais R ou corpo dos niimeros complexos

C. Porém, ao longo do trabalho vamos considerar apenas o corpo dos niimeros reais.

Exemplo 2.1.21. O conjunto C0,1] das fungoes = : [0,1] — R continuas em [0, 1], munido

das operacoes
(x4+y)(t) =zt)+yt) e (ax)(t)=azx(t), paraxr,y€ C[0,1]ea R
¢ um espaco linear.
Seja X um espaco linear sobre o corpo R.
Definicao 2.1.22. O espaco Y C X chama-se subespaco linear de X se:
l.Ve,yeY:z4+yeY;e
2.VreY,aeR:axeY.

Definigao 2.1.23. Uma aplicacao f : X — R chama-se funcional sobre X.

2.1.3 Espacos normados. Espacos de Banach

Definigao 2.1.24. Seja X um espago linear sobre o corpo R. O funcional || - || : X — R

chama-se norma se satisfaz simultaneamente as condigoes:

L ||z >0 (Vx € X) e =0« |z| =0;
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2. Jlaz]| = laf[lz]| (Vo € X, €R);
3. lz +yll < llell + 1yl (v, y € X).
O espago linear X, munido da norma || - || denomina-se espago normado.

Proposicao 2.1.25. Qualquer espaco normado é um espago métrico dotado da diatancia

p(x,y) =[xz -yl

Observacao 2.1.26. O conceito de espago normado sintetiza estruturas algébricas e topoldgicas.
De facto, um espacgo normado é, por um lado, um espaco linear e, por outro, um espago métrico.
Deste modo, todas as nogoes e proposicoes dos espagos lineares e dos espagos métricos podem

ser aplicadas aos espagos normados.

Proposicao 2.1.27. Num espago normado, de x, — x decorre ||z, || — ||z||.

Seja X um espaco normado e ¢ > 0. Usaremos as notagoes das bolas para espagos métricos

para bolas com centro no ponto 6 (elemento zero de X) e raio ¢ :
B.(X)=B.(0)={z e X :|z] <e} e D(X)=D.(0)={xe X :|z|| <e} (2.2)

Proposicao 2.1.28. Em qualquer espaco normado X, quaisquer que sejam x € X e c > 0,

tem-se B.(x) = D.(x).
Definicao 2.1.29. Seja X um espaco normado e x,y € X. O conjunto
[z, y] = {te + (1 = 1)y - £ € [0,1]}
chama-se segmento com extremidades z e y.
Definigao 2.1.30. O conjunto D C X chama-se convexo se Vx,y € D = [z,y] C D.

Defini¢ao 2.1.31. Um espago normado completo (no sentido da Defini¢ao 2.1.13) chama-se

espaco de Banach?.

Proposicao 2.1.32. Um subespaco linear de um espago de Banach é espaco de Banach se e

somente se este subespaco € fechado.

2Stefan Banach (1892-1945) — Matemdtico Polaco
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Exemplo 2.1.33. O espago linear P, = P,[a, b] constituido pelas fun¢os z : [a,b] — R limita-
das, dotado da norma

[#]|sc = sup |a(t)]
tela,b]
é um espaco de Banach.

Teorema 2.1.34 (de Weierstrass®). Se {z,,} € uma sucessio de fungdes continuas em [a,b], e
se x, converge uniformemente para uma func¢ao r (v, = x), entdo x € uma fun¢do continua

em [a,b].
O seginte exemplo é baseado no teorema de Weierstrass.

Exemplo 2.1.35. O espago linear C' = Ca, b] (subespaco fechado do espago P,la,b]) consti-

tuido pelas fungos x : [a,b] — R continuas em [a, b], dotado da norma

co — t
el = ma f(0)

é um espaco de Banach.

2.2 Elementos de Teoria de Medida e Integracao

Seja S um conjunto arbitrario, P(S) a familia de todos os subconjuntos de S e e C P(S5).

2.2.1 Espacos mensuraveis e funcoes mensuraveis

Definicao 2.2.1. Um conjunto U chama-se unidade da familia de conjuntos € se U € ¢ e

A C U para todo A € .
Definicao 2.2.2. ¢ chama-se semi-anel se:
1. Deeg
2. ABee=ANBeE¢g;e
3. Se A,B€e, AC B, entao existemn € Ne C; (i =1,n), tal que A\ B = |i|C’Z~.
i=1

Definicao 2.2.3. ¢ chama-se o-algebra com unidade S se:

1. D eeg

3Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897)—Matemdtico Alemao
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2. AiEE,iEN:>UAiE€;e

i=1

3. Ace=S\Ace.
Definigao 2.2.4. A familia de conjuntos o(¢) chama-se o-algebra gerada por ¢ se:

1. o(e) é a o-algebra com unidade S;

2. eCole)e

*

3. Se e C £* e €" é uma o-dlgebra com unidade S, entao o(e) C &*.

Definicao 2.2.5. Sejam S # () e = uma o-dlgebra em S. O par (S,Z) chama-se espago
mensuravel. O conjunto A C S do espago mensurével (S, =) chama-se conjunto mensuravel

se A€z,
Seja (S, Z) um espago mensurével.

Definigao 2.2.6. Uma funcao = : S — R diz-se mensuravel se Ve € R o conjunto {s €

S: x(s) < ¢} é mensuravel.

Designemos por F o conjunto de todas as funcoes = : S — R e por M o subconjunto das

funcoes mensuraveis.
Definigcao 2.2.7. Seja D C S um conjunto. A funcao yp : S — R definida por

1, seteD
Xp(s) =
0, set¢ D,

chama-se funcao caracteristica do conjunto D.

Definigao 2.2.8. Uma funcao = : S — R chama-se elementar se a sua imagem z(S) e um
conjunto finito, e chama-se de contradominio enumerdvel se a sua imagem z(S) e um

conjunto finito ou enumeravel.

Proposicao 2.2.9. Qualquer fungao elementar (de contradominio enumerdvel) € representdvel

na forma

x(s) = Zaixpi(s) (2.3)
iel
ondea; e R, D; CS(iel)ea;#a;,D;ND;=0(i#j).
Aqui para fungdo elementar pode ser escolhido o conjunto indices I = {1,2,...,n} para o

n € N correspondente, e para funcao de contradominio enumerdvel que nao é elementar pode

ser escolhido I = N.
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Proposicao 2.2.10. Uma funcao de contradominio enumerdvel é mensurdvel se e somente se

na sua representagdo (2.3) D; € Z para todo i € 1.

Designemos por M o conjunto de todas funcoes elementares mensuraveis x : S — R e M, o

conjunto de todas funcoes mensuraveis de contradominio enumeravel z : S — R.

Proposicao 2.2.11. Temos My C M, C M C F. Mais ainda, esta sequéncia de inclusoes €

a sequéncia de subespacos vectoriais do espago vectorial F com operagoes algébricas usuais.

Teorema 2.2.12. Se x € M, entdo existe sucessao {x,} C M,, tal que x,, = x.

2.2.2 Espacos de medida

Definicao 2.2.13. Seja € um semi-anel de conjuntos com unidade S. Uma funcao de conjuntos
p e — [0,00) chama-se medida se quaisquer que sejam conjuntos disjuntos A; € € (i € N)

tais que | |2, A; € € vale

i (U Ai) = Z w(A;) (o-aditividade de p).
i=1 i=1

Definicao 2.2.14. Sejam (.5, Z) um espago mensuravel e u : = — [0, 00) uma medida. O trio

(S, =, 1) chama-se espago de medida.

Teorema 2.2.15. Sejam (S, Z, u) um espaco de medida e {A,} uma sucessio de elementos de

= (0s conjuntos podem ser nao disjuntos). Entdo

1 (U An> < Z w(Ay) (semi-aditividade emumeravel de ).
n=1 n=1
Seja m : € — [0, 00) uma medida definida no semi-anel € com unidade S.

Definigao 2.2.16. A funcao de conjuntos p* : P(S) — [0, 00) definda por

1 (A) = inf{Zm(C’n) .Cpcec(neN),Ac | Cn}

n=1

chama-se medida exterior.

Definicao 2.2.17. Um conjunto A diz-se mensuravel a Lebesgue* se qualquer que seja
€ > (0 existe conjunto B que é representavel na forma de uniao finita de conjuntos disjuntos do

semi-anel ¢, tal que pu*(AAB) < e.

4Henri Lebesgue (1875-1941) — Matemadtico Franceés



2.2. Elementos de Teoria de Medida e Integracao 12

Designaremos por ¥(S) = ¥ a familia de todos os conjuntos mensurdveis a Lebesgue.

Definigao 2.2.18. Definamos a funcao de conjuntos p : 3 — [0, 00) como
p=pls, istoé, pu(A)=p"(A), VAeZX.

Teorema 2.2.19. A familia X é uma o—dlgebra com unidade S e a fun¢ao de conjuntos p é

uma medida o— aditiva em .

Teorema 2.2.20. Uma medida o—aditiva e finita m defnida num semi-anel € com unidade
pode ser estendida para o—dlgebra Y. FEsta extensao p para 3 é uma medida, é determinada

unicamente e é definida como restricao de medida exterior p* na o—dlgebra 3.

Definicao 2.2.21. A ¥ chama-se c—algebra de Lebesgue gerada pela medida m. A
medida p : ¥ — [0,00) chama-se medida de Lebesgue. O processo descrito da construcao
de ¥ e de u chama-se extensao padronizada de medida do semi-anel para c—algebra.

O espaco de medida (S, %, ) chama-se espago de Lebesgue.

Proposigao 2.2.22. Sejam A # () e B dois conjuntos. A medida de Lebesque é completa no
sentido de se A € 3, un(A)=0e B C A, entdo B € ¥ e obviamente u(B) = 0.

Exemplo 2.2.23. Seja S = [a,b]. A familia ¢ de todos os intervalos contidos em [a,b] é um

semi-anel com unidade [a,b]. A fun¢do de conjuntos m : ¢ — [0, 00), definida por
m([e,d]) = m((c,d]) = m([c,d)) = m((e,d)) =d —c, a<c<d<b

¢ uma medida (que associa a cada intervalo contido em [a, b] ao seu comprimento). Realizando
a extensao padronizada da medida m, obtemos a o—4élgebra de Lebesgue ¥ = ¥[a, b] contendo

os intervalos e a medida p : ¥ — [0,b — al, extensao de m.

Observagao 2.2.24. Pode-se dizer que o espaco de medida ([a,b], %, 1) descrito no Exemplo
2.2.23 é um espaco de Lebesgue classico e um dos exemplos de espacos de medida muito
importantes para aplicacoes. Na definicao do operador integral que sera apresentada apartir do

capitulo 4, vamos utilizar exclusivamente o espago de medida de Lebesgue cléssico ([a, b], 2, p).

2.2.3 Propriedades de fungoes mensuraveis em [a,b]. Espago L

Nesta subsecgao considera-se o espago de Lebesgue cléssico ([a, b], 2, i).
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Vamos utilizar para este espago as notagoes F, M, My, M, dos conjuntos de fungoes x :
[a,b] — R, introdizodos na Subsec¢ao 2.2.1, também as notagoes P, e C' dos espagos de Banach

introdizodos na Subsecc¢ao 2.1.3

Proposicao 2.2.25. O espago linear Lo, = Lyla,b] constituido pelas func¢os = : [a,b] — R

mensurdveis e limitadas em [a,b], dotado da norma

[#]|sc = sup |a(t)]
t€[a,b]

€ um espaco de Banach.
Exemplo 2.2.26. A funccao z : [0, 1] — R, definida por

1
-, se 0<t<1
0, se t=20

¢ mensuravel em [0, 1], mas nao limitada. Portanto, z ¢ L[0, 1].

Proposicao 2.2.27. O espago Cla,b] € um subespaco fechado do espago Lo[a,b], e o espaco
Loo|a,b] € um subespago fechado do espaco P,[a,b].

Exemplo 2.2.28. Consideremos a funcao x : [0,1] — R definida por z(t) = X[

fungao x € Lo.[0, 1], porém = ¢ C[0, 1].

Definigao 2.2.29. Diz-se que uma sucessao de fungoes {z,} C F converge em quase todos
pontos (abreviadamente q.t.p.) para fungao = € F (x, 4P x) se existe um conjunto N C |a, b]

de medida zero, tal que z,(s) — x(s) para todo s € [a,b] \ N.

Definigao 2.2.30. Diz-se que uma sucessao de fungoes {z,} C F converge em medida

paraz € F (x, % x) se Ve > 0
Tim g ({5 € [a.8] ¢ [2a(5) = 2(s)| = £}) = . (2.4

Proposicao 2.2.31. Sex, ¢ M (n € N ez, L (ou x, & x) entio x € M. Consecuti-
vamente, caso de x, mensurdveis, na expressio (2.4) o simbolo de medida exterior u* pode ser

alterado para o simbolo de medida p.

Proposicao 2.2.32. Para qualquer fun¢ao x € Lo, existe uma sucessao de fungoes x,, € My,

tal que x,, — x em Lo, (0 que significa x, = x).
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Teorema 2.2.33 (de Lusin®). Seja v € M. Entado, para todo € > 0, existe uma fundo continua
ze : [a,b] = R tal que
p{z € la,b] : f(z) # g(x)}) <e

Definigao 2.2.34. Diz-se que duas fungoes z,y : (a,b) — R sdo p—equivalentes (ou equi-

valentes em relagao a medida pu), e este facto denota-se por x ~ y, se

p{s € (a,b)  x(s) # y(s)} =0.

O conjunto de todas as fungoes p—equivalentes a uma fungao z : (a,b) — R chama-se classe

de p—equivaléncia da funcao x, e denota-se por 7.

Proposicao 2.2.35. A relagao ~ em F x F introduzida na Definicao 2.2.3/4 € reflexiva, sime-
trica e transitiva, tal que é uma relacao de equivaléncia. Mais ainda, o conjunto das funcoes
p—equivalentes a funcao nula é uma subespago vectorial de M. Deste modo, sao definidos
correctamente o espago vectorial quociente (ver a defini¢ao em [6]) F = F/ ~, e também seus

subespagos vectoriais M = M/ ~, M, = M,/ ~ e Mg = Mg/ ~.

Definicao 2.2.36. Defini-se o espago de classes de y—equivaléncia de fungoes limitadas

(ou essencialmente limitadas) como:
Lo = {2 : [a,b] = R: z é p—equivalente a uma funcao limitada}
Proposicao 2.2.37. O espaco vectorial Lo, com norma

|%]| 0 = efg[szl}p|a:(t)| =inf {M > 0: p({t € [a,b] : |2(t)] > M}) =0}

¢ um espago normado que € espago quaciente (ver [6]) do espa¢o normado L. Mais ainda,

assim como Ly, 0 espago normado Lo, = Lo/ ~ € um espago de Banach.

2.2.4 Integral de Lebesgue

Nesta subseccao, assim comoq na subseccao anterior, vamos limitar-nos a consideracao do
espaco com medida de Lebesgue cléssico ([a,b], %, ). No entanto, a maioria de defini¢oes e
proposigdes continuardao vélidas para qualquer espago com medida (ver [1], [5] ou [6]). Na
descri¢ao de elementos da teoria da integral de Lebesgue vamos usar a monografia [6].

Seja A um conjunto mensuravel, quer dizer, A € X.

®Nikolai Lusin (1883-1950) — Matemético Russo
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Definicao 2.2.38. Seja z : A — R uma func¢ao de contradominio enumeravel da forma
z(s) = Z a;xa,;(s).

=1

A funcao r chama-se integravel a Lebesgue em A se a série

o0

> aip(A) (2.5)

i=1
converge absolutamente. Neste caso, a soma da série (2.5) chama-se integral de Lebesgue

da funcao x no conjunto A e denota-se por

/A o)y ou /A 2(s)ds.

Definigao 2.2.39. Uma funcao = : A — R chama-se integravel a Lebesgue em A se existe
uma sucessao de fungoes n, : A - R (n =1,2,3,...) de contradominio enumeravel integravel,
tal que z, = x em A. O limite

I'=1lm [ z,(s)ds

n—o0 A

chama-se integral de Lebesgue de x no conjunto A e denota-se por

/A 2(5)ds.

Observacao 2.2.40. Para funcoes de contradominio enumeravel as Defini¢oes 2.2.38 e 2.2.39

estao em concordancia.

b
Observagao 2.2.41. Caso A = [a, b], o integral de Lebesgue vamos designar por ou / A
[a,b] a

b
mesma notagao / vamos usar para o caso A = (a, b), pois, qualquer que seja fungao integravel
a

x : (a,b) = R e para qualquer sua prolongagao 7 : [a,b] — R temos

/ Z(s)ds = / z(s)ds € R.
[a,b] (a,b)

Proposicao 2.2.42. Qualquer fun¢ao mensurdvel e limitada € integrdvel a Lebesgue.

Teorema 2.2.43 (o—aditividade). Seja I = {1,2,...,n} ou I =N, e seja A = |_|Ai onde
iel
A; e X (i el). Sea funcao x € integrdvel a Lebesgue em A, entdo x € integravel a Lebesgue

em A; ¢
/Ax(s)ds: iGZI/Aix(s)ds,

sendo que a séria na parte direita (caso I = N) converge absolutamente.
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Proposicao 2.2.44. Seja f : A — R uma fun¢ao mensurdvel. Entao as funcgoes f e |f| sao

ambas integrdveis a Lebesgue ou ambas nao integrdveis. Caso sejam, temos:

\ / f(l‘)du' < [ 17@dn

Teorema 2.2.45. Se uma funcdo f : [a,b] — R € integrdvel a Rieman em |a,b] entio f €

/ab:c(s)ds —(R) /abm(s)ds.

Teorema 2.2.46 (Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja {x,} uma sucessio de fungoes

integravel a Lebesque em [a,b] e

mensurdveis em [a,b], e seja x : [a,b] — R. Sejam
a) T, — x em quase todo ponto ou em medida em (a,b);

b) Eziste uma fungdo w integravel a Lebesgue em |a,b] tal que |z,(s)| < w(s) para todo n e

quase todo s € [a,b].
Entao:

1. x € integrdvel a Lebesgue em |a,b|;

2. /ab Tn(s)ds — /ab zn(s)ds;

5 / 2 (s) — 2(s)|ds — 0.

Observagao 2.2.47. O Teorema 2.2.46 continua a ser vélido se o segmento [a, b] for substituido

pelo intervalo aberto (a,b).

Definigao 2.2.48. Seja 1 < p < oo. Uma fungao x : (a,b) — R é dita fungdo de grau p

integravel se existe
b
/ |z(t)|Pds < oo.
a

A totalidade de classes de u—equivaléncia das fungoes de grau p integraveia designa-se por

L,((a,b), %, p) ou L,[a,b].
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2.3 Operadores em espacos normados

Sejam X e Y dois conjuntos nao vazios.

Definigao 2.3.1. A: X — Y chama-se operador de dominio X e contradominio Y se (Vz €

X)3yeY):y= Az

Definigao 2.3.2. O subconjunto do contradominio Y definido por ImA = A(X) = {Az : z €

X} chama-se imagem do operador A.
Definigao 2.3.3. Um operador A : X — Y chama-se:

a) injectivo, se transforma elementos diferentes em elementos diferentes, isto é, se xq, x5 €

X e w1 # x5 entao Axy # Axy;
b) sobrejecttivo, se ImA =Y
¢) bijectivo, se é injectivo e sobrejectivo.

Sejam, agora, X e Y dois espagos normados sobro corpo R, com normas | - ||x e || - ||y,

respectivamente.

Definicao 2.3.4. Dado o operador A: X — Y e D C X. A funcao w(-, A, D) : (0,00) — [0, 00)
definido por

w(d, A, D) = sup {||Ax1 — Aznslly 1 1,20 € D, ||z — 22| x < 6}

chama-se médulo de continuidade do operador A no conjunto D. O mdédulo de continuidade

do operador A em todo seu dominio é representado por w(-).

Proposicao 2.3.5. O operador A: X —Y ¢é uniformemente continuo em D C X se
lim w(d,A, D) =0.
6—0t

Mais ainda, Y0 > 0

w(d,A,D) = {c >0:x,29 €D, |77 — 22| x <= ||Axy — Axs|ly < c}.
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2.3.1 Operadores lineares em espacos normados
Sejam X e Y dois espagos vectoriais sobro corpo R.
Definicao 2.3.6. Um operador A : X — Y cha,ma-se linear se

Alax + By) = aAx + fAy, Vz,y € X,a,p € R.
Caso contrario, A é nao linear.

Definicao 2.3.7. Um operador A : X — Y que linear e bijectivo chama-se isomorfismo

linear dos espacos X e Y.

Suponhamos agora que X e Y dois espagos normados sobro corpo R, com normas || ||x e || ||y,

respectivamente.

Definicao 2.3.8. O operador A : X — Y é continuo em zy € X se Vz,, : x, = v = Az, —

Azy. Um operador continuo em todos pontos do seu dominio chama-se operador continuo.

Definicao 2.3.9. O operador A : X — Y ¢ limitado se a imagem de qualquer conjunto
limitado é um conjunto limitado. No caso em que o operador A é linear, a limitagao é equivalente
a existéncia de uma constante C' < oo, tal que ||Az|y < C||z||x para todo z € X.

O menor valor de C satisfazendo esta condi¢cao chama-se norma do operador A e denota

por [l All
Teorema 2.3.10. Seja A: X — Y um operador linear. Sao equivalentes as condi¢oes:
1. A € continuo;
2. dxg € X, tal que A € continuo em xy;
3. A € limitado;
4. A(D1(X)) € um conjunto limitado;
5. 3C < o0 : Vr e X : ||Az|ly < C||z| x.
Teorema 2.3.11. Seja A: X — Y um operador linear. Entdo

Ax
I|A|| = sup | Az]ly = sup ||Az|ly = sup |Az|ly < o0. (2.6)
lelxzo [Zlx jaix<t el x =1

O conjunto de todos operadores lineares continuos (= limitados) que actuam de X em Y
(denota-se por L(X,Y)) é um espago normado, dotado da norma (2.6).
Caso Y € espago de Banach o espago L(X,Y) também € de Banach.
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Definicao 2.3.12. Os espacos normados X e Y sao linearmente isomorfos se existe um

isomorfismo linear 5 : X — Y e constantes reais positivas c; e ¢ tal que
allzllx < i@y <elzlx, zeX

Caso existir um isomorfismo linear j : X — Y tal que [|j(z)|ly = ||z||lx (Vz € X), diz-se
que os espacos X e Y sao linearmente isométricos, e neste caso o operador j denomina-se

isometria linear entre espacos normados X e Y.

Teorema 2.3.13. Se um de dois espagos normados isomorfos € de Banach, entdo o outro

também é.

Definigao 2.3.14. Duas normas || - ||; e || - ||2 num espago vectorial X s@o ditos equivalentes

se existem constantes positivas c¢; e ¢ tal que

allzll < lzlls < ellzlly, € X,

Observagao 2.3.15. Caso da equivaléncia das normas || - ||; e || - |2 num espago vectorial X
os espacos normados correspondentes (X, || - ||1) e (X, ]| - ||2) s@o isomorfos por isomorfismo
jx) = .

2.3.2 Conjuntos e operadores compactos

Sejam X e Y dois espagos métricos.

Defini¢ao 2.3.16. Um conjunto M C X é compacto se para qualquer sucessao {x,} C M é

possivel extrair uma subsucessao {z,, } convergente para um = € M.

Definicao 2.3.17. O conjunto M C X é relativamente compacto se o seu fecho M ¢é

compacto.

Definicao 2.3.18. X chama-se espago compacto se X¢é um conjunto compacto no espago

métrico X.
Proposicao 2.3.19. Qualquer conjunto compacto (relativamente compacto) em X € fechado
(limitado).

Teorema 2.3.20 (Ascoli®-Arzela”). Seja M um conjunto de fungoes de [a,b] em R. FEntdo
M € um subconjunto de Cla,b] que € relativamente compacto em Cla,b|, se e somente se sao

validas simultaneamente as sequintes condigoes:

6Giulio Ascoli (1843-1896) — Matematico Italiano
"Cesare Arzela (1847-1912) — Matematico Italiano
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1. M ¢ equilimitado em cada ponto, isto €, Nty € [a,b] : sup |z(t)] < o0;
zeM
2. M ¢ localmente equicontinuo, isto é,  Vty € [a,b] : tlir? sup |z(t) — x(to)| = 0.
—t0 zeM

Sejam X e Y dois espagos de Banach.

Definicao 2.3.21. Um operador linear A : X — Y chama-se compacto ou completamente

continuo se levar qualquer conjunto limitado em X num conjunto relativamente compacto em

Y.
Teorema 2.3.22. Seja A: X — Y um operador linear. Sao vdlidas as afirmacoes:

1. O operador A é compacto se levar a bola D,(X) (ver (2.2)) num conjunto relativamente

compacto em

2. Qualquer operador compacto é limitado.



Capitulo 3

Espacos com peso e operadores

associados

Este capitulo apresenta uma sintese concisa dos conceitos e resultados fundamentais relaciona-
dos a espacgos com peso especificos, essenciais para o desenvolvimento subsequente do trabalho.
Na Sec¢aoo 3.1, abordamos o espaco das fungoes continuas com peso, seguindo a abordagem
da monografia [12]. A Secgao 3.2 trata do espaco das classes de fungdes essencialmente limita-
das com peso, seguindo a abordagem da monografia [8], com excepc¢ao do Teorema 3.2.5 que
¢é original. Na Seccao 3.3, apresentamos resultados originais, estabelecendo uma ligacao entre
os operadores nos espacos sem e com pesos das sec¢oes, contribuindo significativamente para a

compreensao da interago entre esses espagos.

3.1 Espacgo das funcoes continuas com peso

Seja C(a,b) o conjunto de todas as fungoes x : (a,b) — R continuas em (a, b).

Definigao 3.1.1. A funcao x € C(a,b) admite uma prolongagao continua em [a, b] se existir

uma funcao & € Cla, b, tal que | = .

Lema 3.1.2. Para que a fungio © € C(a,b) admita uma prolongagdo continua em [a,b] €

necessdrio que a mesma seja limitada em (a,b).

Demonstragao. Suponhamos que uma fungao = € C(a,b) nao é limitada. Assim, Vn € N*

2 1 1
satisfazendo a condi¢gao — < b— a a restri¢ao da fungao x para o segmento A,, = [a +—,b— —}
n n n

¢ uma fungao limitada. Daqui e do facto que x nado ser uma fun¢a limitada em (a,b) segue

21
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que existe uma sucessao t, de pontos do intervalo (a,b) tal que ¢, converge a direita para a
ou a esquerda para b e lim |z(t,)| = oco. Deste modo, pelo menos um dos limites lim |z(¢)]
n—00 t—at
ou lim |z(¢)| ndo existe ou toma um dos valores +o00. Portanto a fun¢do x ndo admite uma
t—b—

prolongagao continua em [a, b]. ]

2
Exemplo 3.1.3. A funcao z(t) = i € C(0, 1) ndo admite uma prolongagao continua em [0, 1],

pois nao ¢ limitada em (0, 1).

Observacao 3.1.4. Uma funcao = € C(a,b) pode ser limitada, mas nao admitir um pro-

longacao continua.

1
Exemplo 3.1.5. A fungao z(t) = cos (t_3) € C(0,1) é limitada em (0, 1), mas nao admite

uma prolongacio continua em [0, 1], pois 7 lim z(t).
t—0

Exemplo 3.1.6. A funcao z(t) = €' € C(0,1) é limitada em (0, 1) e admite uma prolongagao

continua em [0, 1], pois existe a funcao z(t) = €' € C[0, 1], tal que Z|(1) = €.

Definigao 3.1.7. Seja C, (a,b) o conjunto de todas as fungdes continuas « : (a,b) — (0, 00).

O conjunto C, (a,b) chama-se conjunto de pesos.

Definicao 3.1.8. Sejam o € Cy(a,b) e x € C(a,b). Diz-se que a fungao = é continua em (a, b)
com peso «, se a fungdo ar admite uma prolongagao continua em [a, b].
O conjunto de todas as fungdes x € C'(a,b) com peso « chama-se espago das fungoes

continuas com peso « e denota-se por C,(a,b).

Observacao 3.1.9. O espago de Banach cldssico C,[a,b] é um caso especial do espago com

peso C,la, b, quando a(t) = 1.

Exemplo 3.1.10. Seja a(t) =t73, z(t) = t* e y(t) = t°. A funcio = ¢ C,(0, 1), pois a funcio
ax nao admite uma prolongagao continua em [0, 1]. Por outro lado, y € C,(0, 1), pois a funcao

ay admite uma prolongagao continua em [0, 1].

Proposicao 3.1.11. O espaco C,(a,b) dotado da norma

o = t t
2], trg[%a()lfr()l

€ um espacgo de Banach.
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Demonstragao. C,(a,b) com as operagoes
(x +y)(t) = x(t) +y(t) e (kx)(t) = ka(t), Vo,y € Cala,b), VEE€R

¢ um espaco linear.

A norma | - ||« € bem definida, pois
L ||#]lsoa = 0, ||Z]|cc,a =0 se =0, Ve Cyla,b);
2. |kx||co.a = k] - |7]|cc.ar VE € R,z € Cyla,b);

3. M7+ Ylloca < l#lloca + [1Ylloc.ar V2,4 € Cala,b).

O que nos garante que (Cy(a,b), || - ||oc,a) € um espago normado.

Mostremos agora que Cy(a,b) é completo em relagao a norma || - || a-

Seja {z,(t)} uma sucessao de Cauchy em C,(a,b). Entao:
(Ve > 0)(IN € N)(Vm,n > N)(Vt € [a,b]) : ||ax, — azy|w < €.
Ou seja, para qualquer ¢ € [a,b] :
la(t)z,(t) — a(t)z,(t)] < e. (3.1)

Fixando ¢y € [a,b], {a(to)zn(ty)} torna-se uma sucessao de Cauchy em R. Como R é completo,

existe o limite :

lim a(to)a(to) = alto)z(to)

n—oo
Vt € [a,b], definimos a fungao

at)z(t) = lim a(t)z,(t)

n—o0

De (3.1), para m > N temos que

lim fo(t) (2 () = 2m(t))] = |a(t)(x(t) — 2m(t))] < € (3-2)

n—oo

De (3.2), segue que

AT, = ar < ar, = ar = x € Cy(a,b).

Portanto, C,(a,b) é completo. ]

Proposigcao 3.1.12. Seja a € C(a,b). Sdo vdlidas as afirmagies:
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1. Cla,b] C Cy(a,b) se e somente se o admite prolongagdes continuas em [a, b].
2. Cla,b] = Cy(a,b) se e somente se a e o™t admitem prolongagoes continuas em [a, b].
3. Cla,b] D Cy(a,b) se e somente se a~' admite prolongagées continuas em [a, b)].

Exemplo 3.1.13. O espago C,(0,1), com a(t) = e’ conscide com o espaco de Banach cldssico

C[0,1], pois a(t) = €' e a™!(t) = e* admitem prolongagao continua em [0, 1].

Exemplo 3.1.14. Seja a(t) = t. O espaco C[0,1] C C,(0,1), pois a(t) = ¢t admite uma
prolongagao continua em [0,1]. Porém, C[0,1] 2 C,(0,1), j4 que a~*(¢t) = t~! nao admite

prolongagao continua em [0, 1].

Exemplo 3.1.15. Seja a(t) = t72. O espaco C[0,1] ¢ C,(0,1), pois a(t) = t~2 ndo admite
uma prolongagao continua em [0,1]. Porém, C[0,1] D C,(0,1), j& que a~(¢) = t* admite

prolongagao continua em [0, 1].

t
Exemplo 3.1.16. Seja a(t) = T O espago C[0,1] ¢ C,(0,1), pois a(t) =

uma prolongacao continua em [0,1]. E, C[0,1] 2 C4(0,1), j4 que a~'(t) =

; nao admite

também nao
admite prolongacao continua em [0, 1].

Teorema 3.1.17. Os espacos de Banach C,(a,b) e Cs(a,b) sdo linearmente isométricos por

isometria linear jo 5 : Cyo(a,b) = Cs(a,b), definida por jos(z) = f ax.

Observacao 3.1.18. O Teorema 3.1.17 desempenha um papel fundamental no estudo dos
operadores concretos em espacos com pesos: admite fazer uma reducao para estudo de um
operador auxiliar em espacos sem pesos. A demostracao do Teorema 3.1.17 pode ser encontrada

em [12, p. 57].

3.2 Espaco das fungoes essencialmente limitadas com peso

Nesta secgao considera-se o espaco com medida de Lebesgue clédssico ((a,b), %, p).

Definigao 3.2.1. Seja a : (a,b) — (0,00) uma funcdo mensurdvel. A classe de fungdes
p—equivalentes mensuraveis x : (a,b) — R essencialmente limitadas com peso a chama-se

espaco das funcgoes essencialmente limitadas com peso a e denota-se por Lo o(a, b).

Observagao 3.2.2. O espago de Banach cléssico Ly [a,b] é um caso particular do espago de

Banach Lo 4(a,b), com a(t) = 1.
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Proposigao 3.2.3. O espaco Lo o(a,b), dotado da norma
||| co.a = €ss sup a(t)]z(t)]
t€la,b]
€ um espaco de Banach.
Demonstracao. L., ,(a,b) com as operagdes

(z+y)t) =2(t) +yt) e (kx)(t) = kx(t), Y,y € Locala,b), Vk € R

¢ um espaco linear.

A norma | - ||« € bem definida, pois
L ||z]lcoa = 0, ||Z]|oc.a =0 se z =0, Vo€ Lyga(a,b);
2. |kx||oco.a = k] - ||Z]|co.s VK € R, € Lo o(a, b);
3. 17+ Yllooa < lI#lloca + [[Yllocas Y,y € Linga(a, b).

O que nos garante que (Lo o(a,b), || - ||c.a) ¢ um espaco normado.

Mostremos agora que Lo (a,b) é completo em relagdo a norma || - [|oc.a-

Seja {x,(t)} uma sucessdo de Cauchy em Lo o (a,b). Entdo:
(Ve > 0)3N e N)(Ym,n > N) : |laz, — aZn|w < €.

Ou seja, em q.t.p. t € [a,b], os valores a(t)z,(t) estdo se aproximando uns dos outros unifor-
memente (excepto num conjunto de medida nula). Definimos a fungao:
a(t)z(t) = lm a(t)x,(t).

n—o0

a(t)x(t) é mensuravel (como limite de uma fun¢do mensuréave).

Para t € [a,b] fixo, {a(t)z,(t)} é de Cauchy = 3IM > 0 tal que

la(t)z,(t)]| < M em q.t.p. t € [a,b] = |a(t)z(t)] = lim |a(t)z,(t)] < M.

n—oo
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Assim, a(t)z(t) € Looa(a,b).

Dado € > 0, como {z,} é Cauchy,
AN :Vm,n > N, |az, — oz, < €.
Fixando n > N e fazendo m — oo,
oz, — ax||w < e.

Logo, x, — x em Ly 4(a,b).

Portanto, Lo o(a,b) é completo, consequentemente um espaco de Banach. O

Proposigao 3.2.4. Seja o : (a,b) — (0,00). Entdo, Ly|a,b] = Lo o(a,b) se e somente se as

1

funodes o e a~! sao essencialmente limitados em |a, b.

Teorema 3.2.5. Os espagos de Banach Lo o(a,b) e Lo g(a,b) sao linearmente isométricos por

isometria linear jop : Looa(a,b) = Lo g(a,b), definida por jos(z) = f ax.

Demonstracao. Por conveniéncia, na demostracao o operador j, g designemos por j.

Seja © € Lo o(a,b). E claro, que a funcdo y = j(z) é mensuravel. Mais ainda,

yllc,s = ess sup B(t)|[j ()] (t)] = ess sup B(t)| B~ (H)a(t)x(t)] =
tela,b] tela,b] (33)
ess sup a(t)[x(t)] = [|z]|oc.0 < 00,
t€la,b]

ento 3 € Looo(a,b). E mostrado que o operador j actua de Lo (a,b) em Ly g(a, b).

Depois, considerando a equagao j(x) = y, vimos que Yy € Ly g(a,b) a solugdo desta
equacao, isto ¢, da equacdo S 'ax = y, caso existir, estd definida unicamente pela expressao
r = a 'py. E evidente que z : (a,b) — R é uma fungdo mensurdvel, e do célculo andlogo de
(3.3) obtemos

2]l oc,0 = ess sup a(t)[a™ (£)B()y(t)] = [yl < o0

t€la,b]
Entio, = € Looa(a,b). E mostrado, que Yy € Ly g(a,b) a solucio x € Lo a(a,b) da equacio
j(x) =y existe e é inica. Logo, o operador j : Lo o(a,b) = Lo g(a, b) é bijectivo.

Sejam, agora, z,y € Ly o(a,b) e ¢,d € R. Temos que

jlcx +dy) = B a(cr + dy) = B ax +dB tay = cj(z) + dj(y),
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o que implica que o operador j ¢ linear.
Junto com a bijectividade de j mostrada anteriormente, concluimos que 7 é um isomorfismo
linear dos espacos L o(a,b) e Lo g(a,b).

Observamos que de (3.3) segue que Vz € Lo o(a,b) [|(2)]|co,s = ||%]|c0.a- Portanto, j é uma

isometria linear entre os espagos Lo o(a,b) € Lo g(a, b). O

3.3 Operadores: ligacao entre espagos com e sem peso

Sejam «, 5 : (a,b) — (0,00) duas fungoes mensurdveis. Seja U um dos espagos L, ou C e U,
um dos espacos com peso correspondente L, , ou C,, respectivamente. Sendo para o caso do
espago C,, a fungao peso « continua em (a,b). Analogamente, seja V' um dos espagos L., ou
C e V3 um dos espacos com peso correspondente Lo, 3 ou Cg, respectivamente. Sendo para o

caso do espago Cj, a fun¢ao peso  continua em (a,b).

Teorema 3.3.1. O operador A actua de U, em V,, se e somente se o operador A definido por
(Az)(t) = B(t) (A" 2)(t), t € [a,b)], (3.4)
actua de U em V.

Demonstracio. Suponhamos que A actua de U em V. Seja z € Uy, entdo ax € U e Aoz €

V = B 'Aaz € V3. Além disso,
S Aax = 7 A e = Az (3.5)

Portanto, A actua de U, em Vj.

Reciprocamente, suonhamos que A actua de U, em Vj. Seja x € U entao a'z € U, e

Ao~z € Vi = BAa 'z € V. Além disso,
BAa" e = B Aaa e = Az (3.6)

Portanto, A actua de U em V.
O

Observacao 3.3.2. Este teorema estabelece uma correspondéncia entre operadores em espagos
com e sem pesos, permitindo transferir propriedades e simplificar o estudo de operadores em

espagos com pPesos.
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Teorema 3.3.3. Seja A um operador que actua de U, em Vj, A definido em (3.4) um operador
que actua de U em V' (pelo Teorema 3.3.1) e B C U uma bola qualquer. Entao, sao vdlidas as

PTroPosicoes:
1. A € linear se e somente se A é linear.
2. A ¢ limitado se e somente se A é limitado.

3. Se A e A sio lineares e limitados, entio as suas normas sio ligadas por:
[Allva—vs = [[Allu-v. (3.7)

. A € uniformemente continuo em cada bola se e somente se A € uniformemente continuo

BN

em cada bola.

5. Se A e A sao uniformemente continuos em B e aB, respectivamente, entdo os seus

modulos de continuidade sao ligados por:

w(d, A, B) = w(6, A, aB) (3.8)

6. A € compacto se e somente se A € compacto.

Demonstracdo. 1. Supomhamos que A é linear. Sejam z,y € U, e A\, \s € R. De (3.5),

segue que:
Az + \y) = B_lfloz()\lx + A\oy) = MB T Aoz + Ag/B_lflay = MAx + M\ Ay.

Portanto, A é linear.

Reciprocamente, supomhamos que A é linear. Sejam x,y € U. De (3.6), segue que:
ANz 4 Aay) = BAa Oz + Ay) = MBAa o + NBAa y = M Az + N Ay.

Portanto, A é linear.

2. Suponhamos que A é limitado. Seja D C U limitado. Entdo A(D) C V e f~'A(aD) C Vj

sao limitados. Além disso,

BrA(aD) = B1BA(a"taD) = A(D).
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Portanto, A é limitado.

Reciprocamente, suponhamos que A é limitado. Seja D C U, limitado. Entdao A(D) C Vj
e BA(a™'D) C V sao limitados. Além disso,

BA(a™'D) = BB~ A(aa D) = A(D).

Portanto, A é limitado.

3. Suponhamos que A e A sao lineares e limitados. Temos:
lzlo = lla™'zllo, e [[Az]ly = [BAa" 2|y = [Aa" 2]y,
Entao,

IAllg—v = sup [[Azlly = sup  [[Aa zlly, = [|Allv.-v,
Jelo=1 o=, =1

4. Suponhamos que A ¢ uniformemente continuo na bola aB C U.

Seja £ > 0. Como A é uniformemente continuo em aB,
36 > 0tal queVa,y € aB : ||z —y|luv <0 = ||Az — Ay|v < e.
Sejam u,v € B, temos au,av € aB e
[u =y, = llow — vl < 6.
Entao:
|Aau — Aoy = ||BAa au — BAa avl|y = ||Au — Avlly, <e.

Ou seja,

(Ve > 0)(30 > 0)(Vu,v € B) : ||z — y|lv, <0 = [|[Au— Av|ly, <e.

Portanto, A é uniformemente continuo em B.

Reciprocamente, se A é uniformemente continuo em B, entao A é uniformemente continuon em

aB.
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5. Suponhamos que A e A sao uniformemente continuos em e , respectivamente. Temos:

w(9,A,B) = sup {||Am1 — Awslly, t 21,22 € B, |71 — 22|lw, < 5}
= sup {Hﬁ_lzzlaxl — 6_1121041:2”% 11,29 € B, ||x1 — 2o|y, < 5}
= sup {Hflaxl — flaxQHV Lz, axy € aB, ||lar; — axs|ly < 5}

= w(d, A aB).

Portanto,

w(0, A, B) = w(6, A, aB).

6. Suponhamos que A é compacto. Seja (y,) uma sucessao em aB C U. Entao y, = az,
com z, € B. Como A é compacto, (Az,) tem subsucessao convergente em V. Logo, (Aaz,) =

B(Aatax,) tem subsucessao convergente, o implica que A é compacto.

2. Reciprocamente, suponhamos que Aé compacto. Seja (z,) em B. Entdo az, € aB.
Como A é compacto, (Aax,) tem subsucessao convergente. Logo, (Az,,) tem subsucessio con-

vergente (pois Aa = BA), o implica que A é compacto.

Portanto, A é compacto se e somente se A é compacto.

]

Observagao 3.3.4. Para o estudo do operador linear integral em espacos com pesos no Capitulo
5, vamos utilizar as proposicoes 1-3 e 6 do Teorema 3.3.3, e nao vamos utilizar as proposicoes
4 e 5. No entanto, as proposicoes 4 e 5 sao de interesse independente e podem ser titeis para o

estudo de operadores nao lineares em espacos com pesos.



Capitulo 4

Operador integral linear em espacos C

e Lo

Este capitulo é dedicado ao estudo do operador integral da forma

(Kx)(t):/ k(t,s)z(s)ds,

também conhecido como operador de Fredholm, nos espagos C' = Cfa,b] e Lo, = Loo[a,b].
Sao investigadas as propriedades deste operador, condig¢oes de existéncia e comportamento nos

referidos espagos, com base em resultados de [3]-[10], [13] e [15].

4.1 Operador Integral de Fredholm'

Definigao 4.1.1. Seja k : [a, b]> — R. O operador integral (no sentido de integral de Lebesgue)
K : X — Y com nucleo k, definido por

b
(Kz)(t) = / k(t,s)x(s)ds
chama-se operador integral de Fredholm.
Proposicao 4.1.2. O operador integral de Fredholm é linear.

Demonstracao. Sejam z,y € X e A\ € R. Temos:

b
KMz + Xy)(t) = / k(t, s)(Mz(s) + Ay(s))ds

b b
= A\ / k(t,s)x(s)ds + )\2/ k(t,s)x(s)ds
'Erik Ivar Fredholm (1866-1927) — Matemadtico Sueco

31
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Portanto, o operador integral de Fredholm ¢ linear. O

4.2 Condicoes de Caratheodory?

Definigao 4.2.1. Diz-se que uma funcdo f : [a,b] x R — R satisfaz as condig¢oeses de
Caratheodory, se a fungo f(-,u) é mensuravel para cada u € R, e a fungao f(s,-) é continua

em quase todos pontos s € [a, b].

Teorema 4.2.2. Se uma funcao f : [a,b] x R — R satisfaz as condigoes de Caratheodory e
b

(Ve e O) / f(s,x(s))ds < oo, entdo
(Vz € L) / F(s,2(s)) ds < 00,

Teorema 4.2.3. Se D é um conjunto convexo e fechado em R e uma funcdo f : [a,b] x R — R
satisfaz as condi¢oes de Caratheodory entao

/f5$ /fsx ) ds

(as partes da igualdade podem ter um valor finito ou +00 ), em particular, a fungao sup |f(-,u)| €
ueD

sup
z€C, z([a,b])CD

= sup
zeM, z([a,b])CD

—/ sup [f(s,u)|ds (4.1)

ueD

M € mensuradvel.

Teorema 4.2.4. Se uma fungao f : [a,b] x R — R satisfaz as condi¢oes de Caratheodory entao

/abf(s,x(s))ds /fsx ) ds

(as partes da igualdade podem ter um valor finito ou +00), em particular, a fungio sup |f(-,u)| €

sup
z€D(C)

= sup
Q?EDT Loo

—/ sup |f(s,u)|ds (4.2)

u€[—r,r]|

u€[—r,r]
M € mensurdvel.
4.3 Actuacao e limitacao
Lema 4.3.1. Seja K um operador que actua de C em C. Entao, tem lugar
b
sup [(Ka)(0)] = [ [hit.s)lds, 1€ fad) e (43)
z€D1(C) a
sup |(Ka)(t) — (Ka)(to |_/ (ts) — k(to 8)|ds,  tto€lal.  (44)
z€D1(C)

2Constantin Caratheodory (1873-1950) — Matemdtico Grego
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b
Demonstragao. A funcao x(t) = 1 é continua, logo, Vt € [a,b] temos / k(t,s)ds € R, em
particular, a funcao k(t¢,-) é mensuravel, tal que, as grandezas nas partes direitas de (4.3) e

(4.4) existem (finitas ou infinitas).

Seja t € [a,b]. Aplicando o Teorema 4.2.4 para r = 1 e a funcao f(s,u) = k(t,s)u, obte-

1mMos

/a k. s)e(s) ds

sup [(Kz)(t)] = sup
z€D1(C) z€D1(C)

b b
/ sup |k(t,s)||u|ds:/ |k(t, s)| ds.

u€[—1,1]

(4.5)

Analogamente, quaisquer que sejam t,ty € [a, b] fixos, aplicando o Teorema 4.2.4 parar =1 e

a funcao f(s,u) = [k(t,s) — k(to, s)|u, obtemos a igualdade (4.4).

Introduzimos a grandeza

b
Ikl = sup / Ik(t, 5)| ds (4.6)

t€la,b]
Lema 4.3.2. Se Vt € [a,b] a fungao k(t,-) é mensurdvel, entdo a grandeza ||k, € [0,+00] €

definida correctamente.

Demonstracao. Segue directamente das Proposigoes 2.2.42 e 2.2.44.

No primeiro teorema sera estabelecido o facto da actuacao e a limitaco do operador K de L,
em L, ede C em L., e também serd estabelecido o critério deste factos em termos de ntcleo

k do operador, com a expressao exacta da norma do operador em termos de nticleo.

Teorema 4.3.3. Seja K um operador que actua de C em C. Entao, K ¢ limitado se e somente

se ||k||l. < oo. Mais ainda, || K| = ||kl

Demonstragao. Passando ao supremo por t € [a,b] em ambas partes da igualdade (4.3) do

Lema (4.3.1), obtemos

|K|= sup [|[Kzllow= sup sup [(Kz)(t)|= |kl (4.7)
z€D1(C) t€la,b] z€D1(C)

A igualdade || K|| = ||ky|| estd demostrada (a grandeza pode ser finita ou infinita).
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Agora, desta igualdade segue directamente que

k|l <o & ||K|| <00 <« K é limitado.

Teorema 4.3.4. Se K € L(C,C) entio K € L(Ly, L) €

K L2 = [[Kllomo = [[E]lu-

Demonstragao. Pelo Teorema 4.3.3, temos ||k||, < oo. Mais ainda, V¢ € [a,b] e Vo € L a

fungao k(t,-)z(-) é mensurdvel, entao:

(K2)(t)| = / k(t, $)2(s) ds

b
< / Ik(t, 9)] 2]l ds < [[Kllull]loe < oo

Em particular, Kz é uma funcao de [a,b] em R. Assim,

[Kzlloo = sup [(Kz)(t)| < [[k]lullz]le < oo. (4.8)

te(a,b]

Daqui segue que o operador K actua de Lo, em P,, é limitado e || K||1 p, < ||k]w-

Além disso, como é evidente, se * ~ y em relagdo a medida de Lebesgue em [a,b] entdo
(Kx)(t) = (Ky)(t) (Vt € [a,b]). Entao, esta definido correctamente o operador linear K que

actua de Ly, em P,, que é limitado e ||K||L.p, < [|E]w

Notemos que

IKllcwe = 1K llewp, < 1K lwsrp, < 15[,

e pelo Teorema 4.3.3, || K ||c—c = ||k]|w. Assim,

K L —pe = 1K lcme = (1Kl

Agora, é suficiente demonstrar que Vx € L, a funcao Kx é mensuravel.

Seja © € L,,. Entao, pelo Teorema de 2.2.33, existe uma secessao de fungoes continuas x,

que converge para x em quase todo ponto em |a, b|.

Para cada t € [a, b],

b
(K:pn)(t):/ k(t,s)z,(s)ds
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¢ uma funcao continua, pois k(¢, s) é um nicleo continuo e z,, é continua.

Como x, — = em quase todo ponto em [a, b], temos que

(Ka,)(t) = / k(t, )20 (s) ds — / k(t, )2 (s) ds = (K2)(t)

para quase todo t € [a, b], pelo Teorema 2.2.46, pois |k(t, $)x,(s)| < [|k]loo||Znllco € [|Tn]lcc < M
para algum M > 0.

Como (Kx,) é uma sucessdo de fungoes continuas que converge para (Kz) em quase todo
ponto, (Kz) é uma fungdo mensuravel.

]

Teorema 4.3.5. O operador K actua de Lo, em C e € continuo (limitado) se e somente se

satisfaz simultaneamente as condigoes:

1. VDEE:/k(-,S)dSEC’;
D

b
2 [lkll. = sup / (s, £)]ds < oo,

t€la,b]

Mais ainda, se K € L(Lo,C), entao || K| = ||k||..

Demonstragao. De 2. segue que k(t,-) e |k(t,-)x()| sdo menuravéis, Va € Ly, t € [a,b] e

b
[kt 9a(s)lds < el [ i s)ds < ala] < oc
a D;

= K definido por K; = (Kz)(t) (para t fixos) actua de L., em R.

Seja x € My, por defini¢ao
o(t) =Y i, (b),
i=1

onde «; ER,OQ%O[]',DZ' e, D;,ND, :Q), 8627&]
Temos que

(Kz)(t) = /bk(t,s)x(s)ds = /bk(t, s) iaiXDi(S)dS = iai/ k(t,s)ds

i=1 D;

De 1., segue que

ey = [ k(.sasec.
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entao
n
Kz = Z ;€ C,
i=1

ou seja, K : My — C. Pelo Lema 2.2.32 para = € L., existe x,, € M,, tal que z, — =.

Avaliando a diferenca (Kx,, — Kz)(t), temos
b b
(00— K)0)] = | [ ans) = 5)ds| < =] [ Irte5)lds < ol — ] >0

Entao sup |(Kz, — Kx)(t)| = 0, isto é, Kz,, = Kx. Mais ainda, se Kz, € C, entao pelo
te(a,b]
Teorema 2.1.34 Kz € C isto é, K : L, — C.

Considerando agora = € L., obtemos

(Kx)( |_‘/ (t, $)2(s)ds| < allz]
Logo
| Kz|| = s [(Kx) ()] < (K]l (4.9)
€la,b

De 2) e (4.9) concluimos que K € L(L,C) e
KN < {1l (4.10)

E portanto K é limitado.

Suponhamos que 1) e 2) sdo validos. Fixemos € > 0 e escolhamos t* € [a, ], tal que
b
]| —/ |k(t*, s)|ds < e (4.11)

Consideremos E; = {s : k(t*,s) > 0} e Ey = {s : k(t*,s) < 0} e defininamos zy(t) =
xe (1) — g, (t). B obvio que 29 € Lo, |20 =1 e

b

(et = [ K@) i) s = [ e slas [ e sias = [kt o)

a F1
De onde resulta imediatamente que

K = ([ Kol = s | (Eo) ()] = (K o) / [K(t", s)|ds

t€la,b
De 2) e (4.11) segue que
b
1K= [ bt )lds > k], -
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Como € é tomado arbitrariamente, entao
K] = [|%] (4.12)

De (4.10) e (4.12), segue que ||K|| = ||k||.-

Suponhamos que K : Lo, — C e é limitado. Seja D € ¥ e x¢(t) = xp(t), é evidente que

2o € Lo e Kxge C e
(Kzo)(t) = / k(t 5)xn(s)ds — /D k(t, 5)ds

b
, de onde segue que ¢(+) = / k(-,s)ds € C' = 1).

Suponhamos agora que existem t, € [a,b], tal que

b
/ le(ty, 5)|ds > n (n € N)
Comsideremos Ey,n = {s : k(t,,s) > 0} e Es,n = {s : k(t,,s) < 0} e defininamos z,(t) =
X1 (t) = XEpn(t).E evidente que z, € Lo, [|z,] = 1 €
b
[ Kzl = (Kzn)(tn) = / k(tn, s)x(s)ds > n, (vn € N)

o que contradiz o facto de K ser limitado. Portanto, se verifica 2..

]

Observacao 4.3.6. Se K actua de C' em C, nao segue necessariamente que K actua de L.,
em C, vejamos o exemplo abaixo. A demonstra¢ao pode ser vista em [10, p. 127-129], , ou mais

detalhada em [13, p. 11-15], (ver também [11] e [4, p. 13]).

Exemplo 4.3.7. Sejam a = 0, b = 1. Definamos os conjuntos E(t) (0 <t < 1) por
E(t) = :L:‘El - (1=t =21 =" 1= (1—6)""],

e consideremos o operador linear integral K com nticleo

tXxew(s) quando 0 <t <1,

k(t,s) =
1 quando t € {0;1}

Este operador K satisfaz as seguintes proposicoes:
1. K : Ly — Ly e é continuo, mais ainda Vx € L., a funcao Kx\(o,l] é continua;
2. K:C — C e é continuo;

3. K nao actua de M, em C, consequentemente nao actua de L., em C'.
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4.4 Continuidade completa

Teorema 4.4.1. Seja K um operador que actua de C em C. O operador K é completamente

continuo, se e somente se

Vto € [a, b] hm/ |k(t,s) — k(to, s)|ds = 0. (4.13)

t—to

Demonstragao. Seja K : C' — C' completamente continuo. Seja ty € [a,b]. Do Teorema 4.2.2

segue que Vz € Lo, (Kx)(tg) < co. Definamos os conjuntos E,, E_ e a a fungdo x* por
E+ = {5 S [a7b]: k(t075> > 0}7 E+ = {S € [aab]: k<t0a 3) < 0}7 rt = XEy — XE_-
E claro que r* € L, entao

/\k(to,s)\ds—/E k(to,s)ds—/ k(to, 5) ds = (Ka)(to) < oo. (4.14)

Aplicando a igualdade (4.3) do Lema 4.3.1, obtemos

sup \(K:c)(to)|:/ lk(to, )| ds < 00

z€D1(C)

Isto significa que o conjunto K (D;(C')) é equilimitado no ponto .

Aplicando a igualdade (4.4) do Lema 4.3.1, obtemos

lim  sup Iy()—y(to)l—hm sup [(Kz)(t) — (Kz)(t)| =

t=t0 ye K (D1 (C) t=t0 3By [C)

hm/]kts k(to,s)| ds = 0.

t—to

Isto significa que o conjunto K (D;(C')) é equicontinuo.

E demostrado que o conjunto K (D;(C)) ¢ equilimitado em cada ponto e é equicontiinuo. Pelo
Teorema 2.3.20 o conjunto K (D;(C)) é relativamente compacto em C. Pelo Teorema 2.3.22, o

operador K é completamente continuo.

Reciprocamente, suponhamos que o operador K : C' — C' é completamente continuo. Entao,
o conjunto K (D;(C)) é relativamente compacto em C, e pelo Teorema 2.3.20 o conjunto
K (D;(C)) é equicontinuo. Isto significa que Vi, € [a, D]

lim sup |(Kz)(t) — (Kz)(to)| = 0.

t=to zepy(C)
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Daqui e da igualdade (4.4) do Lema 4.3.1 segue que:
b
lim / |k(t,s) — k(to, s)|ds = lim sup |(Kx)(t) — (Kx)(to)| = 0.
t—to a t—to z€D1(C)

]

Teorema 4.4.2. Seja K um operador que actua de Lo, em C. O operador K € completamente

continuo, se e somente se

Vto € [a, b] hm/ \k(t,s) — k(to, s)|ds = 0. (4.15)

t—to

Demonstracao. Suponhamos que (4.15) é véalido, entao
b
(Vto € [a,b])(Ve > 0)(35 > 0)(Vt € [a,b] : |t —to| <) : / |k(t,s) — k(to, s)|ds < €
Vi1, ts € [a,b] e Vo € Di(Ly) temos que

b
(Kx)(h) — (K)(t)] < / k(tr, 5) — K(tz, 5)|ds.

Portanto,
(Vo € [a,b])(Ve > 0)(36 > 0)(Vt € [a,b] : |t —to] < 0) : [(Kz)(t) — (Kz)(ty)| < e.

Ou seja, K(D;(Lw)) é equicontino.
K : L, — C, entao Vt € [a,b] fixo

b
/ |k(t,s)|ds € R

(K2)(0)] g/ e(t, 5)|ds < oo,

e Vr € By, temos

o que implica que {(Kz)(t) : © € Di1(Ls)} é limitado. Pelo teorema de Teorema 2.3.20
K(D;(Ly)) é relativamente compacto e segundo o Teorema 2.3.22 K é compacto (completa-

mente continuo).
Reciprocamente, seja K : Lo, — C um operador compacto.

Suponhamos que existe t,, € [a, b],t,, — to, tal que para algum & > 0

/ |k(tn,s) — k(to,s)| >e, neN
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Consideremos E1,n = {s : k(t,,s) > k(to,s)} ,Ee,n = {s : k(tn,s) < k(to,s)} e definimos

n(S) = XEy () — XEyn(S), entao
[(Kx,)(tn) — (Kx,)(to)| > €

Designando por M = {z,, n € N}, temos M C D;(Ly) e K(D;(Ls)) nao é equicontinuo.
Consequentemente K (D;(Ly)) nao é relativamente compacto, o que contradiz a continuidade

completa do operador K : L, — C.

O teorema abixo representa o critério de actuacao e de compacidade do operador K de C' em

C, que é o mesmo que o critério de actuacao e de compacidade do operador K de L, em C.
Teorema 4.4.3. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1. O operador K actua de C' em C e € completamente continuo;
2. O operador K actua de Lo, em C e é completamente continuo;
3. Qualquer que seja ty € [a,b] sao vdlidas as sequintes condigoes:
(a) A fungdo k(to,-) € integravel em [a,b],

b
) lim/ (t, 5) — k(to, s)|ds = 0.

t—to

Demonstracao. A implicagao 2.=1. E evidente.

Seja 1. e ty € [a,b]. Do Teorema 4.4.2 segue directamente a condigao 3(b), mas a condic¢do
3(a). decorre da condigao (4.14) que foi uma parte da demonstracao do Teorema 4.4.2 Deste

modo, estd demostrada a implicagao 1.=3.

Seja 3. Da condigao 3(a). segue que Vo € Ly,

(Kz)(t)| = / k(t, ) — K(to, s)]x(s) ds| < / k(t, )| |z(s)] ds =

b
||£E||OO/ |k(t, s)|ds < oo, t € [a,b)],

entdo ¢ definida a fungao Kz : [a,b] — R.
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Depois, Vtg € [a, b] temos

lim sup |(Kz)(t) — (Kx)(tp)] = lim sup

t=1t0 ze Dy (Leo) t=10 ze Dy (Leo)

lim  sup / \k(t,s) — E(to, s)| ||7]|co ds = hm/ |k(t, s) — Ek(to, s)|ds = 0.

t=t0 ze Dy (Leo)

b
/ [k(t,s) — k(to, s)]x(s)ds| <

Daqui decorrem as seguintes proposigoes:

1. Vz € Di(Ly) a fungdo Kz é contintua em [a, b], logo, o operador actua de D;(Ls) em

C. De acordo com a linearidade de K este operador actua de L., em C.

2. O conjunto K(D;(Ls)) é equicontinuo em C. Depois, Vtg € [a,b], temos, aplicando a
igualdade (4.3) do Lema 4.3.1 e usando a condicao 3(a)., que

sup |(Kx)(to)| < sup / |k(to, s)| ||7]|co ds ——/ |k(to, s)|ds < o0,

2€D1 (Loo) x€D1(Loo)

tal que o conjunto K (D;(Ly)) é equilimitado no ponto .
Pelo Teorema 2.3.20 o conjunto K(D;(Ls)) é relativamente compacto em C. Pelo Teorema

2.3.22, o operador K : L, — C é completamente continuo. E demostrada a implicago 3.=2.

Portanto, temos a equivaléncia das condigoes 1., 2. e 3..

]

Observagao 4.4.4. Em contraste com a propriedade de limitagao do operador linear integral
K, que, como mostra o Exemplo 4.3.7 nao garante que a imagem de C' seja conservada pelo
operador, caso este seja prolongado de C' para L., a propriedade de continuidade completa ja

garante essa proposicao.



Capitulo 5

Operador integral linear em espacos

com pesos Cy € Lo o

No captulo anterior, desenvolvemos o estudo das propriedades gerais do operador integral linear

da forma \
(K2)(t) = / k(t, 5)2(s)ds

nos espagos sem peso Cla,b] e Ly[a, b].

Neste capitulo, vamos generalizar os resultados obtidos sobre este operador para os espagcos
com peso C, = Cyla,b] e Lo o = Looala, b], onde o é uma funcéo peso. Utilizaremos a abor-
dagem proposta na seccio 3.3 do captulo 3, que estabelece uma conexio entre operadores em

geral Nnos espacos Seml € Coim peso.

Consideremos o operador K, definido por:

(Kz)(t) = Ko~z = B(t) / k(t, s)a~Y(s)z(s)ds. (5.1)

e o, : (a,b) = RT duas fungoes mensuraveis (sendo continuas para o caso dos espagos C, e

).

5.1 Actuacao e limitacao

Introduzimos a grandeza

bl = sup [ 18010 (k(e )| s

te(a,b]

42
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Lema 5.1.1. Se Vt € [a,b] a funcdo B(t)a ' ()k(t,-) é mensurdvel, entio a grandeza ||k||, €

[0, 400] € definida correctamente.

Demonstracao. Segue directamente das Proposigoes 2.2.42 e 2.2.44.

O

Teorema 5.1.2. Seja K um operador que actua de C, em Cz e K (definido em (5.1)) um
operador que actua de C' em C (sequndo o Teorema 3.3.1). Entdo, K ¢é limitado se e somente

se o operador K € limitado, isto ¢, se e somente ae k||, < co. Mais ainda, || K| = ||k||..

Demonstracao. Seja K um operador que actua de C, em Cjp e limitado é equivalente. Pelo
ponto 2. do Teorema 3.3.3 K é, por equivaléncia, limitado, pelo Teorema 4.3.3, || K| = ||k/l, <
0. Pelo ponto 3. do Teorema 3.3.3 | K|| = | K|| = || K| = ||k,

Teorema 5.1.3. Se K € L(C,,C3) entio K € L(L.a, Loog) €

K L a Lo s = 1K loamscs = (K]l

Demonstracio. Seja K € £(C,,Cs). Pelos pomtos 1. e 2. do Teorema 3.3.3 K € L(C,C).
Pelo Teorema 4.3.4 K € £(Loo, Loo) €

1K Lo = 1K lese = 1Ko

Daqui, pelos pontos 1. e 2. do Teorema 3.3.3 K € L(Lo o, L) € pelo pomto 3. do mesmo
Teorema
K L arLoes = [Klloascs = 1Kt = 1K llose = 1]l

O

Teorema 5.1.4. O operador K actua de Ly, em Cg e é continuo (limitado) se e somente se

satisfaz simultaneamente as condigoes:

1. VD € ¥ /DB(-)a_l(s)k:(-,s)ds e C;

b
2. ||kll, = sup / 1B(t)a™t(s)k(s,t)|ds < oo.

tela,b]
Mais ainda, se K € L(Loo o, Cs), entao || K| = ||kl,.
Demonstragao. Pelo Teorema 4.3.5 o operador K actua de Ly, em C' e é continuo (limitado).
Pelo Teorema 3.3.1 K actua de Ly, em Cs e pelo ponto 2. do Teorema 3.3.3 ¢ continuo

(limitado). Reciprocamente, se K actua de L, em Cj. O
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5.2 Continuidade completa

Teorema 5.2.1. Seja K um operador que actua de C, em Cz e K (definido em (5.1)) um
operador que actua de C em C (seqgundo o Teorema 3.5.1). O operador K €é completamente

continuo, se e somente se o operador K € completamente continuo, isto €, se e somente se

Vo € [a, 8] hm/ﬂﬁ a1 (s)k(t, 5) — Blte)a~(s)k(te, 5)|ds = 0.

t—to

Demonstracao. Segue directamente dos pontos 1 e 6 do Teorema 3.3.3 e do Teorema 4.4.1,

respectivamente.

O

Teorema 5.2.2. Seja K um operador que actua de Lo, em Cg e K (definido em (5.1)) um
operador que actua de Lo, em C (sequndo o Teorema 8.3.1). O operador K €é completamente

continuo se e somente se o operador K é completamente continuo, isto €, se e somente se

Vo € [a,b] hm/ﬂg a1 (s)k(t, 5) — Blto)a= (s)k(te, 5)|ds — 0.

t—to
Demonstracao. Segue directamente dos pontos 1 e 6 do Teorema 3.3.3 e do Teorema 4.4.1,

respectivamente.

Teorema 5.2.3. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. O operador K actua de C,, em Cg e é completamente continuo;
2. O operador K actua de Ly o em Cg e é completamente continuo;
3. Qualquer que seja ty € [a,b] sao vdlidas as sequintes condigoes:
(a) A funcio B(to)at(-)k(to,-) € integrdvel em |a,b],
@ tim [ 18007 68(t9) - Bl k(o) lds = 0.

Demonstracao. Pelo Teorema 4.4.3 a afirmacgao 3. deste teorema equivale a cada uma das

seguintes afirmagoes:

1. O operador K actua de C' em C e é completamente continuo;

2. O operador K actua de Lo em C e é completamente continuo;

Pelo Teorema 3.3.1 e pelos pontos 1. e 6. do Teorema 3.3.3 essas duas afirmacoes sao, respec-

tivamente, equivalente as afirmacoes 1. e 2. do teorema que esta sendo demontrado.



Conclusoes e Recomendacoes

Conclusoes

Inicialmente, foram apresentados os fundamentos tedricos da Teoria de Medida, da Integral
de Lebesgue e da Anadlise Funcional, que constituem a base necessaria para o estudo rigoroso
de operadores integrais em espacgos normados e, particularmente, em espacos de Banach. Em
seguida, foram descritos os espacos com peso e estabelecida uma ligagao entre operadores
definidos em espacos cléssicos e os correspondentes operadores em espagos com peso.

No desenvolvimento central do trabalho, foram obtidos critérios de actuacao e limitacao do
operador integral linear em espagos com peso, expressos em termos do nicleo k(t, s) e da funcao
peso . Além disso, foram determinadas expressoes para a norma do operador e estabelecidas
condices necessarias e suficientes para a continuidade completa do operador nesses espacos.

Os resultados obtidos generalizam propriedades cldssicas conhecidas para os espagos C|a, b] e
Leo[a, b], mostrando que a introdugao de fungoes peso, ampliando o enquadramento tedérico sem
comprometer propriedades fundamentais como limitagao, continuidade e compacidade, desde
que sejam satisfeitas condi¢oes adequadas sobre o ntcleo e a fungao peso.

Conclui-se, portanto, que a abordagem desenvolvida permite estender de forma consistente
a teoria dos operadores integrais lineares para espacos funcionais com peso, contribuindo para
o aprofundamento da Anélise Funcional e oferecendo suporte tedrico para futuras aplicagoes
em equagoes diferenciais funcionais, particularmente em contextos onde surgem singularidades

ou comportamentos nao uniformes.

45
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Recomendacoes
Com base nos resultados alcancados, recomenda-se:

1. O aprofundamento do estudo de operadores integrais em espacos com peso no contexto

dos espagos L2(a,b), para 1 < p < oo, ampliando os resultados aqui estabelecidos.

2. A investigacao de operadores integrais nao lineares em espacos com peso, com vista a

aplicagao em equagoes diferenciais nao lineares e problemas de contorno.

3. A aplicacao dos resultados obtidos no estudo qualitativo de equacoes diferenciais funcio-
nais singulares, nomeadamente na andlise de existéncia, unicidade e dependéncia continua

das solucoes.

4. O desenvolvimento da teoria espectral de operadores integrais lineares em espacgos com

peso, explorando propriedades relacionadas com autovalores e autovectores.

5. A continuidade de investigagdes que aprofundem a relagao entre espacos sem peso e com

peso, procurando generalizagoes em classes mais amplas de espacos de Banach.
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